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ВВЕДЕНИЕ 

 

Создание космических аппаратов нанокласса является доми-

нирующим трендом развития космической техники в настоящее 

время. Несмотря на большой объём исследований, проведённых с 

начала космической эры до настоящего времени в области анализа 

движения космических аппаратов, возникновение нового класса 

космической техники – наноспутников формата CubeSat, требует 

возвращения к рассмотрению основных положений их движения, 

которые характеризуются рядом особенностей, обусловленных 

комплексом факторов – геометрическими размерами, форм-

фактором параллелепипеда, массово-инерционными характери-

стиками, типом орбит выведения (низкие орбиты, на которых 

влияние аэродинамических сил является доминирующим), усло-

виями выведения на орбиту в рамках попутных запусков (возник-

новение больших угловых скоростей после выхода из пускового 

контейнера). 

Проведение большинства научных и прикладных исследова-

ний в космосе предполагает обеспечение определённой ориента-

ции углового положения наноспутника в пространстве. Для обес-

печения требуемой ориентации наноспутников часто используют-

ся пассивные или комбинированные (пассивные в сочетании с ак-

тивными) системы стабилизации, которые не требуют совсем или 

требуют незначительного расхода рабочего тела и энергии, запа-

сённых на борту. 

Важной задачей при создании любой пассивной системы про-

странственной ориентации является исследование неуправляемого 
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движения наноспутника относительно центра масс, так как обес-

печение расчетных условий углового движения осуществляется 

только на этапе проектирования, путем выбора его конструктив-

ных параметров, а также заданием ограничений на величины угло-

вых скоростей, порождаемых системой отделения, а при использо-

вании комбинированной системы стабилизации – на момент окон-

чания работы активной системы предварительного успокоения. 

Следует отметить следующие особенности движения нанос-

путников на низких орбитах [1]. 

1. Для наноспутника значение баллистического коэффициента 

больше, чем для спутника с большими размерами и массой (при 

одинаковой объёмной плотности), и, следовательно, меньше срок 

его существования на орбите. Это даёт возможность, учитывая не-

большой срок активной работы наноспутника (обычно от полгода 

до года), эффективно использовать достаточно низкие орбиты, из-

бегая засорения околоземного космического пространства. 

Для примера, проведём сравнение баллистических коэффици-

ентов наноспутника формата CubeSat 1U (куб: 0,1×0,1×0,1 м3) и 

мини-спутника (куб: 1×1×1 м3), линейные размеры которого в N  

раз больше размеров наноспутника CubeSat 1U. Как известно, при 

допущении, что обтекание спутника является свободномолекуляр-

ным и удар молекул газа абсолютно неупругий, баллистический 

коэффициент спутника определяется по формуле mSScx /
~

0 , 

где 0c  = 2,2 – коэффициент, который может принимать значения 

от 2 до 3 в зависимости от физических свойств газа и поверхности 

наноспутника, для проектных проработок принимается равным 

2,2; S
~

 – площадь проекции наноспутника на плоскость, перпенди-

кулярную вектору скорости набегающего потока, отнесённая к ха-



рактерной площади наноспутника S ; m – масса спутника [

гда отношение баллистических коэффициентов наноспутника 

CubeSat 1U c  и указанного мини-спутника m  

N-кратным обратным отношением их объемных плотностей: 

)/(/ cmmc N  . При этом следует отметить, что объемная 

плотность малоразмерных спутников, как правило, выше объё

ной плотности большеразмерных спутников. 

На рис. В1 показано изменение высоты орбит спутников 

«Михайло Ломоносов», Аист-2Д и наноспутника SamSat

которые были совместно выведены на околокруговую орбиту со 

средней высотой полёта Н = 486 км с космодрома Восточный 

28 апреля 2016 года (на временном интервале 28 апреля 2016 

года – 24 ноября 2018 года). 

 

Рис. В1. Изменение высоты орбит: 1 – наноспутник SamSat

2 – малый КА «Михайло Ломоносов», 3 – малый КА Аист
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масса спутника [2]. То-

гда отношение баллистических коэффициентов наноспутника 

 определятся  

кратным обратным отношением их объемных плотностей: 

, что объемная 

плотность малоразмерных спутников, как правило, выше объём-

высоты орбит спутников 

2Д и наноспутника SamSat-218Д, 

на околокруговую орбиту со 

486 км с космодрома Восточный  

на временном интервале 28 апреля 2016  

 

SamSat-218Д,  

малый КА Аист-2D 
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Как видно из графиков, уменьшение высоты полета нанос-

путника SamSat-218Д в 2,7 раза больше, чем у спутника Аист-2Д, 

и в 5,7 раза больше, чем у спутника «Михайло Ломоносов». При 

этом такие числовые отношения приближенно сохраняются и для 

усредненных значений баллистических коэффициентов. 

2. Угловое ускорение наноспутника, обусловленное аэроди-

намическим моментом, значительно выше, чем спутника с боль-

шими размерами и массой (при одинаковых значениях относи-

тельного запаса статической устойчивости и объёмной плотности). 

Это расширяет диапазон высот, на которых аэродинамический 

момент, действующий на наноспутник, является значимым и его 

можно использовать для пассивной стабилизации наноспутника по 

вектору скорости движения центра масс. 

К примеру, отношение обусловленных аэродинамическим 

моментом угловых ускорений наноспутника формата CubeSat 1U и 

мини-спутника, линейные размеры которого в N  раз больше раз-

меров наноспутника CubeSat 1U, определяется N 2-кратным обрат-

ным отношением их объемных плотностей (при одинаковых зна-

чениях относительного запаса статической устойчивости). 

Так, на рис. В2 показаны области высот H и относительного 

запаса статической устойчивости lxx /  ( x  – запас статиче-

ской устойчивости, l   характерная длина наноспутника), где аэ-

родинамический момент aM  превосходит гравитационный gM , 

для наноспутника формата CubeSat 3U (рис. В2, а) и мини-

спутника (рис. В2, б), размеры которого в 10 раз больше размеров 

наноспутника CubeSat 3U (расчеты проводились для стандартной 

атмосферы [3]). 
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а 

 

 
б 

 

 

Рис. В2. Область значений высот H и относительного запаса статической 

устойчивости x , где аэродинамический момент Ma превосходит грави-

тационный Mg для наноспутника CubeSat 3U (a); для спутника, размеры 

которого в 10 раз больше размеров наноспутника CubeSat 3U (б) 
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3. Следует принимать во внимание, что существующие ком-

мерческие транспортно-пусковые устройства отделения наноспут-

ников порождают большие величины начальной угловой скорости 

(например, системы отделения, которые использовались в между-

народном проекте QB50, порождают угловую скорость наноспут-

ника после выхода из контейнера до 50º/с [4]) Кроме того, при за-

пуске наноспутников с платформ, осуществляющих неконтроли-

руемое движение, необходимо дополнительно учитывать случай-

ный характер углового движения этих платформ. Например, верх-

няя ступень ракеты-носителя «Союз» после отделения основной 

полезной нагрузки совершает регулярную прецессию со случай-

ными величинами углов ориентации и угловых скоростей [5, 6]. 

4. Необходимо отметить возможность возникновения резо-

нансных режимов движения у наноспутников, совершающих по-

лёт на низких орбитах. Для наноспутников стандарта CubeSat, 

имеющих форму прямоугольного параллелепипеда, аэродинами-

ческий момент зависит от пространственного угла атаки и угла 

собственного вращения [7], а это создаёт предпосылки возникно-

вения резонанса, который проявляется в резком изменении ампли-

туды колебаний по углу атаки, когда целочисленная комбинация 

частоты колебаний пространственного угла атаки и средней часто-

ты собственного вращения оказывается близкой к нулю [1]. 

Указанные особенности движения наноспутников на низких 

орбитах обусловливают необходимость применения вероятностно-

го подхода к решению задачи исследования движения относитель-

но центра масс. Данный подход применялся при создании нанос-

путников в Самарском университете. С 2014 года в Самарском 

университете велись разработки двух наноспутников формата 

CubeSat 3U. Первый из них – SamSat-218Д [8] – был предназначен 
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для отработки технологии создания замкнутого контура управле-

ния его пространственной ориентацией при наличии специально 

созданного большого запаса статической устойчивости. Второй – 

SamSat-QB50 [9] – был создан в рамках международного универ-

ситетского проекта и предназначался для исследования тропосфе-

ры Земли в составе группировки наноспутников формата CubeSat 

[4] с использованием разработанной технологии синтеза проект-

ных параметров, основанной на искусственном создании требуе-

мого запаса статической устойчивости путем трансформирования 

конструкции и развертывания аэродинамического стабилизатора. 
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ГЛАВА 1 УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ ОТНОСИТЕЛЬНО 

ЦЕНТРА МАСС НАНОСПУТНИКА 

 

1.1 Динамические уравнения 

 

Движение наноспутника относительно центра масс как твёр-

дого тела может быть, согласно теореме об изменении кинетиче-

ского момента, описано векторным уравнением в инерциальной 

системе координат (СК) [10]: 

e
o

o M
dt

Kd
 . (1.1) 

или в связанной системе координат Oxyz: 

e
oo

o MK
dt

Kd
 , (1.2) 

где    абсолютная угловая скорость,  JK0  вектор кинети-

ческого момента, J   тензор инерции, e
oM   главный момент 

внешних сил. 

Пусть оси связанной СК Oxyz являются главными централь-

ными осями инерции наноспутника для точки O. Тогда векторное 

уравнение (1.2) в проекциях на данные оси запишется в виде: 

,)(

,)(

,)(

zyxxyzz

yxzzxyy

xzyyzxx

MJJJ

MJJJ

MJJJ













 (1.3) 

где xM , yM , zM   проекции главного момента внешних сил на 

оси СК Oxyz; zyx  ,,   проекции угловой скорости 


 на оси 

СК Oxyz; xJ , yJ , zJ   главные центральные моменты инерции 

наноспутника. 
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Отметим, что под движением тела относительно его центра 

масс понимается движение точек тела относительно поступатель-

но движущейся системы координат с началом в центре масс тела 

(относительно так называемой кёниговой СК). 

Уравнения (1.3) называются динамическими уравнениями 

Эйлера. Динамические уравнения Эйлера необходимо дополнить 

кинематическими. 
 

1.2 Системы координат 
 

Проведение большинства научных исследований в космосе 
предполагают вполне определённую ориентацию углового поло-
жения наноспутника в пространстве. 

Для определённости за основной вариант ориентации нанос-
путника в пространстве примем аэродинамическую систему ори-
ентации по направлению вектора скорости движения центра масс.  

Определим системы координат. 
OXYZ – орбитальная система координат, центр О находится в 

центре масс наноспутника, ось OZ направлена от притягивающего 

центра EO  по направлению радиуса вектора наноспутника r , ось 

OY совпадает с направлением вектора производной истинной ано-

малии   (направлена по бинормали к траектории центра масс в ту 

сторону, откуда его движение видно совершающимся против ча-
совой стрелки), ось OX дополняет СК до правой (рис. 1.1).  

Введём траекторную систему координат kkk ZYOX , ось kOX  

которой совпадает с вектором скорости наноспутника V , ось kOZ  

располагается в местной вертикальной плоскости и направлена 

вверх от поверхности планеты, а ось kOY дополняет систему до 

правой. Угол наклона траектории M   угол между осями kOX  и 

OX  (рис. 1.1). 
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Рис. 1.1 
 

Связь между траекторной системой координат 

связанной Oxyz определим с помощью углов Эйлера: угла преце

сии ]2,0[  , угла нутации  пространственного угла атаки 

],0[ n  и угла собственного вращения 2,0[ 

расположение выбранных систем координат показано на р

Промежуточные СК: aaa ZYOX  – скоростная, nn ZYOX

с пространственным углом атаки. 

Обозначим матрицы поворотов. 

Вокруг оси OY на угол м : 














м

м

мA

sin

0

cos

)(

Переход от OXYZ к kkk ZYOX . 

Вокруг оси kOX  на угол  :  












sin0

cos0

01

)(A

Переход от kkk ZYOX  к aaa ZYOX . 

 

Связь между траекторной системой координат kkk ZYOX  и 

определим с помощью углов Эйлера: угла прецес-

пространственного угла атаки 

] . Взаимное 

расположение выбранных систем координат показано на рис. 1.2. 

nZ  – связанная 













м

м

cos0

01

sin0

.  












cossin

sincos

00

.  
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Рис. 1.2 

 

Вокруг оси aOY  на угол n : 






















nn

nn

nA

cos0sin

010

sin0cos

)( . 

Переход от aaa ZYOX  к nnn ZYOX .  

Тогда матрица перехода от скоростной aaa ZYOX  СК к свя-

занной с наноспутником СК Oxyz: 

)()( nAAA   

или 























coscossincossin

sincoscossinsin

sin0cos

nn

nn

nn

A . 
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Матрица перехода от траекторной СК kkk ZYOX  к связанной 

СК Oxyz определяется по формуле: 

)( AAB  

или 























coscoscossinsinsincoscoscossincossin

cossincossincossinsincoscoscossinsin

cossinsinsincos

nnn

nnn

nnn

B . 

Матрица перехода от орбитальной OXYZ к связанной с нанос-

путником СК Oxyz: 

)( mABC  . 

 

1.3 Кинематические соотношения 
 

Дополним динамические уравнения (1.3) тремя кинематиче-

скими уравнениями, связывающими первые производные по вре-

мени Эйлеровых углов  ,  , n , и с проекциями вектора абсо-

лютной угловой скорости 


 на связанные оси x , y  и z . 

Учитывая, что мгновенная угловая скорость равна сумме уг-

ловых скоростей составляющих вращений 

mn 
















, 

кинематические соотношения имеют вид 

,)(sinsincos

,)(cossinsin

,)(cos

32

22

12

b

b

b

mnnz

mnny

мnx













 (1.4) 

где 322212 ,, bbb   элементы матрицы перехода B. 

Производные истинной аномалии и угла наклона траектории 

определяются по формулам [11]: 
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,)cos1( 2
2/3




 e
p

  

,
)cos1(

cos])cos(sin[
2

22





e

eee m
м

  

где p  – фокальный параметр орбиты, e  – эксцентриситет орбиты, 

  – гравитационный параметр Земли. 

Производные фокального параметра орбиты и эксцентрисите-

та орбиты определяются по формулам [11]: 

,2 1



p

rp  

,sincos1 21


































p

r
e

p

rp
e  

где 



cos1 e

p
r  – длина радиуса вектора спутника; 1  – проек-

ция вектора возмущающего ускорения, действующего на центр 

масс наноспутника, на трансверсаль (ось OX  орбитальной СК); 

2  – проекция вектора возмущающего ускорения, действующего 

на центр масс наноспутника, на радиальное направление в точке, в 

которой находится наноспутник (ось OZ орбитальной СК). 

Динамические уравнения Эйлера (1.3) и кинематические со-

отношения (1.4) составляют полную систему уравнений движения 

относительно центра масс наноспутника. 

 

1.4 Возмущающие моменты, действующие на наноспутник 
 

При орбитальном полёте наноспутника на него действуют 

возмущающие моменты следующего рода: гравитационный мо-

мент; аэродинамический момент; момент от давления солнечных 
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лучей; момент от ударов метеоритных частиц; магнитный момент; 

реактивный момент, возникающий в результате истечения газа из 

корпуса наноспутника; момент от внутренних движущихся масс и 

наличия гибких элементов конструкции. Рассмотрим основные 

моменты: гравитационный момент, аэродинамический момент, 

магнитный момент. 

 

1.5 Гравитационный момент 
 

Определим гравитационный момент в соответствии с [10]. В 

обычных, «земных» задачах механики, связанных с ее примене-

ниями к устройствам, функционирующим вблизи или на поверх-

ности Земли, силы притяжения, приложенные к двум материаль-

ным точкам равных масс, считаются равными и по величине, и по 

направлению. Это приводит к известному положению о совпаде-

нии центра масс и центра тяжести и, как следствие, к равенству 

нулю главного момента сил тяготения (гравитационного момента) 

относительно центра масс. 

В действительности силы притяжения различных точек тела 

Землей, как правило, не будут параллельными, так как они на-

правлены к ее центру. Кроме того, разные точки тела находятся, 

вообще, на разных расстояниях от центра Земли. По этим причи-

нам силы тяготения не обязательно должны приводиться к равно-

действующей, проходящей через центр масс тела: возможен еще и 

гравитационный момент относительно центра масс. Появление 

гравитационного момента можно пояснить очень простым приме-

ром. Пусть две точки 1P  и 2P  одинаковых масс соединены жест-

ким стержнем пренебрежимо малой массы. Пусть O  – середина 

стержня (центр масс точек 1P  и 2P ), а EO  – притягивающий центр 



(рис. 1.3). Пусть 1POE > 2POE , тогда если 1h  – плечо силы 

– плечо силы 2F  относительно точки O , то из сравнения площадей 

треугольников OPO E 1  и OPOE 2  получим: 

.1
2

1

1

2 
PO

PO

h

h

E

E  

Отсюда и из неравенства 12 FF  , справедливого при 

21 POPO EE  , следует, что 1122 hFhF  . Таким образом, появляется 

момент, стремящийся расположить стержень 21 PP  вдоль прямой 

OOE . 

В обычных «земных» условиях гравитационные моменты м

лы по сравнению с другими воздействиями. В задачах же небесной 

механики они часто играют решающую роль. Например, движение 

Луны относительно центра масс почти полностью определяется 

гравитационными моментами, обусловленными притяжением 

Земли. 

 

 
 

Рис. 1.3 
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плечо силы 1F , а 2h  

, то из сравнения площадей 

, справедливого при 

. Таким образом, появляется 

вдоль прямой 

условиях гравитационные моменты ма-

лы по сравнению с другими воздействиями. В задачах же небесной 

и часто играют решающую роль. Например, движение 

Луны относительно центра масс почти полностью определяется 

гравитационными моментами, обусловленными притяжением 
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Пусть dmr  – радиус-вектор выделенного в теле малого эл

мента массой dm  (рис. 1.4). Сила притяжения элемента 

деляется по формуле 

.
3 dm
dm

r
r

dm
Fd   

Главный вектор F  сил притяжения тела получается из (

путем интегрирования по всему объему тела. Произведем вычи

ления, считая линейные размеры тела много меньшими расстояния 

от центра масс тела до притягивающего центра. Это предполож

ние вполне приемлемо для естественных и искусственных спутн

ков планет. 

 
 

Рис. 1.4 

вектор выделенного в теле малого эле-

4). Сила притяжения элемента dm  опре-

 (1.5) 

сил притяжения тела получается из (1.5) 

объему тела. Произведем вычис-

ления, считая линейные размеры тела много меньшими расстояния 

от центра масс тела до притягивающего центра. Это предположе-

ние вполне приемлемо для естественных и искусственных спутни-
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Пусть dm  – радиус-вектор элемента dm , а ZYX ,,  – его ком-

поненты в орбитальной системе координат. Тогда 

.21,
2

2

rr

Z
rrrr dm

dmdmdm


  (1.6) 

Если пренебречь величинами порядка ( 22 / rdm ) и выше, то из 

(1.6) получим разложение величины 3/1 dmr  в ряд Тейлора в виде 

.
3

1
11
33 






 

r

Z

rrdm

 (1.7) 

Теперь надо величину dmr  из (1.6) и величину 3/1 dmr  из (1.7) 

подставить в формулу (1.5) и произвести интегрирование по всему 
объему тела. При этом следует учесть, что, так как центр масс тела 
находится в начале координат, то 

.0  ZdmYdmXdm  

Произведя интегрирование, получим, что с упомянутой точ-
ностью главный вектор сил тяготения задается формулой 

,
3

r
r

m
F   

где m – масса тела. Отсюда следует, что если пренебречь величи-

нами порядка 2)/( rdm  и выше, то размеры тела не влияют на ве-

личину и направление главного вектора сил тяготения. Следова-
тельно, в рассматриваемом приближении можно считать, что 
центр масс движется по коническому сечению.  

Найдем теперь гравитационный момент. На основании фор-

мулы (1.5) для главного момента gM  сил тяготения относительно 

центра масс получаем выражение 

,
3


 dm
r

r
FdM

dm

dmdm
dmg  (1.8) 
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где интегрирование производится по всему объему тела. Вычисле-

ние интеграла (1.8) проведем, используя систему координат Oxyz . 

В этой системе 

,)(, 332313 kcjcicrrkzjyixdm   (1.9) 

,)()()( 332313 krczjrcyircxrr dmdm   (1.10) 

].)()()[( 132333132333 kycxcjxczcizcycrrdmdm   (1.11) 

Если в разложении величины 3/1 dmr  в ряд Тейлора пренебречь 

величинами порядка 2)/( rdm и выше, то получим 

.)(
3

1
11

33231333 



  zcycxc

rrrdm

 (1.12) 

С той же точностью из (1.11) и (1.12) получаем 

.])()(

)[()(
3

1
1

13233313

233333231323

kycxcjxczc

izcyczcycxc
rrr

r

dm

dmdm







 



 (1.13) 

Подставим это выражение в формулу (1.8) и произведем ин-

тегрирование. Так как оси Ox , Oy , Oz  являются главными цен-

тральными осями инерции тела, то выполняются равенства 

.0

,0








yzdmxzdmxydm

zdmydmxdm
 (1.14) 

Произведя интегрирование и учтя равенства (1.14), получим 

       .
3

2313
2

1333
2

3323
2

3  


 dmkccyxjccxzicczy
r

M 222
g   (1.15) 

Замечая, что 

,)(,)(,)( 222222
xyzxyz JJdmyxJJdmxzJJdmzy  
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получаем из (1.15) такие выражения для проекций 

gzgygx MMM ,,  гравитационного момента на оси Ox , Oy и Oz , 

связанной с телом системы координат: 

.)(
3

,)(
3

,)(
3

23133

1333333233

ccJJ
r

M

ccJJ
r

MccJJ
r

M

xygz

zxgyyzgx













 (1.16) 

Отметим, что выражения (1.16) являются приближенными. В 

них отброшены величины, порядок которых не ниже 2)/( rdm . 

 

1.6 Аэродинамический момент 
 

При движении спутника в разреженных слоях атмосферы из-
за взаимодействия молекулярного потока с оболочкой спутника 
возникает ряд эффектов в движении спутника относительно цен-
тра масс. Отметим некоторые из возможных эффектов [2]. 

1. Центр давления не совпадает с центром масс. Возникает 
восстанавливающий (опрокидывающий) момент. При этом вектор-
скорость набегающего потока не лежит в плоскости орбиты, так 
как Земля вращается и увлекает атмосферу, а плоскость орбиты 
можно считать неподвижной. Указанный момент стремится стаби-
лизировать спутник по направлению набегающего потока.  

2. Наличие скорости собственного вращения обусловливает 
появление диссипативных моментов, вызывающих торможение 
вращения спутника, и некоторые другие эффекты.  

3. Плотность атмосферы неодинакова в каждой точке поверх-
ности спутника (ближе к Земле – плотнее), что вызывает добавоч-
ный малый момент (градиентный эффект).  

4. Существует еще малый эффект, связанный с наличием соб-

ственных тепловых скоростей молекул. 
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Тепловыми скоростями молекул можно пренебречь (они в 

среднем весьма малы по сравнению со скоростью движения спут-

ника по орбите); градиентный эффект также не будем рассматри-

вать. Определим восстанавливающий момент. 

Будем полагать, что режим обтекания наноспутника газом яв-

ляется свободномолекулярным, т.е. считать, длина свободного 

пробега молекул газа значительно больше характерных размеров 

наноспутника. Механизм взаимодействия молекул набегающего 

потока с поверхностью спутника следующий. Частица при соуда-

рении отдает практически всю свою энергию и приходит в темпе-

ратурное равновесие с местом удара (несколько теперь нагретым). 

Когда это нагревание пройдет, частица выходит в пространство с 

тепловой скоростью, равной тепловой скорости молекул оболочки 

спутника. Так как эта тепловая скорость существенно меньше теп-

ловой скорости наружных частиц, то можно идеализировать эту 

картину гипотезой абсолютно неупругого удара, когда частицы 

полностью теряют свою энергию при столкновении со спутником 

(и не отражаются). 

В этом случае, аэродинамическая сила лобового сопротивле-

ния приложена в геометрическом центре наноспутника и опреде-

ляется площадью проекции наноспутника на плоскость, перпенди-

кулярную вектору скорости набегающего потока [2]: 

vxv eqSScQ
~

0 , (1.17) 

где   2/)()()( 2HVHHqq    скоростной напор, 

)/()( 3 HRHV   – скорость полёта; Н высота полёта, )(H  

плотность атмосферы, 3R  – радиус Земли, ve  – единичный вектор 

по направлению вектора скорости центра масс (рис. 1.5). 



Для наноспутников, имеющих форму прямоугольного пара

лелепипеда, величина S
~

 определяется по формуле [7] 

 |)cos(||)sin(|)sin(|)cos(|
~

 nsn kS , 

где sk  – отношение площади одной из боковых поверхностей к 

характерной площади. 
 

Рис. 1.5 
 

Для наноспутников, имеющих форму отличную от прям

угольного параллелепипеда, например, за счёт раскрытия солне

ных панелей, значения величины S
~

 можно определить с испол

зованием САПР. 

Определим положение центра давления (геометрического 

центра) наноспутника относительно центра масс в связанной с н

носпутником СК Oxyz  радиус-вектором yixr ddd 
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Для наноспутников, имеющих форму прямоугольного парал-

определяется по формуле [7]  

 (1.18) 

отношение площади одной из боковых поверхностей к 

 

Для наноспутников, имеющих форму отличную от прямо-

например, за счёт раскрытия солнеч-

можно определить с исполь-

Определим положение центра давления (геометрического 

центра) наноспутника относительно центра масс в связанной с на-

kzj dd  .  
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Определим положение центра масс относительно геометриче-
ского центра наноспутника в СК, полученной параллельным пере-
носом осей системы Oxyz в геометрический центр 

kzjyixrg  , при этом dg rr  . 

Момент аэродинамической силы лобового сопротивления от-
носительно центра масс определяется выражением: 

zyx

dddxvda

QQQ

zyx

kji

QrM  , (1.19) 

где проекции аэродинамической силы лобового сопротивления на 
оси связанной СК Oxyz, учитывая матрицу перехода от траекторной 
СК OXkYkZk  к связанной СК Oxyz, определяются выражениями: 

.cossin

,sinsin

,cos







nxvz

nxvy

nxvx

QQ

QQ

QQ

 (1.20) 

Проекции момента аэродинамической силы лобового сопро-
тивления относительно центра масс равны: 

.cossinsin

,cossincos

,sinsincossin

dnxvdnxvaz

dnxvdnxvay

dnxvdnxvax

yQxQM

xQzQM

zQyQM







 (1.21) 

Рассмотрим случай, когда центр масс лежит на продольной 

оси наноспутника ( .0,0,0  ddd zyx ). Тогда проекции мо-

мента аэродинамической силы лобового сопротивления относи-
тельно центра масс на оси связанной СК Oxyz равны: 

.sinsin

,cossin

,0

dnxvaz

dnxvay

ax

xQM

xQM

M







 (1.22) 
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Момент аэродинамической силы лобового сопротивления от-

носительно центра масс, действующий в плоскости nnZOX , можно 

записать в виде 

,),(

sin
~

sinsin 0

qSlm

qSlxScxQxQM

n

nnxvndxva







  (1.23) 

где коэффициент восстанавливающего аэродинамического момента, 

вычисленный относительно центра масс, определяется по формуле 

   )sin()cos()sin()sin()cos(),( 0 nnsnn xkcm  . (1.24) 

 

1.7 Магнитный момент 
 

Определим магнитный момент в соответствии с [2]. 

Магнитный момент, возникающий в результате взаимодейст-

вия геомагнитного поля Земли с магнитным полем наноспутника, 

определяется следующим векторным произведением 

,IHM Emg   (1.25) 

где EH  – вектор магнитной напряжённости Земли в месте распо-

ложения наноспутника, I  – магнитный момент собственного маг-

нитного поля наноспутника. 

Для осесимметричного наноспутника магнитный момент 

можно определить по формуле 

    .
4

10
010 kkHvIHIIHM EEEmg







 




  (1.26) 

Здесь 0I  – постоянный магнитный момент, обусловленный 

наличием токовых систем на наноспутнике и постоянных магни-

тах в приборах, полагаем, что 0I  направлен вдоль оси симметрии; 

k  – единичный вектор вдоль оси симметрии; 1I  – магнитный мо-
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мент, обусловленный намагничиванием оболочки наноспутника в 

магнитном поле Земли; 0  – магнитная проницаемость, v  – объём 

оболочки наноспутника. Будем считать, что 1I  направлен вдоль 

оси симметрии наноспутника. 

При движении центра масс наноспутника по орбите вектор 

геомагнитной напряженности EH , изменяясь в каждой точке ор-

биты, вообще говоря, весьма сложным образом перемещается в 

пространстве. Годограф вектора напряженности лежит на некото-

рой конической поверхности. В тех случаях, когда предпочтитель-

на простота описания поля, а не высокая точность его аппрокси-

мации, вполне достаточным является дипольное приближение. 

Для дипольной модели геомагнитного поля вектор напряжен-

ности дипольного поля в точке пространства с радиусом-вектором 

r  может быть представлен в виде 

   ,3
3 rrEE
E

E eekk
r

H 


  (1.27) 

где Ek  направление оси магнитного диполя Земли, примем для 

простоты, что Ek  совпадает с осью Земли, E  – величина магнит-

ного момента земного диполя, re  – единичный вектор по направ-

лению радиуса вектора r  орбиты. 

Орбиту наноспутника будем считать кеплеровским эллипсом 

с наклонением i , эксцентриситетом e  и радиусом-вектором r . 

Введём систему координат ZYXOE . Ось YOE  – совпадает с осью 

вращения Земли, а оси ZO E , XOE  лежат в плоскости экватора 

Земли, причем ось ZO E  направлена в восходящий узел орбиты 

спутника (рис. 1.6). Угол   – долгота восходящего узла,   – 
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долгота перицентра  , ν – истинная аномалия центра масс спутни-

ка O , u  – аргумент широты. 

Проекции вектора напряженности на оси системы ZYXOE  

для рассматриваемого случая можно представить в виде 

 
.cossinsin3

,sinsin31

,sincossin3

3

22
3

2
3

uui
r

Н

iu
r

Н

uii
r

Н

E
ZE

E
YE

E
XE












 (1.28) 

 
 

Рис. 1.6 
 

Определим матрицу перехода от СК ZYXOE  к орбитальной 

СК ZYOX  (первый поворот на угол i , второй на угол u ) 





















uiuiu

ii

uiuiu

E

cossinsincossin

0cossin

sinsincoscoscos

. (1.29) 
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Тогда, учитывая матрицу перехода от орбитальной СК ZYOX  

к связанной СК Oxyz  – матрицу C , переход от СК ZYXOE  к свя-

занной с наноспутником СК Oxyz  определяется матрицей: 

ECE H  . (1.30) 

Спроектируем магнитный момент (1.26) на оси связанной СК 

Oxyz . Учитывая, что ExEEE HHOxHkH  ),cos(
^

 , 

001

EzEyExE HHH

kji

kH  , 
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EzExmgz

EzEymgy

mgx

vHIHM

vHIHM

M

 (1.31) 

Данные проекции магнитного момента, возникающего в ре-

зультате взаимодействия геомагнитного поля с магнитным полем 

наноспутника, добавляются в правые части динамических уравне-

ний (1.3). 

 

1.8 Начальные условия углового движения наноспутника 
 

При отделении наноспутника от стабилизированной плат-

формы его начальная ориентация в пространстве определяется на-

правлением отделения, а начальные значения компонент угловой 

скорости определяются в основном погрешностью отделения от 

транспортно-пускового устройства. При запуске с платформы, со-
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вершающей неуправляемое движение, начальные значения компо-

нент угловой скорости наноспутника при этом зависят и от харак-

тера неуправляемого движения платформы. 

Исследовать движение относительно центра масс наноспут-

ника можно по полной системе нелинейных дифференциальных 

уравнений с переменными коэффициентами (динамические урав-

нения Эйлера (1.3) и кинематические соотношения (1.4)) с учётом 

действия внешних моментов, описанных в данной главе. Однако 

общее решение указанной системы получить не представляется 

возможным. При численном же интегрировании уравнений дви-

жения остаются скрытыми причины, обуславливающие тот или 

иной характер движения. Поэтому важен поиск приближенных 

аналитических или полуаналитических решений, позволяющих 

установить закономерности, свойственные движению наноспутни-

ка. Полную систему нелинейных дифференциальных уравнений 

целесообразно использовать для поверочных расчетов. 
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ГЛАВА 2. ПЛОСКОЕ УГЛОВОЕ ДВИЖЕНИЕ 

НАНОСПУТНИКА НА КРУГОВОЙ ОРБИТЕ  

ПОД ДЕЙСТВИЕМ ГРАВИТАЦИОННОГО  

И АЭРОДИНАМИЧЕСКОГО МОМЕНТОВ 

 

2.1 Математическая модель плоского углового движения 

 

Для проведения качественного анализа движения относитель-

но центра масс наноспутника, используется приближенная модель 

углового движения в плоскости круговой орбиты относительно 

траекторной системы координат. Модель описывает изменение 

угла атаки динамически симметричного наноспутника под дейст-

вием гравитационного момента и аэродинамического восстанавли-

вающего момента. Данную модель можно получить из кинемати-

ческих (1.4) и динамических уравнений Эйлера (1.3). Полагая в 

(1.4) ,0,0  м
  ,0,0   ,0,0    n , получим 

0 x , 0z ,  y . Дифференцируя последнее равенство по 

времени и учитывая второе уравнение системы (1.3), получим 

yy JM / . При этом гравитационный момент определяется по 

формуле 


 2sin)(
2

3
3 zxgy JJ

r
M . Аэродинамический момент 

определим для случая, когда центр масс лежит на продольной оси 

наноспутника (1.23). Для проведения анализа углового движения 

наноспутника, для случая, когда угловая скорость собственного 

вращения близка к равномерной, зависимость коэффициента вос-

станавливающего аэродинамического момента вычисленного от-

носительно центра масс (1.24), можно усреднить по углу собст-

венного вращения  : 
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)sin()sin(
4

)cos()( 0 





 


 xkcm s . (2.1) 

Для проведения приближенного анализа параметров движе-

ния, зависимость коэффициента восстанавливающего аэродинами-

ческого момента усреднённую по углу собственного вращения   

(2.1), с достаточной точностью можно аппроксимировать синусои-

дальной зависимостью по углу атаки: 

)sin()( 0  am , (2.2) 

где а0 – коэффициент аппроксимации синусоидальной зависимо-

стью по углу атаки коэффициента восстанавливающего аэродина-

мического момента, вычисленного относительно центра масс. 

Тогда, приближенная модель углового движения динамиче-

ски симметричного наноспутника в плоскости круговой орбиты 

относительно траекторной системы координат, которая описывает 

изменение угла атаки под действием гравитационного момента и 

аэродинамического восстанавливающего момента имеет вид: 

02sin)(sin)(  НcНa . (2.3) 

где nJHSlqaHa /)()( 0  – коэффициент, обусловленный аэроди-

намическим восстанавливающим моментом; nJ  – поперечный мо-

мент инерции наноспутника ( nzy JJJ  ); )(Hc

)2/())()((3 2
nxn JHJJ   – коэффициент, обусловленный действи-

ем гравитационного момента; 3
3 )/()( HRH   – угловая ско-

рость движения центра масс наноспутника по орбите. 

Считая, что угол снижения наноспутника, движущегося  

по почти круговой орбите, мал и меняется медленно, изменение 

высоты по времени можно определить по приближённой формуле 

[12] 
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g

qV
H x

2 , (2.4) 

где  23 / rRgg o ; 0g  – ускорение свободного падения на поверх-

ности Земли. 

Для наноспутников, имеющих форму прямоугольного парал-

лелепипеда, баллистический коэффициент зависит от пространст-

венного угла атаки и угла собственного вращения и определяется 

по формуле: 

mSkc nsnnx /|))cos||sin(|sin|cos(|),( 0   . (2.5) 

Для проведения анализа углового движения наноспутника, 

для случая, когда угловая скорость собственного вращения близка 

к равномерной, выражение для баллистического коэффициента 

можно усреднить по углу собственного вращения: 

mS
k

c n
s

nnx /)sin
4

|cos(|)( 0 


 , (2.6) 

при этом для плоского углового движения ( n ):  

mS
k

c s
x /)sin

4
|cos(|)( 0 


 . 

 

2.2 Фазовые портреты 
 

Для выяснения общих свойств системы (2.3) воспользуемся 

методом фазовой плоскости. Изменение высоты круговой орбиты 

вследствие сопротивления атмосферы происходит очень медленно, 

и при рассмотрении углового движения наноспутника на одном 

или нескольких витках можно принять constH  . В этом случае 

для системы (2.3) имеет место интеграл энергии: 

0
22 coscos2/ Eca   , (2.7) 



где 
2

coscos
2
0

0
2

00





caE  – определяется через начальные 

условия. 

Характер движения наноспутника определяется соотношен

ем величин a , c  и 0E . Имеют место три вида фазовых портретов.

1. ||2|| ca  . Фазовый портрет аналогичен колебательной сист

ме маятникового типа и для случая 0a  изображен на рис.

0a  фазовая картина сдвинута по оси   на величину 

случае наноспутник имеет два положения равновесия по углу атаки 

устойчивое при  n20  ...),2,10( n  и неустойчивое при 

 n2  ...),2,10( n . Вращательному движению наноспу

ника соответствует условие: caE 0  (фазовая траектория 

колебательному движению относительно устойчивого положения 

равновесия  n20  ...),2,10( n  соответствует условие: 

caEca  0  (фазовая траектория 2). Области возможных 

движений разделены сепаратрисой – фазовая траектория 

Рис. 2.1. Фазовый портрет: ca 2||   
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определяется через начальные 

Характер движения наноспутника определяется соотношени-

. Имеют место три вида фазовых портретов. 

. Фазовый портрет аналогичен колебательной систе-

изображен на рис. 2.1 (при 

на величину  ). В этом 

случае наноспутник имеет два положения равновесия по углу атаки – 

и неустойчивое при 

. Вращательному движению наноспут-

(фазовая траектория 1), 

колебательному движению относительно устойчивого положения 

соответствует условие: 

). Области возможных 

фазовая траектория 3. 
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2. 0|,|5,0  cac . Фазовый портрет для случая 0a  изо-

бражен на рис. 2.2 (при 0a  фазовая картина сдвинута по оси   

на величину  ). При таком соотношении имеют место четыре об-

ласти движения наноспутника: вращательная область и три коле-

бательные области. Наноспутник имеет четыре положения равно-

весия по углу атаки:  nca 2)/5,0arccos(  ...),2,10( n , 

 n20  ...),2,10( n ,  n2  ...),2,10( n .  

 

Рис. 2.2. Фазовый портрет: 0|,|5,0  cac  

 

Вращательному движению наноспутника соответствует усло-

вие: caE 0  – фазовая траектория 1, колебательному движе-

нию относительно положения равновесия  n20  

...),2,10( n  при 0a  или  n2  ...),2,10( n  при 

0a  соответствует условие: caEca  0  – фазовая траек-

тория 2, колебательному движению относительно положения рав-

новесия   соответствует условие: caEca  0
2 )4/(  – фазо-
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вая траектория 3. Области возможных движений разделены сепа-

ратрисами (на рис. 2.2 это фазовые траектории 4 и 5). 

3. 0|,|5,0  cac . При таком соотношении имеют место три 

области движения наноспутника: вращательная область и две ко-

лебательные области (рис. 2.3). Наноспутник имеет четыре поло-

жения равновесия по углу атаки:  nca 2)/5,0arccos(  

...),2,10( n ,  n20  ...),2,10( n ,  n2  

...),2,10( n .  

 

Рис. 2.3. Фазовый портрет: 0|,|5,0  cac  

Вращательному движению наноспутника соответствует условие: 

)4/(2
0 caE   – фазовая траектория 1, колебательному движению 

относительно положения равновесия  n20  ...),2,10( n  

соответствует условие: )4/(2
0 caEca   – фазовая траектория 2, 

колебательному движению относительно положения равновесия 
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 n2  ...),2,10( n  соответствует условие: 

)4/(2
0 caEca   – фазовая траектория 3. Области возможных 

движений разделены сепаратрисой – фазовая траектория 4. 

 

2.3 Переходные режимы движения 
 

С ростом плотности атмосферы при снижении высоты полёта 

коэффициент, обусловленный аэродинамическим восстанавли-

вающим моментом a , значительно возрастает, в то время как ко-

эффициент, обусловленный действием гравитационного момента 

c , практически не меняется. Если движение начинается в фазовом 

портрете, изображенном на рис. 2.2 (выполняется условие: 

0|,|5,0  cac ) или 3 (выполняется условие: 0|,|5,0  cac ), то 

в процессе снижения высоты полёта происходит смена вида фазо-

вого портрета на портрет, изображенный на рис. 2.1. Высота сме-

ны фазового портрета определяется из уравнения  
2

0 ))(()(3)( HJJHSlqa xn   , (2.8) 

которое соответствует условие ca 2||  . 

Также при снижении наноспутника происходит изменение 

характера фазовых траекторий, в результате которой они могут 

пересекать сепаратрисы, попадая в различные области фазового 

портрета, что сопровождается качественными изменениями харак-

тера движения: вращательное движение переходит в колебатель-

ное, колебательное движение скачкообразно переходит в колеба-

тельное движение с другими амплитудными характеристиками. 

Для описания движения системы с медленно меняющимися 

параметрами (2.3) будем использовать интеграл действия, запи-

санный в форме 
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max

min

dIg   , (2.9) 

где   определяется из (2.7); min  max  – амплитудные значения 

угла атаки (определяются из (2.7) при 0 , при вращении 

min , max ). 

Для системы (2.3) с медленной меняющимися параметрами 

)(Ha  и )(Hс  равенство constgI  справедливо для большинства 

начальных условий с точностью )ln( O  на временах порядка  

/1 , где   – малый параметр, характеризующий скорость измене-

ния параметра [13]. 

Вычисляя интеграл действия на сепаратрисе и приравнивая 

значению интеграла действия вычисленного по начальным усло-

виям движения, можно определить моменты смены характера 

движения. Так, например, если в начальный момент наноспутник 

совершал вращательное движение, то высота полёта H* в момент, 

соответствующий переходу вращательного движения в колеба-

тельное, определяется из решения трансцендентных уравнений 

[14]: 

при ||5,0 ac   или ca 2||  , 0,0  ca  

)]u/)1u+ln((11[)(24 *0   uuHcI g , (2.10) 

при ||2|| сa  , 0,0  ca  

)])11/(uarctg(1[)(24 *0   uuHcIg , (2.11) 

при ||5,0|| ac  , 0,0  ca  

])cos-5,0([sin)(24 *0   HcI g , (2.12) 
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где |)(/)(5,0| ** HcHau  ; 5,0arccos(* a







max

min

0 dIg   – интеграл действия, вычисленный по начальным 

условиям движения. Если в начальный момент наноспутник с

вершал колебательное движение относительно положения равн

весия * , то высота полета *H , соответствующая моменту пер

хода в колебания относительно положения равновесия 

ределяется из решения трансцендентного уравнения: 

])cos-5,0([sin)(24 *0   HcIg . 

На рис. 2.4 показана зависимость высоты перехода 

щательного движения наноспутника ( 2м01,0S

м055,0x , 5,10 a , 2мкг0033,0 хJ , 012,0nJ

колебательное от величины начальной угловой скорости 

различных значений начального угла атаки 0  (начальная высота 

полёта 0H = 330 км). 

Рис. 2.4. Высота полета, соответствующая переходу вращательного 

движения наноспутника в колебательное движение

)(/)( ** HcHa ;

интеграл действия, вычисленный по начальным 

условиям движения. Если в начальный момент наноспутник со-

вершал колебательное движение относительно положения равно-

, соответствующая моменту пере-

хода в колебания относительно положения равновесия 0 , оп-

 

 (2.13) 

показана зависимость высоты перехода *H  вра-

2 , м3,0l , 

2мкг012  ) в 

от величины начальной угловой скорости 0  для 

(начальная высота 

 

. Высота полета, соответствующая переходу вращательного  

движения наноспутника в колебательное движение 
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2.4 Законы распределения максимального угла атаки 

 

При отделении наноспутника от транспортно пускового уст-

ройства реализация величины максимального угла атаки носит 

случайный характер. Максимальное значение угла атаки нанос-

путника, помимо величин аэродинамического и гравитационного 

моментов, определяется начальным значением угла атаки 0  и 

начальным значением угловой скорости 0 . 

Величину максимального угла атаки наноспутника при коле-

баниях можно найти из интеграла энергии (2.7) при 0 :  

cc

a

c

a

c

a

2
coscos

22
cos

2
0

0
2

0

2

max








 


, (2.14) 

Полагается, что из величин, входящих в (2.14), наибольший 

разброс значений имеет величина угловой скорости 0 , разброса-

ми других величин пренебрегается. 

Пусть величина 0  имеет распределение Рэлея 

,
2

exp)(
2

2
0

2
0

0 




















f  (2.15) 

где 0  – масштабный параметр распределения 

Тогда, вычисляя распределение функции max  (2.14) по рас-

пределению аргумента 0  (2.15) в соответствии с [15], получим 

аналитические выражения для плотности распределения и функ-

ции распределения максимального угла атаки [7]:  





















2
0

2
max

2
0max

2
maxmax

max

)cos(cos)cos(cos
exp

2sinsin
)(

ca

ca
f

,  (2.16) 
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2

0
2

max
2

0max
max

)cos(cos)cos(cos
exp1)(

ca
F . (2.17) 

Пусть величина 0  распределена по равномерному закону в 

диапазоне ],0[ max0 : 

 

 












max00

max00
max00

,0,0

,0,
1

)(




f . (2.18) 

Тогда, вычисляя распределение функции max  (2.14) по рас-

пределению аргумента 0  (2.18) получим аналитические выраже-

ния для плотности распределения и функции распределения мак-

симального угла атаки: 

)cos(cos2)cos(cos2

2sinsin
)(

0
2

max
2

0maxmax0

maxmax
max






ca

ca
f


, (2.19) 

max0

0
2

max
2

0max
max

)cos(cos2)cos(cos2
)(







ca
F .  (2.20) 

Если движение происходит в соответствии с фазовым портре-

том, изображённом на рис. 2.1 (выполняется условие: ca 2||  ), то 

максимальный угол атаки при колебаниях может принимать зна-

чения из диапазона ),( 0  . В этом случае вероятность реализации 

колебаний относительно положений равновесия 0  равна 

)(0  FP , (2.21) 

а вероятность реализации вращения равна  

)(1  FPr . (2.22) 

Если движение происходит в соответствии с фазовым портре-

том, изображённом на рис. 2.2 (выполняется условие: 

0|,|5,0  cac ), то максимальный угол атаки при колебаниях 
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может принимать значения из диапазонов: ),( mm , если 0  

и ),( 0  , если 0 , где  )cos(/arccos 0 camm  – мини-

мально возможное значение максимального угла атаки при коле-

баниях относительно положения равновесия   (рис. 2.2). Веро-

ятность реализации колебаний относительно положения равнове-

сия   равна 









m

mmF
P

0

0

,0

),(
, (2.23) 

где  1/arccos  cam  – максимально возможное значение мак-

симального угла атаки при колебаниях относительно положения 

равновесия   (рис. 2.2). Вероятность реализации колебаний от-

носительно положений равновесия 0  равна 

)()(0 mFFP  . (2.24) 

Вероятность реализации вращения равна 

)(1  FPr  . (2.25) 

Если движение происходит в соответствии с фазовым портре-

том, изображённом на рис. 2.3 (выполняется условие: 

0|,|5,0  cac ), то максимальный угол атаки при колебаниях 

может принимать значения из диапазонов: ),( 0  , если 0  

и ),( 0 , если 0  (рис. 2.3). Вероятность реализации коле-

баний равна 

)(  FPos , (2.26) 

Вероятность реализации вращения равна 

)(1  FPr . (2.27) 

На рис. 2.5 и 2.6 приведены графики плотности распределения 

(рис. 2.5) и функции распределения (рис. 2.6) максимального угла 



 
44 

атаки наноспутника CubSat 3U ( 201,0 мS 

2005,0 мкгJ х  , 2025,0 мкгJn  , мx 055,0 ) при полёте на 

высоте км380H  (атмосфера стандартная [3], выполняется условие

ca 2||  ) и начальном значением угла атаки град100 

когда величина начальной угловой скорости имеет распределение 

Рэлея. 

Рис. 2.5 

 

Рис. 2.6 

, мl 3,0 , 

) при полёте на 

, выполняется условие

град  для случая, 

когда величина начальной угловой скорости имеет распределение 
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На рис. 2.7 и 2.8 приведены графики плотности распределе-

ния (рис. 2.7) и функции распределения (рис. 2.8) максимального 

угла атаки наноспутника CubSat 3U при полёте на высоте 

км380H  (атмосфера стандартная [3], выполняется условие

ca 2||  ) и начальном значением угла атаки град100   для слу-

чая, когда величина начальной угловой скорости распределена по 

равномерному закону. 

 

Рис. 2.7 

 

Рис. 2.8 
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2.5 Качественный анализ движения относительно  

центра масс неуправляемого наноспутника 
 

Качественный анализ движения относительно центра масс 

неуправляемого наноспутника проводится на этапе выбора облика 

наноспутника с целью оценки возможности выполнения задач 

миссии, связанных с его ориентацией и стабилизацией. 

Исходными данными являются геометрические, массо-

центровочные, инерционные, аэродинамические характеристики, 

высота полёта, начальные условия углового движения наноспут-

ника. 

Для проведения качественного анализа движения относитель-

но центра масс наноспутника, используется приближенная модель 

углового движения в плоскости круговой орбиты относительно 

траекторной системы координат (2.3). Модель описывает измене-

ние угла атаки динамически симметричного наноспутника под 

действием гравитационного момента и аэродинамического восста-

навливающего момента. 

Качественный анализ движения относительно центра масс 

неуправляемого наноспутника под действием гравитационного и 

аэродинамического моментов состоит из следующих этапов: 

1. Устанавливается вид фазового портрета (рис. 2.1-2.3) по 

соотношению коэффициентов a  и c, определяемых исходными 

данными (геометрические, массо-центровочные, инерционные, 

аэродинамические характеристики, высота полёта наноспутника); 

2. Выявляется характер движения наноспутника (вращатель-

ное, колебательное относительно соответствующего положения 

равновесия) по соотношению величин a , c и 0E , определяемых 

исходными данными (геометрические, массо-центровочные, инер-
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ционные, аэродинамические характеристики, высота полёта, на-

чальные условия углового движения наноспутника); 

3. Вычисляется вероятность реализации колебательного и 

вращательного движений относительно центра масс наноспутника 

по формулам (2.21) – (2.27) в зависимости от начальных условий 

углового движения и закона распределения начальной угловой 

скорости; 

4. Вычисляется высота смены фазового портрета из уравнения 

(2.8), если движение начинается в фазовом портрете, изображен-

ном на рис. 2.2 (выполняется условие: 0|,|5,0  cac ) или 

рис. 2.3 (выполняется условие: 0|,|5,0  cac ); 

5. Вычисляется высота изменения характера движения нанос-

путника относительно центра масс (переход вращательного дви-

жения в колебательное движение, переход колебательного движе-

ния в колебательное движение с другими амплитудными характе-

ристиками) из уравнений (2.10) – (2.13) в зависимости от началь-

ного характера углового движения. 

  



 
48 

ГЛАВА 3. ПРОСТРАНСТВЕННОЕ ДВИЖЕНИЕ  

ОТНОСИТЕЛЬНО ЦЕНТРА МАСС НАНОСПУТНИКА 

 

3.1 Отделение наноспутника от стабилизированной  

вращением платформы. Закон распределения начального  

значения угла атаки 

 

При отделении наноспутника от стабилизированной плат-

формы начальные значения компонент угловой скорости опреде-

ляются в основном погрешностью отделения от транспортно-

пускового контейнера. При запуске с платформы, совершающей 

неуправляемое движение, начальные значения компонент угловой 

скорости наноспутника при этом зависят и от характера неуправ-

ляемого движения платформы. 

Рассмотрим случай запуска наноспутника со стабилизирован-

ной вращением платформы. Примером может служить запуск на-

носпутника с орбитальной ступени РН «Союз», совершающей не-

управляемое движение после отделения основной полезной на-

грузки на низкой околокруговой орбите, используемой для выве-

дения грузовых космических аппаратов типа «Прогресс» с макси-

мальной высотой орбиты 245 км и минимальной высотой – 193 км. 

Орбитальная ступень после отделения полезной нагрузки приоб-

ретает некоторую закрутку вокруг продольной оси [16]. 

По штатной циклограмме работы РН «Союз» через 0,7 с после 

отделения основной полезной нагрузки от верхней ступени вклю-

чается реактивное сопло, создающее дополнительную силу, закру-

чивающую и уводящую верхнюю ступень от основной полезной 

нагрузки. Рассмотрим случай, когда с целью отделения наноспут-

ника происходит задержка включения реактивного сопла, обеспе-



чивающая безопасность относительного движения верхней ступ

ни, основной полезной нагрузки и наноспутника. Задержка отд

ления наноспутника от ступени после отделения полезной нагру

ки dt  составляет 10-20 с [6]. Вращательное движение верхней 

ступени представляет собой регулярную прецессию, при которой 

продольная ось ступени, проходящая через центр масс, описывает 

круговой конус относительно неизменного в пространстве напра

ления вектора кинетического момента K  (угол полураствора к

нуса k ) [5]. Движение оси симметрии вокруг вектора кинетич

ского момента K  происходит с постоянной угловой скоростью 

прецессии  . Одновременно ступень вращается с постоянной у

ловой скоростью собственного вращения   вокруг оси симме

рии (рис. 3.1).  

 

 

Рис. 3.1. Начальные условия углового движения наноспутника
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чивающая безопасность относительного движения верхней ступе-

ни, основной полезной нагрузки и наноспутника. Задержка отде-

ления наноспутника от ступени после отделения полезной нагруз-

. Вращательное движение верхней 

ступени представляет собой регулярную прецессию, при которой 

продольная ось ступени, проходящая через центр масс, описывает 

круговой конус относительно неизменного в пространстве направ-

(угол полураствора ко-

. Движение оси симметрии вокруг вектора кинетиче-

происходит с постоянной угловой скоростью 

Одновременно ступень вращается с постоянной уг-

вокруг оси симмет-

 

наноспутника 
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Полагая, что в момент отделения полезной нагрузки продоль-

ная ось ступени совпадает с направлением её скорости центра 

масс, пространственный угол атаки 0  (угол между продольной 

осью ступени и вектором скорости) в момент отделения наноспут-

ника (рис. 3.1) можно определить по формуле [6] 

)cossinarccos(cos 0
22

0  kk , (3.1) 

где KK xk /cos  ; os
nJK / ; dt 0  – угол прецессии в мо-

ментотделения наноспутника; 22
nx KKK   – модуль кинетиче-

ского момента ступени; os
x

os
xx JK  , os

n
os
nn JK   – продольная и 

поперечная составляющие кинетического момента; os
xJ  – про-

дольный момент инерции ступени, os
n

os
z

os
y JJJ   – поперечный 

момент инерции ступени; os
x , 22 )()( os

z
os
y

os
n   – продоль-

ная и поперечная составляющие угловой скорости ступени. 

Для малых значений угла 0 , полагая, что 2/1cos 2
00  , 

на основании соотношения (3.1) можно получить: 

d
os
n t0  . (3.2) 

Учитывая, что компоненты поперечной угловой скорости 

ступени независимы и распределены по нормальному закону с 

дисперсиями 22
os
z

os
y 

  и нулевым математическим ожиданием 

[16], величина 0 , определяемая соотношением (3.2), имеет рас-

пределение Рэлея. Выражения для плотности распределения и 

функции распределения имеют вид [6]: 
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 . (3.4) 

На рис. 3.2 показаны графики для эмпирической модели 

функции распределения угла 0  (ступенчатая кривая) и получен-

ной аналитической модели (3.4). Эмпирическая функция получена 

путем обработки выборки реализаций (10000 численных экспери-

ментов), сформированной по соотношению (3.1) с учетом распре-

делений угла k  и угловой скоростью прецессии  , приведен-

ных в [5], и времени задержки отделения наноспутника от ступени 

после отделения полезной нагрузки  td =20 с.  

 

 

 

Рис. 3.2. Функция распределения угла атаки в момент  

отделения наноспутника 
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Среднее значение и среднеквадратичное отклонение угла ,0  

полученные в результате статистического моделирования равны: 

0 =20,9 град, 
0 =10,8 град. При этом математическое ожидание 

и среднеквадратичное отклонение этих величин, вычисленные с 

использованием выражения (3.4), равны 0 =20,9 град,  

0 =10,9 град. 

Как видно из приведённых результатов, значения статистиче-

ских характеристик, полученные в результате статистического мо-

делирования и вычисленные с использованием соотношений (3.3)-

(3.4), практически совпадают. 

На рис. 3.3 показано изменение функции распределения угла 

атаки в момент отделения наноспутника 0  в зависимости от вре-

мени задержки отделения наноспутника от ступени после отделе-

ния полезной нагрузки. 

 

 

Рис 3.3. Функция распределения угла атаки в момент отделения нанос-

путникав зависимости от времени задержки отделения его от ступени:  

1 – td = 20 c, 2 – td  = 15 c, 3 – td = 10 c 
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3.2 Регулярная прецессия наноспутника.  

Законы распределения угла полураствора конуса прецессии  

и скорости прецессии 
 

Рассмотрим случай отделения наноспутника от закрученной 

ступени. В результате наноспутник получает некоторый импульс и 

приобретает начальный кинетический момент. В случае, когда за-

пас статической устойчивости наноспутника достаточно мал и 

можно пренебречь влиянием аэродинамического момента и других 

внешних моментов, его вращательное движение (как динамически 

симметричного твердого тела) после отделения от носителя пред-

ставляет собой регулярную прецессию, при которой продольная 

ось, проходящая через центр масс, описывает круговой конус от-

носительно неизменного в пространстве направления вектора ки-

нетического момента 0K  (угол полураствора этого конуса 

 2/,0  k ). Движение оси симметрии вокруг вектора кинетиче-

ского момента 0K  происходит с постоянной угловой скоростью 

прецессии  . Одновременно наноспутник вращается с постоян-

ной угловой скоростью собственного вращения   вокруг про-

дольной оси симметрии (рис. 3.4). 

Значения угла полураствора конуса прецессии k , скорости 

прецессии   и скорости собственного вращения   определяются 

по формулам [10] 

)/arctan( 00 xnk KK , (3.5) 

nJ

K0 , (3.6) 

0x
n

xn

J

JJ



 , (3.7) 
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где 2
0

2
00 nx KKK   – модуль кинетического момента; 

00 xxx JK  , 00 nnn JK   – продольная и поперечная составляющие 

кинетического момента; xJ  – продольный момент инерции нанос-

путника, nzy JJJ  – поперечный момент инерции наноспутника; 

0x , 2
0

2
00 )()( zyn   – продольная и поперечная состав-

ляющие угловой скорости.  
 

 

Рис. 3.4. Регулярная прецессия наноспутника 
 

Предположим, что компоненты поперечной составляющей 

угловой скорости независимы и распределены по нормальному 

закону с нулевыми математическими ожиданиями и дисперсиями, 

равными 222  zy . Разбросом величины продольной угловой 

скоростибудем пренебрегать. Тогда, вычисляя распределение 

функции по распределению аргумента [15], получим аналитиче-
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ские выражения для плотности и функции распределения угла по-

лураствора конуса прецессии [6]: 
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и плотности и функции распределения угловой скорости прецес-

сии 
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Для определения статистических характеристик распределе-

ния случайных величин, входящих в модель прецессионного дви-

жения, – угла полураствора конуса прецессии k , скорости пре-

цессии  , скорости собственного вращения   – было проведено 

статистическое моделирование по соотношениям (3.5-3.11). При-

нималось, что угловая скорость наноспутника в момент отделения 

складывается из угловой скорости ступени и угловой скорости, 

вызванной погрешностью системы отделения наноспутника. В со-

ответствии с [13] компоненты поперечной угловой скорости сту-

пени независимые и распределены по нормальному закону со 

среднеквадратичными отклонениями 833,0
 os

z
os
y

 град/с и 

нулевыми математическими ожиданиями, а продольная угловая 

скорость ступени распределена по нормальному закону со средне-
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квадратичным отклонением 1,0
os

x
 град/с и математическим 

ожиданием равным 2,5 град/с. Принималось, что компоненты со-

ставляющей угловой скорости наноспутника за счет системы его 

отделения независимые и распределены по нормальному закону со 

среднеквадратичными отклонениями 1
 ns

z
ns
y

 град/с, 

2,0
 ns

x
 град/с и нулевыми математическими ожиданиями. 

Объём сформированной выборки реализаций составил 10000 чис-

ленных экспериментов. При этом продольный и поперечный мо-

менты инерции наноспутника моделировались как случайные ве-

личины с равномерными законами распределения на предельных 

интервалах изменения их величин 15 %.  

На рис. 3.5 показаны графики для эмпирической модели 

функции распределения угла полураствора конуса прецессии на-

носпутника k  (ступенчатая кривая) и полученной аналитической 

модели (9), где величины продольного и поперечного моментов 

инерции принимались равными их средним значениям. 

На рис. 3.6 показаны графики для эмпирической модели 

функции распределения скорости прецессии   (ступенчатая кри-

вая) и полученной аналитической модели (3.11), где величины 

продольного и поперечного моментов инерции принимались рав-

ными их средним значениям. 

В табл. 3.1 приведены средние значения и среднеквадратиче-

ские отклонения угла полураствора конуса прецессии k , скоро-

сти прецессии  , скорости собственного вращения  , получен-

ные в результате статистического моделирования, и математиче-

ские ожидания и среднеквадратичные отклонения этих величин, 

вычисленные с использованием выражений (3.8)-(3.11). 
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Рис.3.5. Функция распределения угла полураствора конуса  

прецессии наноспутника 

 

 

 
 

Рис. 3.6. Функция распределения скорости  

прецессии наноспутника 
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Таблица 3.1 Статистические характеристики распределения  

 

 

 

Угол полурас-
твора конуса 

прецессии, град 

Скорость 
прецессии, 

град/с 

Скорость собст-
венного враще-

ния, град/с 

k   
k              

Статистическое 

моделирование 
53,6 15,5 1,98 0,71 1,50 0,18 

С использовани-

ем формул (6)-(7) 
53,5 15,3 1,97 0,71 1,50 0 

 

Как видно из приведённых результатов, значения статистиче-

ских характеристики, полученных в результате статистического 

моделирования и вычисленных с использованием соотношений 

(3.8)-(3.11), практически совпадают. Это подтверждает допусти-

мость сделанных предположений и возможность использования 

полученных аналитических законов распределения (8)-(11) для 

анализа углового движения наноспутника. На рис. 3.7, 3.8 показа-

ны изменения функции распределения угла полураствора конуса 

прецессии наноспутника k  и скорости прецессии   в зависимо-

сти от величин среднеквадратичных отклонений составляющих 

поперечной угловой скорости за счет системы отделения нанос-

путника: кривая 1 для 1
 ns

z
ns
y

 град/с, кривая 2 для 

667,0
 ns

z
ns
y

 град/с, кривая 3 333,0
 ns

z
ns
y

град/с, кривая 4 характеризует изменение функции распределения 

для случая идеального срабатывания системы отделения (отсутст-

вуют дополнительные погрешности в начальной угловой скоро-

сти). 
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Рис 3.7. Функция распределения угла полураствора  

конуса прецессии наноспутника 

 

 

 

 
 

Рис 3.8. Функция распределения скорости  

прецессии наноспутника 
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3.3 Пространственное движение аэродинамически 

стабилизированного наноспутника относительно центра масс
 

Рассмотрим пространственное движение относительно центра 

масс динамически симметричного наноспутника формата CubeSat

на низких круговых орбитах, где аэродинамический момент явл

ется преобладающим. Его влияние на движение относительно це

тра масс проявляется в следующем. Аэродинамический момент 

стремится совместить продольную ось наноспутника

нием набегающего потока. Однако этому движению противоде

ствуют гироскопические силы, вызывающие вынужденную пр

цессию вектора кинетического момента относительно вектора ск

рости центра масс. Вектор кинетического момента отклоняется

ту сторону, куда направлен вектор аэродинамического момента.

Прецессию продольной оси спутника относительно вектора скор

сти центра масс V  на промежутке времени, равном периоду по

ного оборота, противоположную по направлению данному

принято называть «обратной» прецессией, а совпадающую с н

правлением вектора скорости центра масс V  – «прямой

сией [17] (рис. 3.9). 

 
a б 

Рис. 3.9. Траектория продольной оси наноспутника на единичной сфере 

относительно скоростной системы координат: 

a – «обратная» прецессия, б – «прямая» прецессия

Пространственное движение аэродинамически  

стабилизированного наноспутника относительно центра масс 

относительно центра 

формата CubeSat 

на низких круговых орбитах, где аэродинамический момент явля-

Его влияние на движение относительно цен-

тра масс проявляется в следующем. Аэродинамический момент 

наноспутника с направле-

нием набегающего потока. Однако этому движению противодей-

ствуют гироскопические силы, вызывающие вынужденную пре-

цессию вектора кинетического момента относительно вектора ско-

рости центра масс. Вектор кинетического момента отклоняется в 

ту сторону, куда направлен вектор аэродинамического момента. 

Прецессию продольной оси спутника относительно вектора скоро-

на промежутке времени, равном периоду пол-

ного оборота, противоположную по направлению данному вектору 

прецессией, а совпадающую с на-

прямой» прецес-

 

3.9. Траектория продольной оси наноспутника на единичной сфере 

относительно скоростной системы координат:  

прецессия 
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Следует отметить возможность возникновения резонансных 

режимов движения у наноспутников, совершающих полёт на низ-

ких орбитах. Для наноспутников стандарта CubeSat, имеющих 

форму прямоугольного параллелепипеда, аэродинамический мо-

мент зависит от пространственного угла атаки и угла собственного 

вращения (1.23), а это создаёт предпосылки возникновения резо-

нанса, который проявляется в резком изменении амплитуды коле-

баний по углу атаки, когда целочисленная комбинация частоты 

колебаний пространственного угла атаки и средней частоты собст-

венного вращения оказывается близкой к нулю [1]. 

Рассмотрим два случая пространственного движения относи-

тельно центра масс аэродинамически стабилизированного нанос-

путника. Первый – нерезонансный случай движения, когда приве-

дённые выше условия возникновения резонансного движения не 

выполняются. Второй – резонансный случай движения, когда ус-

ловия возникновения резонансного движения выполняются.  
 

3.3.1 Нерезонансный случай движения аэродинамически  

стабилизированного наноспутника 
 

Для проведения приближенного анализа углового движения 

наноспутника в нерезонансном случае, полагая, что угловая ско-

рость собственного вращения близка к равномерной, зависимость 

коэффициента восстанавливающего аэродинамического момента 

вычисленного относительно центра масс (1.24), можно усреднить 

по углу собственного вращения (2.1) и с достаточной точностью 

можно аппроксимировать синусоидальной зависимостью по углу 

атаки (2.2). Тогда, пренебрегая влиянием гравитационного момен-

та и орбитальной угловой скоростью, изменение пространственно-

го угла атаки динамически симметричного наноспутника можно 

описать следующим уравнением [18]: 
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0sin)(sin/)cos)(cos( 3  HaGRRG , (3.12) 

где const xxJR , constsin)sincos(cos  zyRG  

– проекции вектора кинетического момента на продольную ось 

наноспутника и на направление скорости центра масс, отнесённые 

к поперечному моменту инерции, соответственно; zyx  ,,  – 

проекции вектора угловой скорости на оси связанной системы ко-

ординат; n/ JJJ xx  .  

При выполнении условия GR   реализуется «обратная» пре-

цессия, при RG   – «прямая» прецессия (рис. 3.9). 

При рассмотрении углового движения наноспутника можно 

принять constH . В этом случае для системы (3.12) выполняется 

интеграл энергии: 

EaRGGR  cos)sin2/()cos2(2/ 2222 , (3.13) 

Значение E определяется через начальные условия, при этом 

000 sincos  zy . 

Максимальное значение угла атаки определяется из уравнения  

0cos)sin2/()cos2( maxmax
2

max
22  EaRGGR , (3.14) 

которое следует из интеграла энергии (3.13) при 0 . 

Для определения функции распределения максимального угла 

атаки наноспутника в случае пространственного движения было 

проведено статистическое моделирование (10000 численных экс-

периментов) по соотношению (3.14). Предполагалось, что началь-

ное значение угла собственного вращения распределено равно-

мерно в диапазоне  ,0  и в начальный момент времени продоль-

ная ось наноспутника направлена по вектору скорости центра масс 

( 00  ), начальная высота 0H  = 300 км. Рассматривались два ва-

рианта распределения компонент начальной угловой скорости на-

носпутника. Первый – компоненты начальной угловой скорости 
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наноспутника независимы и распределены по нормальному закону 

с нулевыми математическими ожиданиями (величина поперечной 

угловой скорости имеет распределение Рэлея). Второй – величина 

поперечной угловой скорости и величина продольной угловой 

скорости независимы и имеют равномерное распределение. 

На рис. 3.10 показано изменение функции распределения 

максимального угла атаки наноспутника в зависимости от величин 

среднеквадратичных отклонений компонент начальной угловой 

скорости после его трансформации (компоненты начальной угло-

вой скорости распределены по нормальному закону):  

кривая 1 соответствует 5,033   zy
 град/с, 1,03 x

 град/с;  

кривая 2 – 0,133   zy
 град/с, 2,03 x

 град/с;  

кривая 3 – 0,133   zy
 град/с, 3,03 x

 град/с;  

кривая 4 – 0,233   zy
 град/с, 4,03 x

 град/с;  

кривая 5 – 5,233   zy
 град/с, 5,03 x

 град/с. 

 

Рис. 3.10. Функция распределения максимального угла атаки  

(компоненты начальной угловой скорости распределены  

по нормальному закону) 
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На рис. 3.11 показано изменение функции распределения 

максимального угла атаки наноспутника в зависимости от величи-

ны диапазона возможных значений компонент начальной угловой 

скорости (поперечная и продольная угловые скорости распределе-

ны по равномерному закону): 

кривая 1 для n  [0; 0,5] град/с, x  [0; 0,1] град/с;  

кривая 2 для n  [0; 1,0] град/с, x  [0; 0,2] град/с;  

кривая 3 для n  [0; 1,5] град/с, x  [0; 0,3] град/с;  

кривая 4 для n  [0; 2,0] град/с, x  [0; 0,4] град/с;  

кривая 5 для n  [0; 2,5] град/с, x  [0; 0,5] град/с. 

 

Рис. 3.11. Функция распределения максимального угла атаки  

(поперечная и продольная угловые скорости распределены  

по равномерному закону) 

 

При малых R и G (при малой разности R и G, малом началь-

ном значении угла атаки 0 ) соотношение (3.14) можно записать  

в виде 
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0cos max  Ea , (3.15) 

где 
2

cos
2
0

0





aE .  

Из (3.15) следует, что 
0

2
0

0max 2
coscos

a





. Это соответст-

вует плоскому случаю углового движения под действием аэроди-

намического момента. 

Выполнена оценка погрешности использования аналитиче-

ских функций распределения максимального угла атаки, которые 

получены для плоского углового движения – формулы (2.17) и 

(2.20) при c = 0, в случае пространственного движения. Оценива-

лось влияние начального угла атаки 0  и начальной продольной 

угловой скорости x . 

На рис. 3.12 и 3.13 для случая, когда компоненты начальной 

поперечной угловой скорости распределены по нормальному за-

кону 5,233   zy
 град/с, а начальный угол атаки 0 =1 град 

(рис. 3.12) и 0 =15 град (рис. 3.13), приведены графики аналити-

ческой функции распределения (2.17) (кривая 1) и графики функ-

ции распределения максимального угла атаки max , полученные в 

результате численного эксперимента по соотношению (3.14) (кри-

вая 2 для 5,03 x
 град/с, кривая 3 для 5,13 x

 град/с, кривая 

4 для 5,23 x
 град/с). 

Как следует из полученных результатов, при отделении на-

носпутника по вектору скорости центра масс (начальное значение 

угла атаки мало) и при незначительной закрутке относительно 

продольной оси, можно с достаточной точностью использовать 

аналитическую функцию распределения максимального угла ата-
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ки, полученную для случая плоского углового движения, и в слу-

чае пространственного движения. Аналогичный вывод можно сде-

лать и для случая, когда поперечная и продольная угловые скоро-

сти распределены по равномерному закону.  
 

 

Рис. 3.12. Функция распределения максимального угла атаки   

( 0 =1 град) 

 

 

Рис. 3.13. Функция распределения максимального угла атаки  

 ( 0 =15 град) 
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3.3.2 Резонансный случай движения аэродинамически 

стабилизированного наноспутника 
 

Резонансные режимы движения космических аппаратов в ат-

мосферной среде исследуются в работах [18-20]. В указанных ра-

ботах рассматриваются космические аппараты, предназначенные 

для неуправляемого спуска в атмосфере, которые, как правило, 

относятся к классу осесимметричных тел вращения. Однако  

из-за конструктивных особенностей, неточности изготовления, 

возникает малая инерционно-массовая и геометрическая асиммет-

рия, наличие которой и создаёт предпосылки возникновения резо-

нанса. 

Проанализируем возможность возникновения резонансных 

режимов движения при орбитальном полёте у наноспутников 

формата CubeSat, обусловленных форм-фактором прямоугольного 

параллелепипеда. Дело в том, что для наноспутника CubeSat, 

имеющего форму прямоугольного параллелепипеда, аэродинами-

ческий момент зависит от пространственного угла атаки и угла 

собственного вращения, а это создаёт предпосылки возникновения 

резонанса, который проявляется в резком изменении амплитуды 

колебаний по пространственному углу атаки, когда линейная це-

лочисленная комбинация частоты колебаний пространственного 

угла атаки и средней частоты собственного вращения оказывается 

близкой к нулю.  

Аэродинамическое угловое ускорение динамически симмет-

ричного наноспутника, учитывая выражение для аэродинамиче-

ского момента (1.23) представим в виде 

,sin|))cos||sin(|sin|cos)(|(),,( 0  skHmHM  (3.16) 

где nJHSlqcxHm /)()( 00  . 
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Для проведения анализа углового движения наноспутника в 

резонансном случае движения, полагая в выражении (3.16) 

21

|2sin|
1|cos||sin|




  (максимальная ошибка 0,015), можно 

представить его в виде двух слагаемых: первого – основного, зави-

сящего от пространственного угла атаки и высоты полёта и второ-

го слагаемого, зависящего от пространственного угла атаки, угла 

собственного вращения и высоты полёта, приписывая ему малый 

параметр  : 

,),,(),(),,( HHMHM    (3.17) 

где  

,sin)sin|cos)(|(),( 0  skHmHM  (3.18) 

.sin
21

|2sin|
)(),,( 2

0 



 skHmH  (3.19) 

Для проведения приближенного анализа углового движения 

наноспутников в резонансном случае движения зависимость (3.18) 

с достаточной точностью также можно аппроксимировать сину-

соидальной зависимостью по углу атаки 

,sin)(),( 0  nkmHmHM  (3.20) 

где nkm  = 1,27 при sk =1; nkm  = 2,12 при sk =2; nkm  = 2,97 

при sk =3. 

Учитывая представление аэродинамического углового уско-

рения наноспутника формата CubeSat в виде (3.17), угловое дви-

жение динамически симметричного наноспутника на низких кру-

говых орбитах относительно траекторной системы координат, 

пренебрегая орбитальной угловой скоростью, можно описать 

уравнениями в форме [19], а изменение высоты полёта наноспут-

ника уравнениям (2.4): 
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.),(sin/)cos)(cos(),(

,),,(/)()(),(2

,),(sin/cos)cos(/

,),,(),(

3

2

HMGRRGHF

HgHVHqH

HRGJR

HHF

Hx

x





















 (3.21) 

Для изучения резонансных режимов колебательной системы 

(3.21), в соответствии с процедурой, предложенной в [21], приве-

дём систему к форме, в которой содержатся медленно изменяю-

щиеся и быстрые переменные типа быстро вращающихся фаз. За-

меним первое уравнение системы (3.21) на два уравнения первого 

порядка для амплитуды max  и фазы )( 0tty  . Множитель   

выберем так, чтобы общее решение системы (3.21) при невозму-

щённом движении ( 0 ) было 2 -периодической функцией y . В 

результате приходим к системе уравнений следующего вида: 

),,,( maxmax max
Hy   , ),,,(),( maxmax HyYHy  ,  

),,( max Hy   , ),,,( max HyH H  . (3.22) 

Здесь  
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),(

2
),(

max
max HT

H



  – частота собственных колебаний систе-

мы (3.21) при 0 , 







max

min

2),( max 

d
HT  – период колебаний, 

max , min  – максимальный и минимальный углы атаки. 

Введём в рассмотрение среднюю частоту собственного вра-

щения [19] 




 



2

0

maxmax ),,(
2

1
),( dyHyH  . (3.23) 

Тогда уравнение для угла собственного вращения можно 

представить в виде 

),,(),( maxmax HyLH  , (3.24) 

где ),(),,(),,( maxmaxmax HHyHyL   . 

С учётом соотношения (3.24) система уравнений (3.22) преоб-

разуется к системе с двумя вращающимися фазами 

.),,,(,),,(),(

),,,(),(,),,,(

maxmaxmax

maxmaxmaxmax max

HyHHyLH

HyYHyHy

H 

 




 (3.25) 

В возмущенном движении резонансы проявляются, когда це-

лочисленная комбинация частоты колебаний пространственного 

угла атаки и средней частоты собственного вращения оказывается 

близкой к нулю [22] 

,)( Opn  (3.26) 

где pn,  – целые взаимно простые числа. 

Резонансные соотношения частот можно получить при вы-

числении средней мощности, вносимую в систему возбуждающим 

моментом за время Т [22],  
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Tt

t

dtH
T

0

0

),,(
1

 . (3.27) 

В случае невозмущенного движения constН  ,0  и, когда 

аэродинамическое угловое ускорение является синусоидальной 
функцией угла атаки (3.20), решение для пространственного угла 
атаки имеет вид [23] 

,,cos 2 xkK
yK

Acn 



 


  (3.28) 

где )(ucn – эллиптический косинус, maxcos x , )( 0tty  , 

,/ K  ,2 xxA   )(kK  – полный эллиптический интеграл 

первого рода,  2/Ak  – модуль эллиптических  

функций ,0  nkmm  ,)1/()(cos 2
min2 xbxax   

,)]1/()[()1/()(21 222 xbxaxbax   

)4/()( 0
22

nkmmGRa  , ))2/(( 0 nkmmRGb  . 

Для малых значений модуля эллиптических функций k  ре-

шение (3.28) упрощается [19] 

,coscos 11 yba   (3.29) 

где .2/)(,2/)( 2121 xxbxxa   

Средняя частота собственного вращения определяется выра-
жением 

,
4

)()2/1/1(
2

2 R
GRsignJR ax   (3.30) 

где .0 nka mm  

Частота колебаний по пространственному углу атаки опреде-
ляется выражением 

4
2

2
2 R
a  . (3.31) 
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С учётом соотношений (3.19), (3.29) после выполнения интег-
рирования (3.27) получим условия резонансов: 

– если начальное движение соответствовало «прямой» пре-

цессии RG   то в системе имеют место резонансные соотношения 

частот  4 ,  2 ,  4 ,  43 ; 

– если начальное движение соответствовало «обратной» пре-

цессии GR   то в системе имеет место резонансное соотношение 

частот  43 . 

Учитывая выражения для частот (3.30), (3.31), получим фор-
мулы для определения критического значения продольной угловой 
скорости наноспутника, при котором выполняются указанные вы-
ше условия возникновения резонансного движения: 

– для соотношения частот  4  (при RG  ) и  43  

(при GR  ): 

2

2

16

3
12

1

xx

a
xkr

JJ 


 ; (3.32) 

– для соотношения частот  2  (при RG  ): 

2

2

4

3
1

2

xx

a
xkr

JJ 


 ; (3.33) 

– для соотношения частот  4 (при RG  ): 

2

2

16

5
12

3

xx

a
xkr

JJ 


 ; (3.34) 

– для соотношения частот  43  (при RG  ): 

2

2

16

21
12

5

xx

a
xkr

JJ 


 . (3.35) 
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Совокупность резонансов из (3.32)-(3.35), когда скорость собст-
венного вращения отлична от нуля, определим как вращательные ре-
зонансы, в соответствии с терминологией, предложенной в [24].  

Рассмотрим возможность возникновения так называемого ре-
зонанса крена или «лунного» резонанса [24] у наноспутника фор-
мата CubeSat, обусловленного форм-фактором прямоугольного 
параллелепипеда. При резонансе крена средняя угловая скорость 

собственного вращения близка к нулю: 0 . Резонансу крена со-

ответствует значение 0n  в резонансном условие (3.26). 

Формулу для определения критического значения продольной 
угловой скорости наноспутника, при котором возникает резонанс 
крена, получим, приравнивая формулу (3.30) нулю:  

x

a
xkr J




1

2

. (3.36) 

На рис. 3.14 представлены зависимости )(Hxkr  для нанос-

путника CubeSat 3U ( xJ = 0,005 2мкг  , nJ = 0,025 2мкг  ,  

x = 0,05 м), при которых выполняются условия возникновения 

его резонансного движения, кривые 1,2,3,4,5 соответствуют выра-
жениям (3.32), (3.33), (3.34), (3.35), (3.36). 

 

 

Рис. 3.14 
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Для примера, на рис. 3.15-3.20 показано резонансное измене-

ние пространственного угла атаки наноспутника CubeSat 3U при 

различных начальных условиях движения: 

– рис. 3.15 – начальная высота полёта H = 242 км, начальное 

значение пространственного угла атаки 0 =20 град, начальное 

значение угла собственного вращения 0 =0, начальное значение 

поперечной скорости 10  z град/с, продольная угловая скорость 

5,0 x  град/с (начальное движение соответствует «прямой» 

прецессии RG  , резонансное соотношение частот  4 ); 

– рис. 3.16 – H = 300 км, 0 =20 град, 0 =0, 00 z  град/с, 

26,0x  град/с ( GR  ,  43 ); 

– рис. 3.17 – H = 289 км, 0 =30 град, 0 =0, 8,00 z  град/с, 

3,1x  град/с ( RG  ,  2 ); 

– рис. 3.18 H = 283 км, 0 =15 град, 0 =0, 6,00 z  град/с, 

1x  град/с ( RG  ,  4 ); 

– рис. 3.19 H = 292 км, 0 =30 град, 0 =0, 6,00 z  град/с, 

63,1x  град/с ( RG  ,  43 ); 

– рис. 3.20 H = 251 км, 0 =30 град, 0 =45 град,  

5,00 z  град/с, 1x  град/с ( RG  , резонанс крена). 

Таким образом, показана возможность возникновения резо-

нансных режимов движения при орбитальном полёте у наноспут-

ников формата CubeSat, обусловленных форм-фактором прямо-

угольного параллелепипеда. Получены формулы для определения 

критического значения продольной угловой скорости наноспутни-

ка, при котором выполняются условия возникновения резонансно-

го движения.  
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Рис. 3.15 

 

Рис. 3.16 

 

Рис. 3.17 
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Рис. 3.18 

 

Рис. 3.19 

 

Рис. 3.20 
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Учёт возможности возникновения резонансных режимов 

движения позволит повысить эффективность работы системы ори-

ентации наноспутника при решении им целевых задач на низких 

орбитах. 

Исключить резонансные режимы движения наноспутника 

можно заданием ограничения на величину продольной угловой 

скорости при отделении от пускового устройства, а также включе-

нием системы стабилизации с целью рассогласования резонансно-

го соотношения частот. 
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ГЛАВА 4. МЕТОДЫ И СИСТЕМЫ  

ПАССИВНОЙ СТАБИЛИЗАЦИИ 

 

4.1 Постановка задачи. Классификация систем стабилизации 

 

Проведение большинства научных исследований в космосе 

предполагает вполне определённую ориентацию углового положе-

ния в пространстве. Для обеспечения требуемой ориентации на-

носпутников часто используются пассивные или комбинирован-

ные (пассивные в сочетании с активными) системы стабилизации, 

которые не требуют или требуют незначительного расхода рабоче-

го тела и энергии, запасённых на борту. 

Анализ внешних моментов, создаваемых окружающей сре-

дой, показывает, что при соответствующем проектировании за 

счет выбора его формы, размеров и распределения масс можно 

создать такие условия, когда эти моменты будут оказывать стаби-

лизирующее влияние на угловые движения наноспутника. В этом 

случае совмещение связанных осей с осями базовой системы от-

счета осуществляется под действием указанных моментов без ис-

пользования специальных управляющих устройств. Применение 

последних связано с неизбежными затратами энергии, запасенной 

на борту наноспутника в том или ином виде. Методы стабилиза-

ции, основанные на использовании внешних моментов, создавае-

мых окружающей средой, не требуют подобных затрат. Поэтому 

такую стабилизацию принято называть пассивной. Сюда относит-

ся также стабилизация одной оси наноспутника в пространстве за 

счет придания ему вокруг оси постоянной угловой скорости, так 

как в процессе стабилизации также не требуется использование 

энергии бортовых источников.  
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Целесообразность применения того или иного метода пассив-

ной стабилизации (того или иного внешнего момента) определяет-

ся выбранной базовой системой отсчета, так как каждый момент 

стабилизирует угловые движения наноспутника относительно оп-

ределенной системы координат. Гравитационный момент стабили-

зирует наноспутник в орбитальной системе координат, аэродина-

мический – в скоростной системе координат, магнитный – в маг-

нитной системе координат, а момент давления солнечных лучей – 

в солнечной системе координат. С другой стороны, возможность 

использования конкретного метода зависит от условий полета на-

носпутника и, в частности, от высоты. Поэтому каждому методу 

свойственен определенный диапазон высот, в котором этот момент 

играет преобладающую роль.  

Для повышения стабилизирующего действия момента могут 

применяться специальные меры (например, установка стабилиза-

тора). Это позволяет повысить его интенсивность по сравнению с 

другими моментами и свести к минимуму их возмущающее влия-

ние на процесс стабилизации. Кроме того, указанные меры позво-

ляют несколько расширить область применения того или иного 

метода по сравнению с областями применения соответствующих 

моментов. Совокупность подобных устройств с устройствами пас-

сивного демпфирования колебаний наноспутника называется сис-

темой пассивной стабилизации [25]. 

Одной из основных задач при разработке пассивных систем 

стабиилизации является исследование неуправляемого движения 

наноспутника относительно центра масс, так как обеспечение рас-

четных условий углового движения осуществляется только на эта-

пе проектирования выбором его конструктивных параметров, а 

также заданием ограничений на величины угловых скоростей, по-
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рождаемых системой отделения, а при комбинированной системе 

стабилизации на момент окончания работы активной системы ус-

покоения. 

При разработке пассивной системы стабилизации, как прави-

ло, используются знания об устойчивых положениях равновесия 

наноспутника, обусловленные действием внешних моментов. 

Большинство наноспутников запускаются на низкие круговые ор-

биты, на которых преобладают гравитационный и аэродинамиче-

ский моменты и для стабилизации углового положения целесооб-

разно использовать оба момента. Вопросам определения положе-

ний равновесия спутников в орбитальной системе координат и 

анализу их устойчивости уделяется значительное внимание в ли-

тературе. Основополагающие исследования влияния аэродинами-

ческого и гравитационного моментов на движение спутника отно-

сительно центра масс проведены, например, в [2, 26-28]. 

В известных работах задача обеспечения определённой ори-

ентации в пространстве наноспутника решается в детерминиро-

ванной постановке. Так, например, в [29-31] рассматривается зада-

ча обеспечения аэродинамической стабилизации наноспутника 

формата CubeSat путём развёртывания солнечных панелей под оп-

ределённым углом к его продольной оси после отделения от 

транспортно пускового контейнера. При этом гашение начальной 

угловой скорости осуществляется с помощью гистерезисных 

стержней или средствами активной магнитной системы управле-

ния (применяется алгоритм управления B-dot). 

В работах [32-35], наряду с пассивной аэродинамической сис-

темой стабилизации, для достижения трёхосной стабилизации ис-

пользуется маховики или активная магнитная система стабилиза-

ции. В [36,37] трёхосная стабилизация обеспечивается пассивной 
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гравитационной стабилизацией и активной магнитной системой 

стабилизации. 

В данной работе задача обеспечения определённой ориента-

ции наноспутника в пространстве рассматривается в вероятност-

ной постановке применительно к угловому движению наноспут-

ника после его отделения от носителя, учитывая, что существую-

щие коммерческие пусковые устройства отделения наноспутников 

порождают большие величины начальной угловой скорости. 

Введём классификацию пассивных систем стабилизации для 

наноспутников формата CubeSat, совершающих полёт по круговой 

орбите: аэродинамическая, аэродинамически-гравитационная, гра-

витационная и гравитационно-аэродинамическая, которые можно 

использовать применительно к диапазону высот доминирования 

определённого типа момента внешних сил и виду стабилизации 

(одноосная и трёхосная). 

Необходимость такой классификации систем стабилизации 

наноспутников формата CubeSat обусловлена тем, что величина 

углового ускорения наноспутника, порождаемого аэродинамиче-

ским моментом, на два порядка выше, чем для классических аппа-

ратов с большей массой и размерами (при одинаковых значениях 

относительного запаса статической устойчивости и объемной 

плотности) [1]. Это позволяет расширить диапазон высот, на кото-

рых аэродинамический момент является значимым и его можно 

использовать совместно с гравитационным моментом для стабили-

зации углового положения. 

На рис. 4.1 для наноспутника формата CubeSat 3U  

( 3м3,01,01,0  ) выделены области высот H и относительного за-

паса статической устойчивости x  для различных типов пассив-

ной стабилизации: 1 – одноосная аэродинамическая система ста-
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билизации по вектору скорости (область, где аэродинамический 

момент превосходит гравитационный ga MM 2 ); 2 – трёхосная 

аэродинамически гравитационная система стабилизации (область, 

где ga MM 2 ); 3 – одноосная и трёхосная гравитационные систе-

мы стабилизации по местной вертикали (область, где ag MM 5 ); 

4 – трёхосная гравитационно-аэродинамическая система стабили-

зации (области любого отношения аэродинамического и гравита-

ционного моментов).  
 

 

Рис. 4.1. Области предпочтительного применения типа пассивной  

стабилизации наноспутника CubeSat 3U в зависимости от значений  

высот H и относительного запаса статической устойчивости x  

Расчёты проводились для стандартной атмосферы [3]. Следу-

ет отметить, что размеры областей могут изменяться в зависимо-

сти от уровня солнечной активности. 

4.2 Аэродинамическая стабилизация по вектору скорости 

Рассмотрим вариант выбора проектных параметров динами-

чески симметричного наноспутника формата CubeSat для обеспе-

чения аэродинамической пассивной системы стабилизации его 
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продольной оси вдоль вектора скорости центра масс (область 1 на 

рис. 4.1). 

Полученные в разделе 2.4 аналитические выражения для 

функции распределения максимального угла атаки положим в ос-

нову получения формул для выбора проектно-баллистических па-

раметров (запаса статической устойчивости, геометрических раз-

меров, поперечного момента инерции) аэродинамически стабили-

зированного наноспутника. 

С целью разрешения уравнений (2.17) и (2.20) относительно 

проектных параметров наноспутника, коэффициент аппроксима-

ции синусоидальной зависимостью по углу атаки коэффициента 

восстанавливающего аэродинамического момента, вычисленного 

относительно центра масс, можно приближённо вычислить сле-

дующим образом: 


 

sk
xcma

4
)2/( 00 . (4.1) 

Так, например, для наноспутника CubeSat 2U с размерами 

0,1×0,1×0,2 м3 коэффициент 0a , вычисленный методом наимень-

ших квадратов, равен 0a = -1,14, а по формуле (4.1) 0a = -1,12, для 

наноспутника CubeSat 3U с размерами 0,1×0,1×0,3 м3 коэффициент 

0a , определённый методом наименьших квадратов, равен  

0a = -1,68, а по формуле (6) 0a = -1,61, что достаточно близко и не 

изменяет результат исследования. 

Задавая p  – вероятность реализации допустимого значения 

максимального угла атаки max , подставляя выражение для коэф-

фициента a , обусловленного аэродинамическим восстанавли-

вающим моментом в (2.17), (2.20), учитывая (4.1), пренебрегая ве-

личиной коэффициента с , обусловленного действием гравитаци-
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онного момента, разрешая (2.17), (2.20), относительно проектных 

параметров, объединенных в конструктивный параметр lb
J

x
d


  

( b  сторона основания прямоугольного параллелепипеда), получим 

требование к его величине. Для того чтобы максимальный угол 

атаки наноспутника стандарта CubSat max  был меньше допусти-

мого значения с вероятностью не меньшей чем p , необходимо 

выполнение следующего условия для конструктивного параметра 

наноспутника [1]:  

 если величина начальной угловой скорости 0  отвечает 

распределению Рэлея 

  ;
)(coscos4

)1ln(

0max0

2

Hqc

p
lb

J

x
d







 



 (4.2) 

 при распределении начальной угловой скорости 0  по 

равномерному закону в диапазоне [ max0,0  ] 

 
  )(coscos8 max00

2
max0

Hqc

p
lb

J

x
d 












. (4.3) 

где b  - сторона основания прямоугольного параллелепипеда. 

Используя полученные выражения (4.2) и (4.3), можно по-

строить номограммы для оценки возможности обеспечения тре-

буемого значения конструктивного параметра. Так, например, на 

рис. 4.2 справа приведены зависимости требуемого конструктив-

ного параметра наноспутника от высоты орбиты H  и от величины 

параметра   (начальная поперечная угловая скорость имеет рас-

пределение Рэлея) для значений максимально угла атаки 

град20max  , вероятности 95,0p  и начального угла атаки 

00  , слева приведены значения конструктивного параметра 
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наноспутника CubeSat 3U с различными значениями поперечного 

момента инерции в зависимости от запаса статической устойчиво-

сти x . Расчёты проводились для стандартной плотности атмо-

сферы в соответствии с ГОСТ 4401-81 [3]. 

Номограммы можно использовать как для выбора проектных 

параметров наноспутника, так и для задания требований к разбро-

су начальной продольной угловой скорости. В частности, на рис. 

4.2 отражена последовательность выбора параметров наноспутни-

ка для высоты орбиты H =380 км при заданных ограничениях 

град20max  , 95,0p , 00  , град/с05,0  на условия 

движения относительно центра масс, формируемых целевой зада-

чей полета. Как видно, значение конструктивного параметра на-

носпутника для обеспечения заданного движения должно отвечать 

условию 13,0d  м/кг (правая часть рисунка), проектные парамет-

ры выбираются на основании левой части рисунка. 

 

Рис. 4.2. Пример номограммы для выбора конструктивного параметра  

наноспутника с аэродинамической системой стабилизации 

Если аэродинамический момент незначительно больше грави-

тационного, то можно по формулам (2.17), (2.20), провести пере-
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оценку вероятности выполнения требований к максимальному уг-

лу атаки или задать новые ограничения на величины угловых ско-

ростей, порождаемых системой отделения, а при использовании 

комбинированной системы стабилизации – на момент окончания 

работы активной системы предварительного успокоения. 

Если модуль величины 0  имеет распределение Рэлея, то ог-

раничение на масштабный параметр распределения   определяет-

ся по формуле: 

)1ln(

)cos(cos)cos(cos 0
2

max
2

0max








p

ca
. (4.4) 

Если модуль величины 0  распределен по равномерному за-

кону в диапазоне [ max0,0  ], то ограничение на величину max0  

определяется по формуле: 



 


p

ca )cos(cos2)cos(cos2 0
2

max
2

0max
max0 . (4.4а) 

На предлагаемый подход к выбору проектных параметров  

аэродинамически стабилизируемого наноспутника класса CubeSat 

получен Евразийский патент [38].  

 

4.3 Аэродинамически-гравитационная трёхосная стабилизация 

 

На рис. 4.1 показана область возможной реализации аэроди-

намически-гравитационной трёхосной стабилизации (область 2) 

наноспутника на низких круговых орбитах для случая, когда опре-

деляющим движение наноспутника относительно центра масс яв-

ляется аэродинамический момент, который и обеспечивает стаби-

лизацию продольной оси наноспутника (при этом стабилизация 
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поперечных осей наноспутника осуществляется за счёт гравитаци-

онного момента). 

Стабилизация продольной оси наноспутника по вектору ско-

рости, как было показано выше, может быть обеспечена за счёт 

выбора проектных параметров: запаса статической устойчивости, 

геометрических размеров, поперечного момента инерции, прини-

маемого в данном случае за наибольшей момент инерции yJ . В то 

же время возможность стабилизации поперечных осей наноспут-

ника может быть достигнута за счёт гравитационного момента, 

вызванного созданием определённой разности значений главных 

центральных моментов инерции относительно поперечных осей. 

При этом гравитационный момент стремится ориентировать попе-

речную ось Oy  – ось наибольшего момента инерции наноспутника 

так, чтобы она совпала с перпендикуляром к плоскости орбиты. 

Проанализируем возможность стабилизации поперечных осей 

наноспутника за счёт гравитационного момента, полагая, что про-

дольная ось наноспутника стабилизирована относительно вектора 

скорости центра масс (угол атаки мал). Тогда, колебания попереч-

ных осей в плоскости, перпендикулярной вектору скорости центра 

масс, приближённо можно описать уравнением вида [39]: 

02sin
)(

2
3

3








 





x

yz

J

JJ

HR
 , (4.5) 

где   – угол крена (угол отклонения поперечной оси Oz от плос-

кости полёта, для которой момент инерции zJ  принимает проме-

жуточное значение между xJ  и yJ , то есть удовлетворяет усло-

вию yzx JJJ  ). 

Изменение высоты круговой орбиты вследствие сопротивле-

ния атмосферы происходит очень медленно, и при рассмотрении 
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углового движения наноспутника на одном или нескольких витках 

можно принять допущение о постоянстве высоты полёта 

constH . В этом случае для системы (4.5) справедлив интеграл 

энергии, записанный в виде: 

00
2 2cos2/ Ed  , (4.6) 

где 
2

2cos
2

0
000

xdE


  определяется через начальные условия 

углового движения; 00  
x  – начальная продольная угловая ско-

рость; 
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Тогда величину максимального угла крена   при колебаниях 

в диапазоне [ 2/,0  ] можно найти из интеграла энергии (4.6) при 

0 : 











0

0
max arccos

2

1

d

E
. (4.7) 

Из величин, входящих в (4.7), наибольший разброс значений 

имеет величина продольной угловой скорости 0x . Тогда, пренеб-

регая разбросами других величин, вычисляя распределение функ-

ции max  по распределению аргумента 0x  в соответствии с [15], 

получим аналитические выражения для функции распределения 

величины максимального угла крена max  для двух вариантов за-

конов распределения модуля величины 0x . 

Пусть величина 0x  имеет нормальное распределение с ну-

левым математическим ожиданием и среднеквадратичным откло-

нением  . Тогда функция распределения модуля величины 0x  

определяется выражением: 
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)(2)( 0
00 


 x
xF , (4.8) 

а функция распределения величины максимального угла крена 

max : 
















)2cos2(cos2

2)( 0max0
0max

d
F , (4.9) 

где dtet
t

t 




0
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0

2

2

1
)(  – функция Лапласа. 

Пусть модуль величины 0x  распределён по равномерному 

закону в диапазоне [ max0,0 x ]: 
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тогда функция распределения величины максимального угла крена 

max  определяется выражением: 

max0

0max0
max

)2cos2(cos2
)(

x

d
F




 . (4.11) 

Задавая значение вероятности p  реализации допустимого 

значения максимального угла крена max , разрешая выражения 

(4.9) и (4.11) относительно проектных параметров, объединенных 

в конструктивный параметр наноспутника 
x

zy
k J

JJ
d


 , можно 

получить требование к его величине. Для того, чтобы максималь-
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ный угол крена max  был меньше допустимого значения с вероят-

ностью, не меньшей чем p , при заданных разбросах продольной 

угловой скорости, порождаемых системой отделения (а при ком-

бинированной системе стабилизации на момент окончания работы 

активной системы предварительного успокоения), необходимо 

выполнение следующего условия для конструктивного параметра 

наноспутника kd : 

 в случае, если величина 0x  имеет нормальное распреде-

ление с нулевым математическим ожиданием и среднеквадратич-

ным отклонением  : 
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где t  – аргумент функции Лапласа по заданной вероятности 

  2/0
  pt ; 

 в случае распределения модуля начальной продольной уг-

ловой скорости 0x  по равномерному закону в диапазоне 

],0[ max0x : 
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Используя полученные выражения (4.12) и (4.13), можно по-

строить номограммы для оценки возможности обеспечения тре-

буемого значения конструктивного параметра kd . Так, например, 

на рис. 4.3 справа приведены зависимости требуемого конструк-

тивного параметра наноспутника kd  от значения допустимого угла 
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крена max  и от значения max0x  (начальная продольная угловая 

скорость распределена по равномерному закону).  

Номограммы рассчитаны для начального угла крена 00  , 

вероятности 95,0p  и высоты полёта 380Н км. В левой части 

рисунка отражены зависимости значения конструктивного пара-

метра наноспутника kd  от значений моментов инерции zJ  и xJ , 

для выбранного ранее значения наибольшего момента инерции, 

равного 2мкг025,0 yJ . 

 

 
 

 

Рис. 4.3. Пример номограммы для выбора конструктивного 

параметра наноспутника с аэродинамически-гравитационной  

системой стабилизации 
 

Номограммы можно использовать как для выбора проектных 

параметров наноспутника, так и для задания требований к разбро-

су начальной продольной угловой скорости. 
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4.4 Гравитационная одноосная стабилизация  

по местной вертикали 

 

Рассмотрим вариант выбора проектных параметров динами-

чески симметричного наноспутника формата CubeSat для обеспе-

чения гравитационной пассивной системы стабилизации его про-

дольной оси вдоль местной вертикали (область 3 на рис. 4.1). 

Этот тип пассивной одноосной стабилизации динамически 

симметричного наноспутника применим для диапазона орбит, на 

которых гравитационный момент играет доминирующую роль и 

стремится сориентировать наноспутник так, чтобы ось наимень-

шего момента инерции совпадала с местной вертикалью. 

Подставляя выражение для коэффициента c , обусловленного 

гравитационным моментом в (2.17) и (2.20), пренебрегая величи-

ной коэффициента a , обусловленного действием аэродинамиче-

ского момента, разрешая (2.17) и (2.20) относительно проектных 

параметров (моментов инерции), объединенных в конструктивный 

параметр 
J

J
d x

g  , получим требование к его величине. Для того 

чтобы максимальный угол отклонения продольной оси наноспут-

ника от гравитационной вертикали max  ( 2/maxmax  ) был 

меньше допустимого значения max  с вероятностью не меньшей 

чем p , необходимо выполнение следующего условия для конст-

руктивного параметра наноспутника gd  [40]: 

 в случае если начальная угловая скорость 0  имеет рас-

пределение Рэлея 
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 0max

23
3

2cos2cos

)1ln(

3

)(4
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pHR

J

J
d x

g ; (4.14) 

 в случае распределения начальной угловой скорости по 

равномерному закону в диапазоне [ max0,0  ] 

 ,2cos2cos2

)(

3

)(4
1

0max

2
max0

3
3







 

pHR

J

J
d x

g


 (4.15) 

где 0  начальное значение отклонения продольной оси наноспут-

ника от гравитационной вертикали. 
Используя полученные выражения (4.14) и (4.15), можно по-

строить номограммы для оценки возможности обеспечения требуе-

мого значения конструктивного параметра gd . Так, например, на 

рис. 4.4 справа приведены зависимости требуемого конструктивно-
го параметра гравитационно-стабилизированного наноспутника от 
допустимого значения максимального угла отклонения продольной 

оси наноспутника от вертикали max  и от значения max0  (началь-

ная поперечная угловая скорость распределена по равномерному 

закону) для вероятности 95,0p , при град20  , км5000 H , 

слева приведены значения конструктивного параметра гравитаци-
онно-стабилизированного наноспутника с различными значениями 
поперечного и продольного моментов инерции.  

Если гравитационный момент незначительно больше аэроди-
намического, то можно провести переоценку вероятности выпол-
нения требований к максимальному углу отклонения продольной 
оси наноспутника от гравитационной вертикали по формулам 

(4.14) и (4.15), полагая maxmax 2/  , или задать новые огра-

ничения на величины угловых скоростей, порождаемых системой 
отделения, а при использовании комбинированной системы стаби-
лизации – на момент окончания работы активной системы предва-
рительного успокоения. 
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Рис. 4.4. Пример номограммы для выбора конструктивного  

параметра наноспутника с гравитационной системой стабилизации 

 

Если модуль величины 0  имеет распределение Рэлея, то ог-

раничение на масштабный параметр распределения   определяет-

ся по формуле: 

)1ln(

)sin(sin)sin(sin 0
2

max
2

0max








p

ca
. (4.16) 

Если модуль величины 0  распределен по равномерному за-

кону в диапазоне [ max0,0  ], то ограничение на величину max0

определяется по формуле: 



 


p

ca )sin(sin2)sin(sin2 0
2

max
2

0max
max0

 . (4.17) 

4.5 Гравитационная трёхосная стабилизация 
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Гравитационная трёхосная стабилизация отмечена на рис. 4.1 
как область 3. Известно, что гравитационный момент стремится 
ориентировать наноспутник так, чтобы ось наименьшего главного 
центрального момента инерции (продольная ось) совпала с мест-
ной вертикалью, ось наибольшего главного центрального момента 
инерции – с перпендикуляром к плоскости орбиты и ось главного 
центрального момента инерции с промежуточным значением – с 
направлением движения. 

В данной работе задача обеспечения трёхосной гравитацион-
ной ориентации наноспутника в пространстве рассматривается в 
вероятностной постановке применительно к угловому движению 
наноспутника. 

Стабилизацию продольной оси наноспутника в первом при-
ближении можно обеспечить путём выбора проектных параметров 

(наименьшего момента инерции xJ  и поперечного момента инер-

ции J ) по формулам и номограммам, приведённым выше для од-

ноосной гравитационной стабилизации. Принимая в данном слу-

чае за величину наибольшего момента инерции yJ  величину попе-

речного момента инерции J . Значения наименьшего xJ  и проме-

жуточного zJ  моментов инерции рекомендуется при компоновке 

наноспутника обеспечить минимально возможными. 
Для решения задачи стабилизации продольной оси наноспут-

ника с заданной вероятностью использовалась приближённая мо-

дель углового движения, которая описывает изменение угла    

( 2/ ): 

02sin
)(2

3
3

3










 




y

xz

J

JJ

HR
 . (4.18) 
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Если модуль величины начальной поперечной скорости 0n  

имеет распределение Рэлея, то функция распределения макси-

мального угла max  определяется по формуле: 

2

0
2

max
2

3
3

)sin(sin
)(2

3

max 1)( 










 







y

xz
J

JJ

HR

eF . (4.19) 

где 0  –  начальное значение угла  . 

Если модуль величины 0n  распределен по равномерному 

закону в диапазоне [ max0,0 n ], то функция распределения макси-

мального угла max  определяется по формуле: 

max0

0
2

max
2

3
3

max

)sin(sin
)(

3

)(
n

y

xz

J

JJ

HR
F












 



 . (4.20) 

Для решения задачи обеспечения стабилизации поперечных 
осей использовались следующие приближенные модели углового 
движения (при получении которых, полагалось, что пространст-
венный угол атаки близок к 90 град). 

Для получения аналитических законов распределения угла 

прецессии   использовалась модель: 

02sin
)(

2
3

3








 





z

xy

J

JJ

HR
 . (4.21) 

Если модуль величины начальной поперечной скорости 0n  

имеет распределение Рэлея, то функция распределения макси-

мального угла прецессии max  определяется по формуле: 

2

0
2

max
2

3
3

)sin(sin
)(

2

max 1)( 








 






z

xy

J

JJ

HR

eF . (4.22) 

где 0  – начальное значение угла прецессии. 
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Если модуль величины 0n  распределен по равномерному 

закону в диапазоне [ max0,0 n ], то функция распределения мак-

симального угла прецессии max  определяется по формуле: 

max0

0
2

max
2

3
3

max

)sin(sin
)(

4

)(
n

z

xy

J

JJ

HR
F










 




 . (4.23) 

Для получения аналитических законов распределения угла 

собственного вращения   (угол между плоскостью пространст-

венного угла атаки и осью Oz ) использовалась модель: 

02sin
)(2 3

3








 





x

yz

J

JJ

HR
 . (4.24) 

Если величина начальной продольной скорости 0x  имеет 

нормальное распределение с нулевым математическим ожидани-

ем, и среднеквадратичным отклонением  , то функция распреде-

ления максимального угла собственного вращения max  определя-

ется по формуле: 
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yz
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JJ

HR
F . (4.25) 

где 0  начальное значение угла собственного вращения. 

Если модуль величины 0x  распределён по равномерному 

закону в диапазоне [ max0,0 x ], то функция распределения вели-

чины максимального угла max  определяется выражением: 
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 . (4.26) 

Задавая значение вероятности p реализации допустимых 

значений максимальных углов *
max , *

max  и *
max , используя 

формулы (4.19), (4.20), (4.22), (4.23), (4.25), (4.26), можно задать 

ограничения на величины угловых скоростей, порождаемых сис-

темой отделения, а при использовании комбинированной системы 

стабилизации – на момент окончания работы активной системы 

предварительного успокоения. 

Если модуль величины 0n  имеет распределение Рэлея, то 

ограничение на масштабный параметр распределения   определя-

ется по формуле: 

– при рассмотрении движения по углу   
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. (4.27) 

– при рассмотрении движения по углу   
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HR z
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. (4.28) 

Следует отметить, что при задании одинаковой вероятности 

p и одинаковых начальных и максимальных значений углов   и 

  условие (4.27) более жесткое (включает выполнение условия 

(4.28)). 
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Если модуль величины 0n  распределен по равномерному 

закону в диапазоне [ max0,0 n ], то ограничение на величину

max0n  определяется по формуле: 

 – при рассмотрении движения по углу   
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max0 ; (4.29) 

– при рассмотрении движения по углу   
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Следует отметить, что при задании одинаковой вероятности 

p  и одинаковых начальных и максимальных значений углов   и 

  условие (30) более жесткое.  

Если величина начальной продольной угловой скорости 0x  

имеет нормальное распределение с нулевым математическим ожи-

данием, и среднеквадратичным отклонением  , то требуется вы-

полнение ограничения на его величину 










 





t
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JJ

HR x

yz )2cos2(cos
)(2

0
*
max3

3 . (4.31) 

В случае распределения модуля начальной продольной угло-

вой скорости 0x  по равномерному закону в диапазоне 

],0[ max0x  требуется выполнение ограничения на величину 

max0x  
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Используя полученные выражения (4.27-4.32), можно постро-

ить номограммы для задания ограничений на величины начальных 

угловых скоростей. Так, например, для наноспутника с моментами 

инерции 2мкг025,0 yJ , 2мкг023,0 zJ  и 2мкг003,0 xJ  на 

рис. 4.5 (при рассмотрении движения по углу  ) и рис. 4.6 (при 

рассмотрении движения по углу  ) показаны номограммы для 

определения ограничений на величину начальной поперечной уг-

ловой скорости (из двух значений выбирается минимальное) в за-

висимости от начальных значений углов 0 , 0  и их допустимых 

максимальных значений *
max , *

max .  

 

 

Рис. 4.5. Пример номограммы для задания ограничений на величину  

начальной поперечной угловой скорости наноспутника с гравитационной  

трёхосной стабилизацией при рассмотрении движения по углу   
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Рис. 4.6. Пример номограммы для задания ограничений на величину  

начальной поперечной угловой скорости наноспутника с гравитационной 
трёхосной стабилизацией при рассмотрении движения по углу   

 
На рис. 4.7 показана номограмма для определения ограниче-

ний на величину начальной продольной угловой скорости в зави-

симости от начального значения угла 0  и его допустимого мак-

симального значения *
max .  

 

Рис. 4.7. Пример номограммы для задания ограничений на величину 
 начальной продольной угловой скорости наноспутника  

с гравитационной трёхосной стабилизацией 

Номограммы рассчитаны для вероятности p*=0,95 и высоты 

полёта H = 500 км. 
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4.6 Гравитационно-аэродинамическая трёхосная стабилизация 
 

Гравитационно-аэродинамическая трёхосная стабилизация 

отмечена на рис. 4.1 как область 4. Пассивная трёхосная гравита-

ционно-аэродинамическая стабилизация осуществляется путём 

смещения центра масс от центра давления на определённую вели-

чину по оси с промежуточным значением момента инерции нанос-

путника. В этом случае для стабилизации углового положения ис-

пользуются два момента: гравитационный и аэродинамический. 

Будем полагать, что центр масс наноспутника смещён от его 

геометрического центра вдоль оси промежуточного главного мо-

мента инерции на величину z  и вдоль продольной оси на величи-

ну x  (при этом zx  ), а ось наибольшего главного момента 

инерции наноспутника направлена перпендикулярно к плоскости 

орбиты. Угловое движение наноспутника в плоскости круговой 

орбиты относительно траекторной системы координат под дейст-

вием гравитационного момента и аэродинамического момента 

описаывается уравнением [41]: 

   02sin)(sincoscos)(sin)( 1  hckhaha szx . (4.33) 

Здесь yz JHSlqсzHa /)()( 0  коэффициент, обусловленный 

составляющей аэродинамического момента, вызванной смещени-

ем центра масс вдоль оси с промежуточным значением момента 

инерции zJ , lzz /  – относительный запас статической устой-

чивости по оси Oz , yJ  – наибольший момент инерции; 

yx JHSlqсxHa /)()( 0  – коэффициент, обусловленный состав-

ляющей аэродинамического момента, вызванной смещением цен-

тра масс вдоль продольной оси; )2/())()((3)( 2
1 yxz JHJJHc   – 
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коэффициент, обусловленный действием гравитационного момен-

та, xJ  – наименьший момент инерции. 

При сохранении допущения constH   для системы (4.33) 

может быть записан интеграл энергии: 

0
2

1
2 cos)()(2/ Ecvaua zx  , (4.34) 

где 
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cvauaE zx  – определяется через на-

чальные условия. 

По аналогии с ранее выполненными исследованиями величи-

на максимального угла атаки max  наноспутника при колебаниях 

определяется из интеграла энергии (4.34) при 0 . Из величин, 

входящих в выражение для max , наибольший разброс значений 

имеет величина угловой скорости 0 .  

Тогда, пренебрегая разбросами других величин, получим ана-

литические выражения для функции распределения величины мак-

симального угла атаки max : 

 если модуль величины начальной угловой скорости 0  

имеет распределение Рэлея, то функция распределения макси-

мального угла атаки определяется по формуле: 

   
2

0
2

max
2

10max0max )cos(cos)()()()(

max 1)( 





cuuaa xz

eF . (4.35) 
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 если модуль величины 0  распределен по равномерному 

закону в диапазоне [ max0,0  ], то функция распределения макси-

мального угла атаки определяется по формуле: 

   
./)]cos(cos2

)()(2)()(2[)(

max0
2/1

0
2

max
2

1

0max0maxmax





c

uuaaF xz . (4.36) 

Для получения аналитических законов распределения угла 

собственного вращения   использовалась расширенная модель 

(4.24), учитывающая действие аэродинамического момента: 
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 . (4.37) 

Законы распределения величины максимального угла max  

при этом будут следующими. 

Если величина начальной продольной скорости 0x  имеет 

нормальное распределение с нулевым математическим ожидани-

ем, и среднеквадратичным отклонением  , то функция распреде-

ления максимального угла собственного вращения max  определя-

ется по формуле: 
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Есди модуль величины 0x  распределён по равномерному 

закону в диапазоне ],0[ max0x . Тогда функция распределения ве-

личины максимального угла max  определяется выражением: 
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Предлагается следующий алгоритм решения задачи обеспе-
чения гравитационно-аэродинамической трёхосной стабилизации 
наноспутника. На первом этапе определяется ограничение на ве-
личину начальной поперечной угловой скорости наноспутника в 

зависимости от начального значения угла прецессии 0 , допусти-

мого максимального значения *
max , вероятности p  и высоты 

полёта Н . При этом используются формулы и номограммы, рас-
смотренные в предыдущем разделе. На втором, для стабилизации 
продольной оси в плоскости угла атаки относительно положения, 

определяемого условием 2/ , выбирается запас статической 

устойчивости по оси Oz , при этом задается ограничение на вели-

чину начальной поперечной угловой скорости, определённой при 

рассмотрении движения по углу прецессии  . На третьем шаге 

определяется ограничение на величину начальной продольной уг-
ловой скорости наноспутника. 

Требование к величине запаса статической устойчивости z  
можно найти, разрешая функции (4.35) и (4.36) относительно z , 

задавая p – вероятность реализации max  – допустимого значе-

ния максимального угла отклонения продольной оси от положе-

ния, определяемого условием 2/  ( 2/maxmax   ): 

 в случае, если начальная угловая скорость имеет распреде-
ление Рэлея 

;))]()()((/[))]()((

)cos(cos)1[ln(

0
*
max00

*
max

0
2*

max
2

1
2*





HSqcuua

cpJz

x

y  (4.40) 

 в случае распределения начальной угловой скорости по 

равномерному закону в диапазоне [ max0,0  ]: 

))]()()((2/[))]()((2

)cos(cos2)[

0
*
max00

*
max

0
2*

max
2

1
2*
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HSqcuua

cpJz

x

y   (4.41) 
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Используя полученные выражения (4.40) и (4.41), можно по-

строить номограммы для задания требования к величине запаса ста-

тической устойчивости z . Так, например, для наноспутника с мо-

ментами инерции 2мкг025,0 yJ , 2мкг023,0 zJ  и 

2мкг003,0 xJ  на рис. 4.8 приведены зависимости величины запа-

са статической устойчивости z  от высоты полёта H  и от величины 

max0max0 n  (начальная поперечная угловая скорость распределе-

на по равномерному закону) для значений град20max  , 

град50  , вероятности 95,0p , начального угла атаки, смеще-

ния центра масс вдоль продольной оси м0002,0x .  

 

Рис. 4.8. Пример номограммы для задания требования к величине  

запаса статической устойчивости z  наноспутника  

с гравитационно-аэродинамической трёхосной стабилизацией 

 

Расчёты проводились для стандартной плотности атмосферы 

в соответствии с ГОСТ 4401-81 [3]. 
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Используя полученные выражения (4.38) и (4.39), получим 

ограничение на величину начальной продольной угловой скорости 

наноспутника 0x . 

Если величина начальной продольной скорости 0x  имеет 

нормальное распределение с нулевым математическим ожидани-

ем, и среднеквадратичным отклонением  , то ограничение на   

определяется по формуле: 

*
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2
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3

0max
0 )cos(cos
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yz
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 .  (4.42) 

Есди модуль величины 0x  распределён по равномерному 

закону в диапазоне [ max0,0 x ], то ограничение на величину 

max0x  определяется по формуле: 
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 . (4.43) 

Проведение поверочных расчётов по пространственной моде-

ли движения наноспутника подтвердило правомерность предло-

женных решений. 

 

4.7 Стабилизация вращением 
 

Ориентация одной оси наноспутника в пространстве, как отме-

чалось выше в разделе 4.1, может быть обеспечена приданием нанос-

путнику вращения вокруг этой оси. Вследствие гироскопического 

эффекта наноспутник приобретает тенденцию к сохранению неиз-

менного направления оси вращения. Данный метод стабилизации 

является также пассивным поскольку для поддержания ориентации 

не требуется использование энергии бортовых источников. 
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Пусть наноспутник представляет собой динамически симмет-

ричное тело. При отсутствии внешних моментов наноспутник, как 

показано в разделе 3.2, совершает регулярную прецессию. В этой 

прецессии ось симметрии наноспутника описывает круговой конус 

с осью неизменного в пространстве направления вектора кинети-

ческого момента 0K  и углом при вершине k2 . (см. рис. 3.4, стр. 

54). Движение оси симметрии вокруг 0K  происходит с постоянной 

угловой скоростью прецессии  , одновременно наноспутник 

вращается с постоянной угловой скоростью собственного враще-

ния   вокруг оси симметрии. 

В данном разделе рассмотрим устойчивость движения нанос-

путника при наличии в его конструкции подвижных элементов 

[25].  

Пусть наноспутник закручен относительно оси с наименьшим 

моментом инерции ( nx JJ  ). Выражение для кинетического мо-

мента и кинетической энергии можно записать в виде 

2222
0 nnxx JJK  , (4.44) 

 22

2

1
nnxx JJT  . (4.45) 

В соответствии с законом сохранения кинетического момента, 

последний остаётся неподвижным в пространстве при отсутствии 

внешних моментов 0)(
0 eM . 

Угол полураствора конуса прецессии k  определяется фор-

мулой (см. рис. 3.4, стр. 54) 

00

sin
K

J

K

K nnn
k


  . 

Из (4.44) и (4.45) следует, что 
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 x
xn

n
nn JTK

JJ

J
I 22

0
22 


 , (4.46) 

и, следовательно 










 



2
0

2
02 2

sin
K

JTK

JJ

J x

xn

n
k . (4.47) 

Для абсолютно твёрдого тела constT , поэтому дифферен-

цируя по времени (4.46) получим 

0cossin  kkk  . 

Поскольку 0 k  при 0n , то 0k  или const k . То 

есть для абсолютно твёрдого тела угол k  остаётся неизменным в 

процессе движения. 

Допустим, что внутри корпуса наноспутника имеются под-

вижные относительно корпуса элементы, преобразующие кинети-

ческую энергию относительного движения в тепло. Или в конст-

рукции наноспутника есть гибкие тела (антенны, развёрнутые сол-

нечные панели и т.п.). Под действием периодических инерцион-

ных сил, обусловленных наличием угловой скорости n , гибкие 

тела совершают вынужденные колебания, при этом происходит 

рассеивание энергии, constT , 0T . 

Выясним влияние рассеивания энергии на прецессионное 

движение наноспутника. Продифференцируем по времени выра-

жение (4.47), полагая, что колебания гибких тел не вызывают ощу-

тимого изменения моментов инерции наноспутника, 

kxn

xn
k

KJJ

TJJ




2sin)(

2
2
0


 . (4.48) 
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Поскольку xn JJ  , а 0T , то 0k . Итак, в данном случае 

рассеивание энергии в относительном движении подвижных эле-

ментов или гибких тел приводит к увеличению угла полураствора 

конуса прецессии k  . 

Таким образом, вращение наноспутника относительно оси с 

наименьшим моментом инерции является неустойчивым. При этом 

исходя из условия постоянства вектора кинетического момента 

const0 K , продольная скорость x  будет уменьшаться, а попе-

речная n  возрастать. Движение наноспутника будет стремиться к 

устойчивому состоянию – вращению вокруг поперечной оси с 

наибольшим моментом инерции. 

Величина энергии T , подлежащая рассеиванию в данном 

случае, может быть определена разностью энергии двух состояний 

наноспутника при 0kk   и град90 k . 

В первом случае 

 2
0

2
02

1
nnxx JJT  , 

во втором 

2
min 2

1
nknJT  . 

Значение поперечной угловой скорости определяется из усло-

вия постоянства кинетического момента в обоих состояниях на-

носпутника, т.е. 

222
0

22
0

2
nknnnxx JJJ  , 

откуда 

2
0

2
02

2
2

nx
n

x
nk

J

J
 . (4.49) 
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С учётом последнего равенства имеем 

2
00min 1

2

1
xx

n

x I
J

J
TTT 








 . (4.50) 

Таким образом, при стабилизации наноспутника вращением 

рекомендуется закрутку осуществлять вокруг оси с наибольшим 

моментом инерции, вращение относительно которой устойчивое. 

Если закрутка наноспутника осуществляется относительно оси с 

наименьшим моментом инерции, то необходимо учитывать рас-

смотренный выше эффект. 
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ГЛАВА 5. АНАЛИЗ ДВИЖЕНИЯ НАНОСПУТНИКА 

ФОРМАТА CUBESAT ПО ТРАЕКТОРНЫМ ИЗМЕРЕНИЯМ 

 

5.1 Постановка задачи 

 

Анализ движения наноспутника формата CubeSat по траек-

торным измерениям рассмотрим на примере наноспутника SamSat-

218Д [8]. Наноспутник SamSat-218Д формата CubeSat 3U – первый 

наноспутник, разработанный студентами и учёными Самарского 

университета. 28 апреля 2016 года он стал участником первой пус-

ковой кампании с космодрома Восточный, и одновременно с дву-

мя другими спутниками («Михайло Ломоносов» и Аист-2Д) был 

выведен на орбиту с наклонением 97,3º и средней высотой 486 км 

с помощью ракеты-носителя «Союз-2.1а». SamSat-218Д был пред-

назначен для отработки ряда технологических и образовательных 

задач. В первую очередь он предназначался для отработки алго-

ритмов управления ориентацией наноспутников. Однако, после 

запуска на орбиту установить связь с ним не удалось. 

На рис. 5.1 приведены графики зависимости баллистического 

коэффициента наноспутника SamSat-218Д от угла атаки при разных 

значениях угла собственного вращения, рассчитанные по формулам 

(2.5) и (2.6). Отношение максимального баллистического коэффици-

ента к минимуму составляет 4,75. Этот факт позволяет получить ин-

формацию об ориентации и динамике движения наноспутника из 

сведений о значении баллистического коэффициента. 

Рассмотрим траекторные измерения наноспутника SamSat-

218Д. На рис. В1 (см. Введение, стр. 7) показаны изменения высо-

ты его орбиты. Сведения приведены на основании обработки дан-

ных из файлов TLE системы NORAD [42]. 
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Рис. 5.1. Зависимость баллистического коэффициента наноспутника 

SamSat-218Д от угла атаки   и угла собственного вращения  

(1 – 0  град; 2 – 45  град; 3 – усреднённая 

 по углу собственного вращения) 

 
Следует отметить, что рассматриваемому временному интер-

валу движения спутника (28 апреля 2016 года – 24 ноября 2018 
года) соответствует уменьшение солнечной активности, что при-
водит к снижению плотности верхней атмосферы и темпа падения 
высоты полёта.  

Используя информацию об изменении высоты наноспутнка 
SamSat-218Д (траекторные измерения), а также данные о его кон-
структивных параметрах (масса, моменты инерции, аэродинамиче-
ские характеристики) и результаты теоретических исследований 
режимов динамики движения наноспутника формата CubeSat3U 
[7] требуется: 

1) изучить изменения баллистического коэффициента нанос-
путнка SamSat-218Д; 

2) выявить наиболее вероятный режим движения наноспутни-
ка SamSat-218Д относительно центра масс, который был реализо-
ван после отделения от разгонного блока «Волга». 
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5.2 Методика оценки баллистического коэффициента 

 

Возмущения орбиты спутника, вызванные действием аэроди-

намического ускорения, для круговой орбиты описываются фор-

мулой [11]: 

q
r

rr x
 2 . (5.1) 

Используя (5.1), а также файлы TLE для спутников SamSat-
218Д и Аист-2Д, предлагается следующая методика вычисления 
усреднённого за сутки баллистического коэффициента для нанос-
путника SamSat-218Д [43]: 

– вычисление радиус-векторов по данным TLE файлов на мо-
мент времени получения эфемерид для спутников SamSat-218Д и 
Аист-2Д 

3 2/ nr  , 

где n – среднее движение; 
– сглаживание и повторная дискретизация таблицы данных 

радиус-векторов обоих спутников, полученных в пункте (1), куби-
ческим сглаживающим сплайном с шагом дискретизации одни су-

тки и параметром сглаживания 95,0p  (выбранная величина па-

раметра сглаживания обеспечивает приемлемую интерполяцию с 
удалением высокочастотных шумов); 

– вычисление производной радиус-вектора для SamSat-218Д и 

Аист-2Д методом численного дифференцирования; 

– определение среднесуточной плотности атмосферы 

(рис. 5.2) по торможению спутника Аист-2Д, для которого величи-

на баллистического коэффициента известна и составляет 

/ккм0227,0 2
const   (Аист-2Д поддерживает свою ориентацию в 

орбитальной системе координат) 
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aconstaa rr  / , 

где ar  – радиус-вектор спутника Аист-2Д; ar  – производная ради-

ус-вектора спутника Аист-2Д; 
– вычисление среднесуточной плотности атмосферы для 

спутника SamSat-218Д с использованием формулы корреляции 
слоёв верхней атмосферы из ГОСТ 25645.101-83 [44] (рис. 5.2) 

])[exp( 332 arara ssaass  , 

где коэффициенты 1/2
2 км71604,0 a  и км34,64613 a  взяты для 

высотного диапазона км600км180  H  и индекса солнечной 

активности Гц)Вт/(м1075 222
7,10  F ; 

 

 
 

Рис. 5.2. Изменения плотности атмосферы во времени для спутников 

Аист-2Д (голубой), SamSat-218Д (чёрный) 
 

– вычисление усреднённого за сутки баллистического коэф-

фициента ss  для SamSat-218Д: 

ssssssss rr  / , 

где ssr  радиус-вектор спутника SamSat-218Д; ssr  – производная 

радиус-вектора спутника SamSat-218Д. 
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На рис. 5.3 представлены результаты оценки усреднённого 
баллистического коэффициента для наноспутника SamSat-218Д. 

 
 

Рис. 5.3. Изменения усреднённого за сутки баллистического  

коэффициента наноспутника SamSat-218Д 

 

На рис. 5.4 показан фрагмент графика изменения усреднённо-

го за сутки баллистического коэффициента во времени с 16 по 100 

сутки. 

  
 

Рис. 5.4. Изменение усреднённого за сутки баллистического  

коэффициента (с 16 по 100 сутки) 
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Следует принимать во внимание, что вариации усреднённого 
баллистического коэффициента обусловлены как ошибками траек-
торных измерений, так и характером углового движения нанос-
путника. 

 
5.3 Анализ движения 

 

Для качественного анализа движения относительно центра 
масс наноспутника SamSat-218Д используется приближённая мо-
дель углового движения в плоскости круговой орбиты относитель-
но траекторной системы координат (2.3), которая описывает изме-
нение угла атаки под действием гравитационного момента и аэро-
динамического восстанавливающего момента 

В силу неизвестности начальных угловых скоростей, приобре-
тённых наноспутником SamSat-218Д после выхода из пускового уст-
ройства, проведено многократное моделирование движения в широ-
ком диапазоне значений начальных угловых скоростей с использова-
нием данных об изменении плотности атмосферы (рис. 5.2). Целью 
моделирования является установление соответствия между вариа-
циями расчётного и найденного по траекторным измерениям усред-
нённого баллистического коэффициента (рис.5.4).  На рис. 5.5 пока-
зано изменение отношения  Ma /Mg максимальных значений аэроди-
намического и гравитационного моментов с 16 по 100 сутки, которое 
обусловлено цикличностью изменения плотности атмосферы, вы-
званного солнечной активностью.  

Из полученных результатов следует, что наиболее вероятным 
движением относительно центра масс наноспутника SamSat-218Д 
является переходный режим движения между различными поло-

жениями равновесия по углу атаки   (см. рис. 2.2). Такому режи-

му движения относительно центра масс соответствует изменение 
угла атаки, показанное на рис. 5.6 и изменение усреднённого бал-
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листического коэффициента на указанном промежутке времени, 
показанное на рис. 5.7.  

 
 

 
 

Рис. 5.5. Изменение отношения максимальных значений  

аэродинамического и гравитационного моментов с 16 по 100 сутки 
 

 

 
 

Рис. 5.6. Изменение угла атаки с 16 по 100 сутки 
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Рис. 5.7. Изменение усреднённого баллистического коэффициента  

с 16 по 100 сутки 

 

Вначале непродолжительное время наноспутник совершает ко-

лебания относительно положениями равновесия по углу атаки   

(порядка 65 град). Затем, с ростом плотности атмосферы, растёт аэ-

родинамический момент и наноспутник переходит в колебания отно-

сительно нулевого значения угла атаки. Далее, с уменьшением плот-

ности атмосферы, аэродинамический момент уменьшается и нанос-

путник переходит в колебания относительно изменяющегося поло-

жения равновесия   (в диапазоне 35-75 град). Такой сложный ха-

рактер изменения проявляется только при наблюдаемых соизмери-

мых величинах аэродинамического и гравитационного моментов.  

Недостаточная определённость вывода о режиме движения 

обусловлена практически неизменной плотностью атмосферы в 

виду снижения солнечной активности в рассматриваемый период 

времени движения наноспутника. 

В дальнейшем предполагается продолжить наблюдение за 

торможением наноспутника SamSat-218Д для того, чтобы повы-

сить степень достоверности выводов об изменяемой динамике 



 
120 

движения и справедливости разработанной методики проектиро-

вания аэродинамически стабилизируемого наноспутника. 

Предложенный подход к анализу углового движения нанос-

путника по траекторным измерениям, апробированный в рамках 

«пассивного» эксперимента на наноспутнике SamSat-218Д, позво-

ляет разработчикам наноспутников с неуправляемым движением 

относительно центра масс сделать выводы о причинах наблюдае-

мого движения по известным характеристикам космического ап-

парата. Если наноспутник после выхода на орбиту должен изме-

нить свою конфигурацию, например, раскрыть панели солнечных 

батарей, или выдвинуть штанги, то применение этого подхода по-

зволяет сделать вывод о выполнении такой операции. 
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