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Часть 1

О с н о в н ы е  у р а в н е н и я  
м а т е м а т и ч е с к о й  

ф и з и к и



Введение

Дифференциальными уравнениями называют такие уравнения, в ко
торые, помимо неизвестной функции, входят и ее производные. Если 
неизвестная функция зависит от нескольких переменных, то дифферен
циальное уравнение называют уравнением в частных производных. Чис
ло ш называется порядком уравнения в частных производных, если оно 
содержит хотя бы одну производную порядка га и не содержит ни одной 
производной порядка т + 1 . Произвольное уравнение порядка ш в случае 
п независимых переменных имеет вид:

г, (  ди ди д 2и д т \
F(*"•••*■’ “■ as? Щ ' '"S fC S F  J = 0 (1)

Уравнение (1.1) называется линейным, если оно линейно относитель
но неизвестной функции и всех ее производных. Например, уравнение

о д 2и д2и ди
х  +  sm у-к~^-------^~ +  и =  х  +  2уох* о х д у  ах

является линейным уравнением второго порядка относительно функции 
и(х,у).

Уравнение в частных производных называется квазилинейным, если 
оно линейно относительно старших производных. Например,

д 2и д 2и ( д и \ 2
я- ? +  ^~я~ +  я~ +  cos и =  0.о х 1 о х о у  \ д х )

Уравнение
(  д 2и \ 2 д 2и { д и \ 2
\ЪУ2)  + d ^ + [ d i )  + u  =  0

является примерем нелинейного уравнения в частных производных.
Уравнения в частных производных имеют очень широкое примене

ние, так как они неизбежно возникают при математическом моделиро
вании почти всех явлений и процессов в природе и обществе. К исследо
ванию уравнений в частных производных привлекаются многие разделы 
современной математики: математический анализ, алгебра, геометрия, 
комплексный анализ, функциональный анализ и особенно — теория бес
конечномерных функциональных пространств.



Глава 1

Дифференциальные 
уравнения с частными 
производными первого 
порядка

1.1. Квазилинейные уравнения

Рассмотрим сначала случай двух независимых переменных х, у. Диф
ференциальным уравнением в частных производных первого порядка 
называется соотношение F (x ,y ,u ,u x,uy) =  0. Если функция, стоящая 
в левой части этого соотношения, линейна относительно частных произ
водных их и иу, то уравнение называется квазилинейным и его можно 
записать в виде:

f\ (x ,y ,u )u x +  f 2{x ,y ,u )u y =  f 3(x ,y ,u ) .  (1.1)

Решением уравнения (1.1) называется непрерывно дифференцируемая 
функция и(х ,у ) ,  обращающая уравнение в тождество.

Будем изучать уравнение (1.1) в некоторой области 12 £ Я3 перемен
ных х ,у ,и .  Пусть в этой области функции / ь / 2,/3  непрерывно диффе
ренцируемы и f i  +  /|  ^  0. Последнее условие означает, что уравнение 
(1.1) не вырождается и в каждой точке области 12 является дифферен
циальным.

Для исследования уравнения (1.1) оказывается весьма полезной его 
геометрическая интерпретация. Обозначим и =  (их,и у, — I) — вектор 
нормали к графику решения и =  и (х ,у )  уравнения (1.1), /  -  ( / ь / 2, / 3).



1.1. Квазилинейные уравнения

Заметим, что вектор /  определяет в области О векторное поле. Теперь 
уравнение (1.1) можно рассматривать как равенство нулю скалярного 
произведения векторов и и /  : (м, / )  =  О, т.е. эти векторы ортогональ
ны. Последнее утверждение эквивалентно тому, что вектор /  лежит в 
касательной плоскости к графику решения. Таким образом доказана сле
дующая теорема.

Теорема 1.1. Непрерывно дифференцируемая функция и — и (х ,у ) 
тогда и только тогда является решением уравнения (1.1), когда ее график 
в каждой своей точке касается векторного поля / .

Рассмотрим систему обыкновенных дифференциальных уравнений, 
порожденную векторным полем / ,  т.е. систему, определяющую вектор
ные линии поля. Пусть г  -радиус-вектор векторной линии. Тогда вектор 
dr — dxi +  dyj +  duk направлен по касательной к ней. По определе
нию векторной линии вектор /  =  ( / ь / 2, / 3) должен быть коллинеарен 
вектору dr, откуда следует пропорциональность их компонент:

dx dy du

Отсюда следует:

I  =  >'■ t  =  h ' t  =  (L2)
Система (1.2) называется характеристической, а фазовые кривые этой 
системы, (т.е. проекции ее интегральных кривых в пространство Я3), 
называются характеристиками уравнения (1.1).

Соотношения (1.2) означают, что характеристики уравнения (1.1) ка
саются векторного поля / .

Лемма 1.1. Если характеристика а имеет общую точку с поверхно
стью S, являющейся графиком решения и =  и {х ,у )  уравнения (1.1), то 
она целиком принадлежит S.

Доказательство. Пусть (х°,у°,и°)  — общая точка кривой а и по
верхности S, то — значение параметра т на а, соответствующее этой 
точке. Обозначим через а ’ кривую на S :

х  =  х{т), у =  у(т), и =  и(х{т), у{т)), 

где х (т ), у[т) определяются из системы

:Г  =  f i ( x ,y ,u (x ,y ) ) ,  - j -  =  f 2{x ,y ,u (x ,y ) ) ,  х{т0) =  х°, у(т0) ± у ° .  
ат ат

(1.3)
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Так как а' лежит на интегральной поверхности, то в точках этой кривой 
справедливо и уравнение (1.1). Подставим (1.3) в (1.1). Получим:

dudx dudy  „ . . ..

Здесь слева стоит полная производная и(х ,у )  вдоль а' : ^  =  /з , и это
означает, что и(х, у) удовлетворяет третьему из уравнений системы (1.2). 
Принимая во внимание первые два соотношения в (1.3), заключаем, что 
а' является фазовой кривой системы (1.2). Так как через любую точку 
(х ,у ,и )  может проходить только одна фазовая кривая системы (1.3), то 
а и а1 совпадают.

Пусть {сг^} — семейство гладких кривых в R3. Будем говорить, что 
поверхность S составлена из кривых если через каждую точку по
верхности S проходит некоторая кривая этого семейства и принадлежит 
поверхности S.

Теорема 1.2. Непрерывно дифференцируемая функция и =  и(х ,у )  
тогда и только тогда является решением уравнения (1.1), когда ее график 
составлен из характеристик.

Доказательство. Пусть и — и(х, у) — непрерывно дифференцируе
мая функция и ее график S составлен из характеристик уравнения (1.1). 
Как мы выяснили выше, характеристики касаются векторного поля. Это 
означает, что для любой точки (х, у ,и ) £  S вектор /  =  f ( x , у, и) касается 
характеристики, проходящей через эту точку и принадлежащей поверх
ности S. Следовательно, /  лежит в касательной плоскости к S' и, в силу 
теоремы 1.1, функция и =  и (х ,у ) является решением уравнения (1.1).

Пусть теперь и =  и(х, у) — решение уравнения (1.1). Тогда через каж
дую точку ее графика можно провести характеристику, которая, в силу 
леммы 1.1, принадлежит S. Это означает, что поверхность S составлена 
из характеристик.

Задача Коши для уравнения (1.1) состоит в определении той ин
тегральной поверхности, которая проходит через заданную кривую L в 
пространстве R3 переменных х ,у ,и .  Обозначим через I проекцию кри
вой L на плоскость х, у. Тогда задача Коши сводится к отысканию такого 
решения уравнения (1.1), которое принимает заданное значение щ  на I.

Предварительно наметим путь решение поставленной задачи. Пусть 
Мо — некоторая точка линии L. Примем ее координаты за начальные 
данные функций, удовлетворяющих системе (1.2). Согласно теореме су
ществования и единственности, получим вполне определенную характе
ристику уравнения (1.1), выходящую из точки М0. Проделывая это для



каждой точки линии L, получим семейство характеристик. Предполо
жим, что это семейство образует поверхность. Тогда она является ин
тегральной поверхностью уравнения (1 .1 ) и, кроме того, проходит через 
заданную кривую. Следовательно, построенная поверхность есть реше
ние задачи Коши.

Строгое обоснование существования и единственности решения за
дачи Коши требует некоторых дополнительных предположений о функ
циях / ь / 2,/3 и кривой L. Оказывается, если кривая L сама является 
характеристикой, то указанный выше прием построения характеристик, 
выходящих из точек кривой L, приведет не к поверхности, а к самой ли
нии L (см. пример 1 ). Задача может не иметь решения вовсе. Это будет в 
том случае, когда характеристики, выходящие из точек линии L не обра
зуют в окрестности этой линии поверхность, имеющую явное уравнение 
и =  и(х,у), где и (х ,у )  однозначна и непрерывна и имеет непрерывные 
производные первого порядка, (см. пример 2).

Пусть L - непрерывно дифференцируемая кривая без самопересече
ний на плоскости переменных х, у и щ  — непрерывно дифференцируемая 
функция, заданная на I. Пусть L — кривая в пространстве Я3 перемен
ных х ,у ,и ,  которая является графиком функции определенной
на I.

Точка (х ° ,у ° ,и и) кривой L называется нехарактеристической, 
если проекция /  вектора f ( x ° ,y ° ,u 0) на плоскость и — 0 не касается в 
точке (х°,у°)  кривой I.

Пусть кривая I задана параметрически уравнениями: х  =  х(£), У =  
у(£)> причем х(£), у(£) € С 1 и х 3 +  у| ф 0. Тогда тот факт, что точка 
(х0,у°,и°)  является нехарактеристической, может быть выражен анали 
тически следующим образом:

1 0  1.1. Квазилинейные уравнения

xz(to) Уц((о)
f i (x ° ,y ° ,u ° )  / 2(т0, у0, г/°) Ф  0 -  ( 1 - 4 )

Здесь {о ' значение параметра соответствующее точке (х°, у°, и0).

Теорема 1.3. В некоторой окрестности нехарактеристической точ
ки существует единственное решение задачи Коши для уравнения (1.1). 
График этого решения составлен из характеристик, выпущенных из то
чек кривой L.

Доказательство. Проведем из точек кривой L характеристики. Для 
этого нужно решить систему ( 1 .2) с начальными условиями:

х | г = 0  =  х ( О ,  3/ | t - o  =  2 / ( 0 >  ф г - о  - - Щ ) ( 0 -
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Получим зависящее от параметра £ семейство характеристик:

х  — х(т, £), у =  у{т,£), и =  и(т,£). (1.5)

В силу известных теорем о дифференцируемости решений обыкновен
ных дифференциальных уравнений по начальным условиям и парамет
ру, функции (1.5) будут непрерывно дифференцируемо зависеть от т и ф  
Если первые два из соотношений (1.19) удастся разрешить относительно 
т  и то третье из соотношений (1.5), в силу теоремы 1.2, и будет яв
ляться решением поставленной задачи Коши. Для разрешимости первых 
двух соотношений (1.5) достаточно, чтобы при т  =  0, £ =  £о якобиан

Ч  Vi
Х т  У т

(1.6)

был отличен от нуля. Но, в силу системы (1.2), при выполнении усло
вия (1.4) он действительно отличен от нуля, и существование решения 
доказано. Единственность решения вытекает из леммы 1.1.

Пример 1. Рассмотрим уравнение

иих +  Ну =  1.

Система (1.3) для него имеет вид:

dx dy du
JF = U' 5F = 1- *  = L

Ее решением, выраженным через начальные значения, будет

т 2
X =  —  +  щт +  х 0: У =  т +  Уо, и =  т +  и0.

Пусть линия L, через которую должна проходить интегральная поверх
ность, задана уравнениями

х  =  £2 +  С  У  =  2£, и  =  £.

Подставляя в полученные решения х 0 =  £2+£, Уо — 2£, щ  =  £, получим 
семейство характеристик, проходящих через эту кривую:

г 2
х =  — +£т +  (, + £ , у =  т +  2£, и =  т +  £. (*)



12 1 .1 . Квазилинейные уравнения

Рассмотрим определитель (1.6) для нашего примера.

Д 7 +  2£ +  1
т +  £ = 1.

При т — 0, т.е. на кривой L, он отличен от нуля, стало быть, из первых 
двух уравнений (*) можно исключить параметры т и (  и выразить и как 
функцию х, у.

Пусть теперь линия L задана такими уравнениями:

х  =
2 ’

у =  и =  $.

Заметим сразу же, что это -  характеристика. Подставляя в решения 
системы (1.2) для нашего примера, как это сделано выше, начальные 
значения, получим

х ~  +  т )“ - У — т + £> и — т +  £.

Легко видеть, что мы получили уравнение той же кривой L , но только
сдвинутой на г, и это не дает новой информации. В этом случае опреде 
литель (1.6) равен нулю, и поэтому невозможно исключить параметры 
т и Тем не менее решение задачи Коши существует. Действительно, 
решение уравнения, которое мы сейчас изучаем, неявно задается урав
нением

Х ~~~ 2у2 +  ^ U ~  У  ̂
с, произвольной функцией / .  Если выбрать /  так. что / (0 )  =  0, и так, 
что функцию и можно определить однозначно, то все соответствующие 
интегральные поверхности и =  и(х, у ) будут проходить через кривую L.
Пусть, например, / ( и  — у) — — — у )2. Тогда и =  ~ +  |.

Зададим линию L уравнениями

т -= £2, у =  2£, и =  (.

Получим такое семейство характеристик

х  — ^т2 I у =  т +  2£, и =  т +  £.

Нетрудно видеть, что L не является характеристикой. Однако, опреде
литель

т +  2£ 2
т +  £ 1
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обращается в нуль при т =  0. Исключив т и ( ,  получим

и (х ,у )  =  | ± y j { x - j ) ,

но ни одна из этих функций не является решением задачи Коши, так как 
производные их, иу не ограничены при приближении к L.

1.2. Нелинейные уравнения
Рассмотрим дифференциальное уравнение в частных производных 

первого порядка
F (x ,y ,u ,p ,q )  =  0, (1.7)

где р =  их, q =  иу. Будем предполагать, что F  — непрерывная функция, 
обладающая непрерывными частными производными первого порядка 
по всем пяти аргументам в рассматриваемой области, причем r z  +  Fy -/-
0. Как и в случае квазилинейного уравнения, будет полезна геометри
ческая интерпретация уравнения (1.7). В любой точке P (x ,y ,v .) урав
нение (1.7) представляет собой соотношение между р  и q, определяю
щими направление касательной плоскости к интегральной поверхности. 
Возможные касательные плоскости образуют уже не пучок плоскостей, 
проходящих через прямую, а однопараметрическое семейство, огибаю
щей которого является коническая поверхность с вершиной в точке Р, 
которая называется конусом Монжа.

Итак, дифференциальное уравнение (1.7) в каждой точке простран
ства задает конус Монжа, а задача интегрирования этого уравнения со
стоит в отыскании поверхностей, которые в каждой своей точке касаются 
соответствующего конуса Монжа.

Рассматривая квазилинейное уравнение (1.1), мы выяснили, что оно 
задает поле направлений. Допуская некоторую вольность в терминоло
гии, можно сказать, что уравнение (1.7) задает «поле конусов Монжа».

Конусы Монжа можно представить также с помощью соотношений, 
задающих их образующие. Чтобы сделать это аналитически, введем па
раметры Л и s. Будем считать, что р и q — функции параметра Л : р =  
р(Л), q =  q(А), а параметр s — расстояние от вершины конуса вдоль фик
сированной образующей. Напишем уравнение касательной плоскости к 
интегральной поверхности в некоторой точке Р {х о, уп, щ )  :

и - щ =  р(\){х  -  х0) +  q(X)(y -  г/о),
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и продифференцируем его по параметру s, а затем по А. Тогда вдоль 
образующей

ё - ( Л ) |  +  „ Л ) | ,

Дифференцируя соотношение F  =  0 по А, находим:

Fpp/(X) +  Fgq'(X) — 0.

Из этих соотношений, каждое из которых выполняется вдоль образую
щей, в результате несложных преобразований полупим

dx : dy : du =  Fp : Fq : (pFp -t qFq).

Введя параметр т вдоль этих кривых, можем записать последнее соот
ношение в виде системы дифференциальных уравнений:

dx „  dy _  du „
р’ d: ' q' 57 = f  v + 9 V

Направления образующих конуса М онжа называются ха
рактеристическими направлениями.

В то время как в случае квазилинейного уравнения каждой точке 
пространства соответствует только одно характеристическое направле
ние, здесь мы в каждой точке имеем однопараметрическое семейство 
характеристических направлений.

Пространственные кривые, имеющие в каждой точке харак
теристическое направление, называются кривыми Монжа.

Характеристики являются решениями системы (1.8). Третье из урав
нений этой системы называется условием полосы. Оно означает, что 
функции х (т ), у (т), и(т), р(т), q(r) определяют не только простран
ственную кривую, но и плоскость, касающуюся ее в каждой точке.

Конфигурация, состоящая из кривой, и семейства касаю
щихся ее плоскостей, называется полосой.

Система (1.8) недоопределена, она состоит из трех уравнений отно
сительно пяти неизвестных функций. Получим еще два уравнения для 
заданной интегральной поверхности и — и (х ,у ).  Заметим, что на ин
тегральной поверхности и =  и(х, у) величины р и q можно рассматри
вать, как заданные функции от х  и у. Первые два уравнения системы
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(1.8) определяют на поверхности однопараметрическое семейство кри
вых, вдоль которых выполняется соотношение

du dx dy
—  =  их—  F uy—

и, следовательно,
du 
dr

Дифференцируя уравнение (1.7) по х, а затем по у, получим соотношения

=  pFp +  qFq.

1 JiP.r "4~ Fqqx ' f / ‘ p t Fx — 0,

FpPy F Fqqy F  I*u.q 'I- Fy =  0,

которые на поверхности и — и (х ,у )  являются тождествами. Так как, в 
силу системы (1.8), Fp =  dx/dr, Fq =  dy/dr, а также py =  qx, то мы 
видим, что для кривых Монжа, заданных функциями параметра т, эти 
два уравнения переходят в соотношения

± F F 4 > F F x =  0, ^ F F uq F F y =  0.

Таким образом, если кривая Монжа находится на интегральной поверх
ности, то координаты х, у, и ее точек и величины р, q вдоль этой
кривой удовлетворяют системе пяти обыкновенных дифференциальных 
уравнений

d x _  d y _  du
dr p’ dr 4’ dr

=  FP, ^  =  ^ = pFpF q F q, (1.9)

^  =  ~ (PFU F  Fx), ^  =  - ( q F u F Fy).

Эта система называется характеристической системой дифферен
циальных уравнений для уравнения (1.7).

Решения системы (1.9), удовлетворяющие также уравнению 
F  — 0, называются характеристическими полосами; их проек
ции в пространство Щхуи  ̂ называются характеристиками; их 
проекции в R*xy} — лучами.

Теорема 1.4. Функция F  является первым интегралом системы (1.9), 
т.е. F  =  ccmst вдоль решений системы (1.9).
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Доказательство. Действительно, если мы продифференцируем функ
цию F (x ,y ,u ,p ,q )  по параметру т, то получим:

dF dp dq du _  Фг ^ du
^ - F^  +  F4 r + t - T r + F -T r +  F4

В силу системы (1.9) выражение, стоящее в правой части, приобретает 
вид:

d F  ч
^  — ~fp{pFu  +  Дг) — Fq(qFu +  Ку) т Fu(pFv -t- qFy) +  FxFp -I f'yFq =  0.

Система (1.9) имеет единственное решение, удовлетворяющее неко
торому начальному условию, т.е. через каждую точку (x ,y ,u ,p ,q ) про
ходит единственная характеристическая полоса. Характеристики же не 
определяются однозначно точкой (х ,у ,и ) ,  т.к. к любой точке (х ,у ,и )  
можно различными способами дописать вектор (p,q) так, чтобы выпол
нялось соотношение F  =  0. Таким образом, по характеристике нель
зя однозначно достроить характеристическую полосу. Разным началь
ным наборам — точка (х , г/, и) плюс вектор (р, q) —- будут соответство
вать различные характеристические полосы. Их проекции в простран
ство Щху и̂\ определяют различные характеристики, проходящие через 
точку (х, у, и). Как и для квазилинейного уравнения, справедливо следу
ющее утверждение: если характеристическая полоса имеет общий 
элемент, т.е. значения x ,y ,u ,p ,q ,  с  интегральной поверхностью, 
то эта полоса целиком принадлежит интегральной поверхности 
(см., например, [6j).

Самым важным фактом теории уравнений в частных производных 
первого порядка является эквивалентность задачи интегрирования урав
нения с частными производными (1.7) и характеристической системы
(1.9). Мы это увидели на примере квазилинейного уравнения. Покажем, 
что и для общего нелинейного уравнения можно построить интеграль
ную поверхность с помощью характеристических полос, которые полу
чаются как решения характеристической системы.

Поставим задачу Коши. Пусть начальная полоса Г задана функ
циями x(t) ,y ( t ) ,u ( t ) ,p ( t ) ,q ( t )  параметра t, причем так, что ее проекция 
7  : x(t) ,y ( t ) ,u ( t )  не имеет точек самопересечения. Кроме того, предпо
ложим, что соотношение F =  0 и |  =  р^  которое называется
соотношением полосы, выполняются тождественно по t.

Задача Коши состоит в том, чтобы в окрестности у найти функцию 
и(х, у), удовлетворяющую в этой окрестности уравнению F(x , у , и, р, q) —
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О и принимающую вместе с функциями р =  их, q =  иу заданные на 7  

начальные значения.
Для решения поставленной задачи через каждый элемент начальной 

полосы Г проведем характеристическую полосу, которая задается с по
мощью параметра т. Эта полоса получается как решение системы (1.9), 
которое при т =  0 обращается в заданные элементы начальной полосы 
x(t.) ,y {t) ,u (t) ,p (t) ,q(t) .  Любое такое решение будем обозначать

(1.10)

Существование и единственность каждого решения, а также непрерыв
ная дифференцируемость по параметрам, гарантируется известными тео
ремами теории обыкновенных дифференциальных уравнений.

Первые три уравнения (1.10) определяют в параметрической форме 
некоторую поверхность. Если определитель

Д = х т x t 
У т  V t

(1.11)

отличен от нуля в некоторой окрестности начальной полосы, то мы смо
жем определить явное уравнение этой поверхности и =  и (х ,у ) ,  а так
же выразить р и q как функции переменных х  и у. Как было показано 
выше, F  является интегралом системы (1.9), поэтому на поверхности 
и =  и (х ,у )  выполняется соотношение F (x ,y ,u ,p ,q ) =  0. Остается от
крытым вопрос: будут ли найденные функции р и q частными производ
ными функции и (х ,у ) .  Если на поверхности и =  и(х, у) выполняются 
соотношения р — их, q — иу, то эта поверхность является интегральной 
и, таким образом, решает задачу Коши.

Пусть р =  их, q — иу на поверхности и =  и (х ,у ) .  Тогда, дифферен
цируя функцию и(х, у) по г  и t, будем иметь

-  =  0; 
0.

ди
дт Pafr ( 1.12)

Предположим теперь, что выполняются соотношения (1.12). Рассмат
ривая эти соотношения как систему линейных уравнений относительно 
неизвестных р и q и замечая, что определитель этой системы совпадает 
с определителем Д, отличным по предположению от нуля, получим, что 
р =  их, q — иу (проделать самостоятельно).

Так как первое из соотношений (1.12)
первых трех уравнений ( 1 .10), то остается шшснитьупиВЗрйЩйсловиях
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выполнено второе из соотношений (1 .12 ). Обозначим левые части урав
нений ( 1 .12 ) V  и U соответственно. Рассматривая их как функции т и t, 
выведем тождество

dU dV
- -(PrX t ~  Ptx7 +  qTyt -  qtyT)

и преобразуем его правую часть, использовав характеристическую си-
av
dtстему (1.9). Так как V =  0, то и Щ- =  0, поэтому получим:

dLJ
-гг; =  PtFp +  qtFq +  (pxt +  qyt)Fu +  Fxx t -\ Fyyt.

Дифференцируя теперь no t соотношение F  =  0, которое выполняется 
тождественно по т и t, имеем

P t . f i р  Q t . F q  ^ t F u  - f -  x t F х  y t F y  —  О ,

и поэтому

M - - - F U
дт

При фиксированном t это уравнение является линейным обыкновенным 
дифференциальным уравнением относительно функции U. Так как на 
кривой Г выполняется, по предположению, соотношение полосы, то в 
наших обозначениях U =  0 при т =  0. Но тогда из единственности реше
ния обыкновенного дифференциального уравнения с начальным услови
ем t/ =  0 следует, что U =  0 при всех значениях параметра т, что мы и 
хотели доказать.

Полученный результат резюмируем следующим образом.
Пусть дана пространственная кривая 7 : 2; =  х(1), у — y(t), и =  

u(t), которую можно дополнить функциями pit). q{t) до началь
ной полосы Г : x(t) ,y{t) ,u{t) ,p (t) ,q(t ,) ,  удовлетворяющей соотно
шению ^  =  р^  1 qtfjj и уравнению F  — 0. Если вдоль этой по
лосы Д =  Fpyt — Fqx t ф 0, то в окрестности полосы Г существует 
единственная интегральная поверхность, проходящая через эту 
полосу.

Все предыдущие рассуждения справедливы при выполнении условия 
Д ф 0. Постараемся сейчас выяснить, что же будет, если это условие не 
выполняется. Пусть Д =  0 вдоль некоторой полосы Г, на которой F  — 0 
и выполняется соотношение полосы. Предположим, что существует ин
тегральная поверхность и =  и(х ,у ) ,  проходящая через эту полосу. Тогда
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из условия полосы и равенства нулю определителя Д следует, что по
лоса Г удовлетворяет первым трем уравнениям системы (1.9). Но тогда, 
так как и F  =  0 на Г, нетрудно видеть, что и последние два уравне
ния характеристической системы выполняются. Следовательно, полоса 
является характеристи ческой.

Таким образом, если Д =  0 на Г, но существует интегральная 
поверхность, проходящая через полосу Г. то эта полоса явля
ется характеристической. При этом через нее может проходить 
бесчисленное множество интегральных поверхностей.

Если Д =  0 вдоль начальной полосы, которая не является характе
ристической, то решения задачи Коши, проходящего через эту полосу, 
не существует.

Здесь мы не будем более подробно рассматривать эти исключитель
ные случаи и отсылаем любознательных читателей к книгам [3], [4], [6].

1.2.1. Полный, общий и особый интегралы

В этом параграфе рассмотрим другой метод интегрирования урав
нения (1.7) и, в частности, решения задачи Коши, который позволяет 
избежать решения всех уравнений системы (1.9). Мы покажем, что для 
интегрирования уравнения (1.7) достаточно знать решение этого урав
нения, зависящее от двух произвольных постоянных.

Пусть мы имеем такое решение

и =  <р(х,у,а,Ь), (1.13)

где а и b произвольные постоянные. Частные производные р и q будут 
выражаться формулами

Р =  tpx(x ,y ,a ,b ) ,  q =  ipv(x ,y ,a ,b ) ,  (1.14)

и, следовательно, соотношение

F { х, у , <р(х, у. a, b), q>x{x, у , а, Ъ),<ру(х, у , а, Ь)) =  О

должно выполняться тождественно не только относительно х ,у ,  но и 
относительно а, Ь.

Если из соотношений (1.13) и (1.14) можно исключить постоянные
а, 6, и это исключение приводит к уравнению (1.7), то решение (1.13)
называется полным интегралом.
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Из полного интеграла можно получить и другие решения уравнения
(1.7) путем вариации постоянных с помощью операций дифференциро
вания и исключения.

Рассмотрим уравнение (1.7) и его полный интеграл (1.13). Пусть те
перь а и b — функции от х  и у. Обозначим

(но пока мы не можем считать, что эти функции равны соответственно 
их и иу) и подберем функции а{х ,у )  и Ь(х,у) так, чтобы эти равенства 
выполнялись. Продифференцируем (113) по х  и у.

Отсюда видно, что для того, чтобы у>х =  ит, (ру — иу, нужно, чтобы

Уравнения (1.16) имеют очевидное решение а =  const, b =  const., что 
приводит нас опять к полному интегралу. Другое очевидное решение мы 
получим из равенств <ра =  0, у>ь — 0. Если эти алгебраические уравнения 
можно разрешить относительно а и 6, то, подставив их в (1.13), получим 
решение, не содержащее ни произвольных постоянных, ни произвольных 
функций. Такое решение называется особым интегралом.

Если по крайней мере одно из равенств <ра =  0, у>ь =  0 не выполняет
ся, то функции а (х ,у )  и Ь(х,у) можно найти из условия существования 
нетривиального решения системы (1.16):

Если не все элементы определителя равны пулю, то обращение его само
го в нуль означает, что между а и b существует зависимость. Выразим 
эту зависимость формулой b =  и  (а) и подставим в (1.16). При этом урав
нения (1.16) приводятся к одному, которое имеет вид

Если из этого уравнения можно найти а как функцию от х, у , то будет 
найдена и функция Ь(х,у). Подставив ее в (1.13), получим решение, за
висящее от произвольной функции. Такое решение называется общ им  
интегралом.

Р =  Ч>х(х,У,а,Ь), q =  у, а, Ь)

^ х  — р х  фа.О'Х "Ь 

Ну =  СРу -}- lpa<hj “Ь Рь^у' (1.15)

(Ра&х Pb^x — 0,
РаФу ""Ь" РФу

(1.16)

Р а  +  Ф ь и  (а )  -  0 .
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Нам будет полезна геометрическая интерпретация изложенного вы
ше. Рассмотрим полный интеграл уравнения (1.7). Он представляет со
бой, как мы выяснили, семейство интегральных поверхностей уравнения
(1.7), зависящее от двух параметров. Для получения особого интегра
ла мы выделяем из данного семейства некоторое однопараметрическое 
семейство, а затем находим его огибающую. Линии, вдоль которых оги
баемая поверхность соприкасается с огибающей, находятся из системы

Г и =  <р(х,у,а,и>(а)) =  О 
\ <Ра +  </W (a) =  О,

Гд е  Ь =  ш(а), при постоянном значении параметра. Так как функцию 
и>(а) можно выбрать так, чтобы для некоторого а она принимала произ
вольное значение Ь, а ее производная и> (а) имела произвольное значение 
с, то два уравнения:

и -  (р(х,у,а,Ь), (1.17)

О =  (ра +  с<рь, (1-18)

определяют семейство кривых, зависящее от трех параметров, которые
являются линиями касания огибающей и огибаемой поверхности. Пока
жем, что эти кривые являются характеристиками уравнения (1.7). Соот
ветствующие полосы, полученные с помощью формул р =  ipx(x, у, a, b), q =  
<ру(х, у , а, Ь), будут характеристическими. Продифференцируем (1.18) вдоль 
кривой, взяв в качестве параметра х  вместо т. Получим

Р̂ах 4~ СфЬх ~  Ух{}Рау F  C(fby). О--^)

Дифференцируя F (x ,  у , у>(х, у, a, b),p, q) — 0 сначала. по а, а затем по Ь,
получим

7*и'ра “Ь Fp(pax -|- F р-рау =  0)
7ц(рь Fpipbx 4_ F -ррьу 0.

Умножая второе равенство на с, складывая с первым и учитывая (1.18) 
и (1.19), получим Fvyx -  Fq =  0. Из полученного равенства сразу же 
следует, что

dx dy
^  =  Fp' T r = F<"

т.е. кривые, определяемые из уравнений (1.17) и (1.18) суть характери
стики уравнения (1.7).
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Отсюда следует, что всякий полный интеграл дифференциального 
уравнения с частными производными дает трехпараметрическое семей
ство характеристических кривых и полос. Таким образом, для того, что
бы проинтегрировать уравнение (1.7), достаточно найти его полный ин
теграл. Есть несколько способов нахождения полного интеграла. Один 
из них будет изложен в следующем параграфе.

1.2.2. Метод Лагранжа-Шарпи

Для изложения метода отыскания полного интеграла рассмотрим пред
варительно вопрос о нахождении решения системы двух уравнений пер
вого порядка с одной неизвестной функцией.

Пусть даны два уравнения

F (x ,y ,u ,p ,q )  =  0; , .
G{x, у, и,р, q) =  0.

Предположим, что в некоторой области в пространстве переменных 
(х , г/, и,р, q) эти уравнения можно разрешить относительно р и q :

I ;  =  А(х,у,и)\  
Ш =  В (х ,у ,и ).

( 1.21)

Эта система переопределена, поэтому решение может и не существовать. 
Выведем условие совместности системы (1.21).

Пусть решение существует. Тогда оба соотношения (1.21) выполня
ются тождественно. Продифференцируем первое по х, а второе по у :

д 2и ди
— Ау +  Аи-

дхду  у иду '

d*u д , д дил л ■‘-'X 1 и ло х о у  ох
Отсюда сразу получаем необходимое условие совместности

Ау +  А иВ  =  Вх +  ВиА. (1-22)

Покажем теперь, что тождественное выполнение этого условия является 
и достаточным для совместности системы (1.21).

Проинтегрируем первое из уравнений (1.21), считая у параметром:
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и добавим к этому уравнению некоторое начальное условие и(хо, у) =  
w(y)- Пусть решением этой задачи является функция

и =  p ( x , y , x 0,w {y)),

причем в силу начального условия

p (x 0, y ; x 0,w (y)) =  w(y).

Последнее равенство продифференцируем по у :

w'(y)  =  Ру +  <pwvJ (у)-

Потребуем теперь, чтобы полученное решение задачи для первого урав
нения системы (1.21) удовлетворяло и второму:

Vy +  V w -r  =  В(х, у , р(х , у, х 0, ги(у))). dy

Разрешим это уравнение относительно w :

w, =  B i x ^ t p )  _  Ру 123
Ри< Pw

Заметим, что в левой части стоит функция только переменной у. Найдем 
условия, при выполнении которых и правая часть зависит только от у. 
Для этого найдем производную по х  :

[.Вх(х , у, р) +  Ви{х, у, р )р х -  p yx\pw -  [В(х, у, р) -  p y\pwx =  0.

Преобразуем это выражение. Для этого продифференцируем тождество 
рх =  А(х, у, р)  по у и по w :

Vxy =  Ay(x,y,tp) +  Auify,

tPxuu ~  Au(x, у ,

и подставим в интересующее нас выражение. Получим, что

[Вх -f- B UA Ay A uUyjpw =  0

в силу условия (1.22), следовательно, правая часть (1.23) действитель
но не зависит от х. Заметим, что тогда в правой части уравнения (1.23) х
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можно заменить на хо, а затем преобразовать, учитывая ip(x0, 2/; то, w(y))  = 
гн(у) и и) {у) =  уЭу +  ipww (y ) .  Тогда получим:

Интегрируя (1.24) с начальным условием w(j/o) =  щ ,  получим

w =  1р{у,у0,щ ) ,

причем ф(уо, Уо, щ ) — щ. Подставляя это решение в решение первого из 
уравнений системы (1.21), находим решение этой системы:

которое при х  =  То, у  =  у о обращается в щ.
В силу построения и свойства единственности решений обыкновен

ных дифференциальных уравнений, оказывается справедливым следу
ющее утверждение: если существуют непрерывные частные про
изводные Ау, А и, Вх, В„ и выполняется условие интегрируемости 
(1.22), то система (1.21) имеет единственное решение, удовле
творяющее условию U  =  Щ  при X  =  То, У =  Т/0 -

Идея метода Лагранжа-Шарпи построения полного интеграла состо
ит в нахождении второго уравнения, которое вместе с данным образует 
соместную систему, причем это уравнение подбирается так, чтобы оно со
держало одну произвольную постоянную. При интегрировании получен
ной системы появляется еще одна произвольная постоянная. В результа
те мы получаем решение, зависящее от двух произвольных постоянных, 
т.е. полный интеграл.

Итак, рассмотрим уравнение первого порядка (1.7):

так, чтобы система уравнений (1.7) и (1.25) была бы совместной. Усло
вия совместности (1.22) получены для системы уравнений, разрешенных 
относительно р и q. Опираясь на этот результат, получим условия сов
местности системы уравнений (1.7) и (1.25). Пусть якобиан

w' =  B (x 0,y ,w (y )) . (1.24)

и =  <р(х,у,х0,ф{у,уо,и)),

F {x ,y ,u ,p ,  q) =  0. 

Постараемся найти второе уравнение

Ф(х ,у ,и ,р ,  q) =  a (1.25)
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Тогда систему (1.7), (1.25) можно разрешить относительно р и q. Диф
ференцируя (1.7) и (1.25) по и, получаем:

и +  рд и +  яди  ’

ф в +  ф  , ^  +  Ф  Д  =  0  
и +  рд и +  чди ’

откуда
dp FuФч -  /',Ф и dq FpФц -  /фФр
du FpФ9 -  Т9ФР ’ ди Fp$ q -  Fq$ p

Дифференцируем те же равенства по т  и по у и из получившихся систем 
найдем

<9*7 Fp<bx -  ТхФр др РуФч -  7,Фр
ГрФч -Р ,Ф р ’ ду Fp$ q - F q$p 

Подставляя полученные выражения в условие совместности, используя 
тот факт, что

др д A dq д Б  dq dB dp dA
dxL d u ' du d u ’ dx d x ' dy d y ’

и освобождаясь от знаменателя, который по предположению не равен 
нулю, после элементарных преобразований получим:

«Эф (Уф (ЭФ (ЭФ (ЭФ

F’ t e +F' f t HpF,+,,F')^ ~ (Fl+pF' )W {F’+qF' )e ;  = '>' (126)
Это линейное дифференциальное уравнение в частных производных от
носительно неизвестной функции Ф. Для решения его запишем соответ
ствующую систему обыкновенных дифференциальных уравнений:

dx dy du dp dq
Fp Fq pFp +  qF4 pFu +  Fx qFu +  Fy

Так как нам достаточно найти лишь одно частное решение уравнения 
(1.26), то, следовательно, достаточно найти один первый интеграл си
стемы (1.27):

Ф { x ,y ,u ,p ,q )  =  а.

Пример
Найдем полный интеграл уравнения:
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2px2 2qy2 2 p2x2 +  2 q2y2 2 p2x — p 2q2y — q

Найдем интегрируемую комбинацию. Для этого заметим, что

pdx xdp
2р2х 2 рх — 2 р2х 2'

Отсюда сразу же вытекает

pdx +  xdp pdx 
px 2 p2x2 ’

что можно записать гак:

d(px) dx
px 2px2 ’

откуда
. dx 1 Inx a

=  P - j — +  ; .

Совершенно аналогично получаем, что

1 Iny b
Я — о  _ -2 У  У

Теперь решение можем записать, исходя из уравнения: 

и — Inx +  а)2 +  (^Iny +  b)2.

1.2.3. Решение задачи Коши по известному полному 
интегралу

Рассмотрим задачу отыскания интегральной поверхности уравнения 
первого порядка, которая проходит через заданную кривую I : х  =  
<p(t), у =  и =  х (0 - Пусть нам известен полный интеграл и —
Ф(х,у,а,Ь). Найдем общий интеграл из уравнений

и — Ф(т, у : а, сп(а)), (1.28)

Фа{х,у ,а ,ш {а))  +  Ф „(х,у ,а,ш{а))ш'(а)  =  0. (1.29)
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Определим функцию ш(а) так, чтобы поверхность, задаваемая уравне
ниями (128) и (1.29), проходила через кривую I, для чего подставим 
параметрические уравнения кривой в (1.28).

~ x { t )  + Ф {ф ) ,ф Ц ) ,а ,ш (а ) )  =  0. (1.30)

Чтобы избежать громоздких выражений, обозначим левую часть (1.30) 
U(t,a,uj(a)). Тогда (1.29) примет вид:

Ua(t,a, ш(а)) +  — 0. (1-31)

Если и  (а) уже известна, то (1.30) определяет а через t, т.е. выделяет 
в каждой точке кривой I поверхность из семейства поверхностей и =  
Ф(х, у, а, проходящую через эту точку, и огибающая совокупности
таких поверхностей и есть искомая интегральная поверхность. Продиф
ференцируем (1.30) по t :

Ut +  [Ua +  1 Ы ( а ) } ~  =  0. (1.32)
at

В силу (1.31), Ut =  0. Последнее равенство вместе с (1.30) дает семей
ство от одного параметра. Исключение этого параметра дает искомое 
решение.

Пример
Найти решение уравнения и =  px +  qy+pq,  проходящее через кривую

х  =  0, и =  у1.

Найдем полный интеграл, для чего запишем систему уравнений:

dx dy du dp dq
x +  q у +  p px +  qy +  2 pq 0 0

Из двух последних членов системы сразу же получаем р  =  a, q — Ь,
поэтому полный интеграл уравнения (в силу самого уравнения) имеет
вид:

и =  ах +  Ьу +  аЬ.

Запишем параметрическое уравнение кривой х  =  0, у =  t, и — t2 и 
подставим в полный интеграл: t2 =  bt +  ab. Дифференцируем по t, и в 
результате находим Ъ =  21. Подставив найденное значение параметра в
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полный интеграл, найдем значение параметра а =  — Подставив най
денные значения параметров в полный интеграл, получим выражение, 
зависящее только от t :

t 2
и =  - - Х  +  2ty — t .

Найдем огибающую этого семейства. Дифференцируем по ( и находим 
t — у — После элементарных преобразований получаем искомое реше-



Глава 2

Уравнения в частных 
производных второго 
порядка

2.1. Классификация уравнений
Линейное уравнение второго порядка относительно неизвестной функ

ции и(х), где х =  (хх, ...х„), можно записать в виде:

п г)2и -  fhi
£  “ /(*)• <2Л> г,.7=1 J i—1

А  Я2
Выражение X] aii(x ) dxdx , содержащее все старшие производные,

называется главной частью уравнения. Пусть ж0— некоторая фиксиро
ванная точка. Рассмотрим квадратичную форму, коэффициентами ко
торой являются значения коэффициентов главной части, вычисленные 
в точке х° : dy- =  a,j(x’°) :

П

Q = /Г  a°ijPiPr
i.j-1

<5 называется характеристической квадратичной формой. Для того, что
бы найти некий инвариант, позволяющий каким-то образом классифи
цировать линейные уравнения второго порядка, перейдем к новым пере
менным с помощью невырожденного преобразования

& =  &(*)■ (2-2)
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Тогда
ди _  у л  ди д£к 
dii д£к д х г ’

д 2и у-> <92и <9£; у ^  ди д 2£к
Я£,Я£, Ят: Ят. ~ Я,dxidxj ^  dikd^i dxi dxj ^  д£к d x f ix j '

Подставив найденные производные в уравнение (1.3), получим

| > < о  щ к , + Р М ) к + т ч ~ т ’(23)

где

Обозначим

\ = д^к <Ki 
аы ^  G,'? дх , д х 3'IJ — l J

дЬ
а, к =  -к—-дх,

Тогда

0>к.1 —  ^  ' dij&ik&jl- 
i ,j= 1

Преобразуем теперь характеристическую квадратичную форму Q, 
положив

П

Pi =  Y l aikqk- (2-4)
к=1

Получим:

п п п п / п \ п

q = Y1 аЪ atkqk Y1 aiiqi = Y l (Y1 а°иа*ка̂ ) qkqi = ] l  йыЯкЧ1,
i,j= 1 fc=l 1=1 fc,i=l \ i j = l  /

где
п

а°ы =  Y 1  аЪа *каР-
4 = 1

Таким образом, коэффициенты главной части уравнения (1.3) в резуль
тате преобразования (2.2) меняются в точке х° так же, как коэффици
енты характеристической квадратичной формы Q при преобразовании
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(1.19). Это наблюдение позволяет найти некий инвариант, который мож
но положить в основу классификации линейных уравнений в частных 
производных второго порядка.

Действительно, как известно, выбором линейного преобразования мож
но привести матрицу (а°к1) квадратичной формы к диагональному виду, 
в котором \а°кк\ =  1, либо 0, аРы =  0, к ф I.

Согласно закону инерции, число положительных, отрицательных и 
равных нулю коэффициентов а° в каноническом виде квадратичной фор
мы инвариантно относительно линейного преобразования.

Определение. Уравнение (1.3) в точке х° называется:
— эллиптическим, если в каноническом виде характеристической 

квадратичной формы все п коэффициентов отличны от нуля и одного 
знака;

- гиперболическим, если в каноническом виде характеристиче
ской квадратичной формы все п коэффициентов отличны от нуля и один 
из коффициентов имеет знак, противоположный остальным;

— параболическим, если в каноническом виде характеристической 
квадратичной формы хотя бы один из коэффициентов равен нулю.

Проведенные рассуждения позволяют не только определить тип урав
нения, но и привести его к простейшему виду, который называется кано
ническим. Для этого достаточно выбрать новые независимые перемен
ные так, чтобы в точке ж0

_  о
<*гк a ik ,

где оРхк— коэффициенты преобразования (1.19), приводящего характе
ристическую квадратичную форму Q к каноническому виду, например,

11
полагая Д =  )Г) одДг

г — 1

Пример. Привести к каноническому виду уравнение:

Цт; б 2 иХу 3 Uyy 4 UyZ 4- 8 uzz 4- их л у 0.

Запишем характеристическую квадратичную форму этого уравнения:

Q =  р\ ( 2pip2 -  Зрг -  4р-2Рз +  8рз,

и приведем ее к каноническому виду выделением полных квадратов: 

Q =  (Pi +  P i f  ~  (2Р2 +  Рз)2 +  9рз-



Положим

<71 =  P i  + Р 2 ;

<72 =  2 р 2 + Р з ;

<?з =  3 /а з-

Тогда Q — q \ -  gf +  <7з, стало быть, уравнение гиперболическое. Заметим, 
что в принятых нами обозначениях матрицей полученного преобразова
ния является Р  . Выразив р через q, получим:

1 1
Pi =  91 -  <̂72 +  g<73,

1 1
Р2 =  2 92 ~  б 9 3 ’

3 2  2.1. Классификация уравнений

Р з =  д<7з.

Тогда

Полагая

А =  Р~

£ =  х,
1 1

-7 =  - 2 *  +  2 » '

1 1 1 
С =  6X “ 6 * + 3*'

находим производные:
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1 1 1 1 J
и ху — 2 Н(Г) ~  QUK  ~  +  g U nC ~  3 6

1 1
иу: — q u v( “

Подставив найденные производные в исходное уравнение, получим его 
канонический вид:

Ис£ У V.ji .

Задачи
Определить тип уравнений и привести к каноническому виду.

1. Х̂Х + 2 иху Т 2 Иуу 4 4uyz 4 5 uzz -  XUx + yuz = 0.
2. 'U’XX - 4 иХу 4 2ихг 4 4 Uyy 4- uzz --  2xyux +- З.ти == 0
3. UXX + 2Иху 4- 2 Иуу -  2uyz 4- 3az --  u =  0.
4. У*ХХ+ 2нХу 2hxz + 2 Uyy + 6 uzz - 0.
5. 4 их.7.' -  4 ихУ — 2llyz +  Uy +  Uz — 0.
6. Иху - итг 4- Ux +  Uy — uz =  0.
7. ИХх + 2 Иху -  2u „ 4- 2iiyy 4- 2uzz =  0.
8. Uxx 2 2 Иху -  4uxz 6 HyZ-  uzz --= 0.
9. Нхх + 2иху +  ‘2uyy 4~ 2uyz 4- 2tiyt + 2uzz -|- 3 uu - 0.
10. иху ~ Hj;t 1- Hzz - - 2uzt 4- 2utt - 0.

2.2. Приведение уравнений второго порядка 
к каноническому виду на плоскости

Рассмотрим квазилинейное уравнение на плоскости:

а (х ,у )иххЛ 2Ь(х, у)иху +  с (х ,у )и уу 4- /(ад у , и, их,и у) =  0, (2.5)

коэффициенты которого имеют непрерывные производные до второго 
порядка включительно и не обращаются в нуль одновременно. Характе
ристическая квадратичная форма уравнения (2.5) имеет вид:

Q — ар2 +  2 bpq I e g 2 .

Заметим, что коэффициенты главной части уравнения (2.5) не могут об
ращаться в нуль одновременно. Не ограничивая общности, можно счи
тать, что а(х°, у°) > 0. Тогда, в силу определения, уравнение (2.5) в точке 
(а:0, у0) является эллиптическим, если Ь2 — ас < 0, гиперболическим, если 
Ь2 — ас >  0, параболическим, если Ь2 -- ас — 0. Для того, чтобы привести
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уравнение (2.5) к каноническому виду, можно, как это сделано выше, 
использовать матрицу преобразования характеристической квадратич
ной формы. По существу мы так и поступим, но при этом постараемся 
увидеть некоторые новые детали, которые имеют большое значение для 
изучения уравнений в частных производных.

Перейдем к новым переменным с помощью невырожденного преоб
разования

(  (2.6) [  77 =  <р2{х,у).

В результате получим уравнение

аи^ +  2Ьи̂ г, +  сигт +  Ж ,  т), и , и( , uv) =  0, (2.7)

коэффициенты которого выражаются через коэффициенты уравнения 
(2.5) с помощью формул:

“  =  а& +  Щ х(у  +

Ь =  а£хг]х +  Ь(£хГ)у +  £УГ]Х) +  С^УГ)У, 

с =  ar]l +  2bqxrjy +  crfi.

Рассмотрим теперь уравнение в частных производных первого порядка

<2-8»
которое называется характеристическим уравнением.

Пусть в окрестности точки (х°,у°) Ь2 -  ас >  0. Тогда уравнение (2.8) 
можно записать так:

Приравнивая нулю каждое из выражений, стоящих в квадратных скоб
ках, получим два линейных (в отличие от уравнения (2.8)) уравнения в 
частных производных первого порядка:
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Для нахождения решения каждого из них запишем соответствующие им 
системы обыкновенных дифференциальных уравнений:

dx dy dx dy
а b +  y/b2 — ас о, Ь — s/b"1 — ас

или

ady — (b +  \A2 — a c)dx =  0, ady — (b — \fb2 — ac)dx — 0, (2.11)

которые можно записать в виде одного уравнения:

ady2 -  2bdxdy +  c.dx2 —  0 . (2.12)

Если коэффициенты а, Ь, с уравнения (2.5) имеют непрерывные частные 
производные до второго порядка и а(х°, у0) ^  0, то существуют интегра
лы уравнений (2.11):

<pi(x,y) — const, у>2(х ,у )  =  const, (2.13)

левые части которых будут решениями уравнения (2.8).
Кривые (2.13) называются характеристическими кривыми или 

просто характеристиками уравнения (2.5).
Для уравнения гиперболического типа 62 — ас >  0 и, следователь

но, интегралы (2.13) вещественны и различны, поэтому гиперболическое 
уравнение имеет два различных семейства вещественных характеристик. 

Положим в преобразовании (2.6)

С =  Ei (х ,у ).  ri =  <p2(x ,y ),

где (pi(x, у), у12();)', у )— различные решения уравнения (2.8). Тогда а =  с — 
0, Ь 0, и мы получаем каноническй вид гиперболического уравнения:

Щп =

Пусть в окрестности точки (х°, у0) Ъ2 -  ас — 0. ЗЪгда уравнение (2.5) 
параболическое, а уравнения (2.9) и (2.10) совпадают и обращаются в 
уравнение

4 ^  =  0. (2 .4 )
ах ау

Нетрудно видеть, что всякое решение уравнения (2.14), в силу условия 
Ь2 — ас =  0, удовлетворяет также уравнению
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Таким образом, параболическое уравнение имеет только одно семейство 
вещественных характеристик.

Положим в преобразовании (2.6) £ =  уэ(х,у), где ip(x ,y)— решение 
уравнения (2.14), а за г)(х,у) возьмем любую непрерывно дифференци
руемую функцию так, чтобы якобиан преобразования

то Ъ =  0 и канонический вид уравнения параболического типа таков:

Пусть теперь Ь2 — ас <  0, то есть уравнение (2.5) эллиптическое. 
Если коэффициенты а,Ь,с аналитичны в окрестности точки (х°,у°), то 
уравнение (2.8) имеет в этой окрестности аналитическое решение:

£ =  <р(х,у), т) =  т/(х,у)

был бы отличен от нуля в окрестности точки (т°, у0). Тогда а =  0, а так 
как

Uvv =

<р{х, у) =  (рг(х, у) + iip2(x, у).

Положим в преобразовании (2.6)

£ =  ipi(x,y), =  (х ,у ).

Разделяя в тождестве

действительную и мнимую части, получим



откуда следует, что а =  с, 6 — 0 и канонический вид эллиптического 
уравнения таков:

+  Urp, =  Ф(С V,11; Щ, ит))■

Рассмотрим примеры.
1 • UXX 2U Ху 3liyy 4 Uy 0.
b2 — ас — 1 -  ( —3) =  4 = >  уравнение гиперболическое. Запишем 

уравнение характеристик:

* 2iIdv - Ml' “ 0 <1)2 + 2% ~ 3 = 0 =* % = 1 " -*•
откуда находим характеристики: х  — у =  с, Зх +  у =  с. Положим 
£ =  х  — у, г) — Зх -{- г/ и найдем производные

и х  -  щ  г  З и , , ,

U j  x  —  П  г х 1 б  4 *  9 и , „ . .

U y  =  - Щ +  U y ,

U y y  2 и ^ у  4~ и щ ,

Uxy —  2и^у 4* 3urjr).

Подставляя найденные производные в уравнение, получим канонический 
вид

1,.{'ита uet(i) -- 0.
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If

Н-хг | yUyy 0.
b2—ac =  — у  = >  у  равнение гиперболическое при у  <  0 , эллиптическое 

при у >  0.
Рассмотрим случай у >  0.

dy2 4- ydx2 =  0. =4- = ±dx,  = >  х  ±  2 iJ y  — с.

Положим £ =  х, т/ =  2 у/у  и найдем производные:

их -  щ, ихх =  ик ,

1 1 1 _3
иу — Uy-jz., Uyy — ~ 2U,;  ̂ 2



После подстановки в исходное уравнение получим канонический вид

"Ь Ujjrf

3 . 4 Uxx 4 ~ 4 Uxy ^уу 2j\iy — 0 .

Ь2 — ас =  0 ==>■ уравнение параболическое.

Ady2 — Adxdy +  dx2 =  0 ==> (2dj/ — dx)2 =  0 = >  2у — x  =  с.

Положим £ =  x  — 2г/, rj =  x. Найдем производные и подставим в урав
нение. Получим канонический вид

У*Т]Т1 I' — 0.

Задачи
Привести к каноническому виду.

1. ихх +  2 иху — 3 иуу +  2их +  б иу — 0.
2. ихх +  Аиху +  5 иуу +  их +  2 иу — 0.
3- П'х;с 2иху -Ь Uyy 2их I- 3Uy и — 0.
4. ихх — 2 cos хиху — (3 +  sin2 х)иуу — уиу — 0.
5- У2ихх +  2 хуиху +  2 х2иуу +  уиу =  0.
6. tg2xuxx -  2ytgxuTy +  y2uyv +  <3 3.xuT =  0.
7 • yU'xx 4“ — 9.
8. X IL j x  4~ y u y y  — 0.
9. Wjj yxiyy =  0.
10. uxy -  x U y y  =  0.

2.3. Задача Коши для уравнения колебаний 
струны

1. Вывод уравнения колебаний струны
При построении математической модели необходимо отразить самое 

существенное в изучаемом явлении и отбросить второстепенное. Что яв
ляется главным, а что второстепенным определяется научным поиском 
на данном этапе исследований. Сейчас для нас главным будет построение 
максимально простой модели процесса колебаний струны, поэтому будем 
предполагать, что струна однородна, толщина ее постоянна., колебания

3 8  2.3. Задача Коши для уравнения колебаний струны
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происходят в одной плоскости х,и , а вектор смещения перпендикуля
рен в любой момент времени оси Ох. Тогда процесс колебания можно 
описать функцией u (x , t ), которая представляет собой смещение точек 
струны в момент времени t от положения равновесия, совпадающего с 
осью Ох.

Под струной понимают гибкую упругую нить. Математическое вы
ражение понятия гибкости заключается в том, что напряжения, возни
кающие в струне, всегда направлены по касательным к ее мгновенному 
профилю. Это, в свою очередь, означает, что струна не сопротивляется 
изгибу. Величина натяжения, возникающего в упругой струне, вычис
ляется по закону Гука. Будем рассматривать только малые поперечные 
колебания, поэтому будем пренебрегать квадратом их по сравнению с 
единицей. Выделим произвольный участок струны (хрТг) и найдем его 
длину после деформации.

в силу чего можно считать, что при малых колебаниях в пределах при
нятой точности удлинения участков струны не происходит. Но тогда, в 
силу закона Гука, следует, что величина натяжения Т  в каждой точке 
струны не меняется со временем. Покажем, что натяжение не зависит и 
от х. Найдем проекции натяжения на оси х тл и :

где а -  угол наклона касательной к кривой и(х. t) с осью Ох. На участке 
(т1,т 2) действуют силы натяжения, внешние силы и сила инерции. Так 
как мы рассматриваем только поперечные колебания, то сумма проекций 
всех сил на ось х  должна быть равна нулю. По предположению, силы 
инерции и внешние силы направлены вдоль оси и, поэтому

Теперь ясно, что Т(х, t) =  Т0.
Воспользуемся вторым законом Ньютона. Пусть р{х) -  линейная плот

ность струны. Приравняем изменение количества движения участка стру
ны (х ь х 2) за промежуток времени At =  t2 — t\ импульсу действующих

Ти — Т (х )  sin а  и  Т(х)  tg a  =  Т (х )и х,

Тх(х2) -  Тх( ц )  =  0.
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сил: натяжения Ta[ux(x2,t)  — ux(xi,t)\ и внешней силы, которую будем 
считать непрерывно распределенной с плотностью F(x , t), рассчитанной 
на единицу длины. Получим:

X I

JМ £ , г 2) -  =

£2 #2 £2

=  J  To[ux{x2,t) - u x(x u t)\dt +  J  J  F(£,t)d£dt.
t\ X\ t\

Предположим, что u(x ,t )  имеет непрерывные производные по обеим пе
ременным до второго порядка включительно. Тогда, применение теоре
му о среднем, разделив на A xA t ,  после чего, перейдя к пределу при 
х 2 —» X i , t 2 —> t\, получим дифференциальное уравнение поперечных 
колебаний струны:

p{x)utt =  Т0ихх +  F (x , t). (2.16)

В случае постоянной плотности и отсутствия внешних сил получим, обо
значив а2 =  То/р(х), уравнение свободных колебаний струны:

utt =  а2ихх. (2.17)

2. Решение уравнения колебаний струны
Рассмотрим уравнение (2.17) и найдем его характеристики.

dx2 — a2dt2 =  0 , = >  х  — at =  с, х  +  at — с.

Положим
£ =  х  — at, г) =  х  +  at.

Тогда уравнение (2.17) примет вид:

- ^ -  =  0 . д(дг,

Перепишем его так:
'д ,ди.

откуда легко следует, что функция, стоящая в скобках, не зависит от 77, 
то есть,

Ц =  / 1 (0 ,
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где /i(£)~~ произвольная функция. Интегрируя полученное уравнение по 
£, рассматривая д как параметр, найдем

= /(0 +
где произвольная функция. Возвращаясь к старым переменным,
будем иметь

и(х, t) =  f ( x  - a t )  t g(x  +  at,). (2.18)

Нетрудно проверить, что функция u(x, f), определяемая формулой (2.18), 
есть решение уравнения (2.17), если /  и произвольные дважды непре
рывно дифференцируемые функции.

Явление, описываемое функцией / ( х  — at), называется прямой вол
ной, а функцией д(х  +  at)— обратной волной.

3. О корректной постановке краевых задач
Из формулы (2.18) мы видим, что уравнение (2.17) имеет бесчислен

ное множество решений. Чтобы выделить одно, вполне определенное, 
нам понадобятся дополнительные условия.

Заметим, что любое уравнение в частных производных может иметь 
бесчисленное множество решений. Чтобы уравнение имело одно реше
ние, необходимо на искомое решение уравнения наложить дополнитель
ные условия, которыми могут быть, например, начальные и граничные 
условия. Дополнительные условия, как правило, вытекают из физиче 
ской постановки задачи.

Для уравнений в частных производных очень важно указать класс 
функций, среди которых разыскивается решение. Обычно это то или 
иное функциональное пространство, например, C k(it)  или ИС(П).

При постановке задач для уравнений в частных производных нуж
но учитывать следующий факт. Все известные функции, входящие в 
уравнение, а также в начальные и граничные условия, определяются 
из опыта и поэтому не могут быть найдены совершенно точно. Неизбеж
но возникающая погрешность в данных задачи будет сказываться и на 
решении. Возникает вопрос, какова будет погрешность решения? Суще
ствуют примеры, когда малая погрешность в исходных данных влечет 
большую погрешность решения. Поэтому, исследуя вопрос о разрешимо
сти поставленной задачи, мы должны рассматривать вопрос о зависимо
сти решения от исходных данных.

Определение. Задача называется поставленной корректно, если 
решение задачи, удовлетворяющее требуемым условиям, существует, един
ственно и устойчиво.



Последнее свойство означает, что малые изменения данных задачи 
приводят к малым изменениям решения.

4. Задача Коши для уравнения колебаний струны
Найти решение уравнения (2.17), удовлетворяющее начальным усло

виям
и(х ,0 ) — <р(х), ut(x, 0) =  ф(х), х 6 ( - 00, 00). (2.19)

Пусть tp(x) G С 2( —00 , 00), ip(x) € C l (—00, 00). В (2.18) положим t — 0
и из первого условия Коши получим

4>(х) =  f ( x ) + g ( x ) .

Дифференцируя (2.18) и полагая затем t — 0, из второго условия Коши 
получим

ф(х) =  - a f ' ( x ) +  ад'(х).

Второе из этих равенств проинтегрируем, и после несложных преобра
зований получим решение задачи Коши

x-\-at

«а,о -  + 1  /  (2.20)
х  - a t

Мы показали, что решение задачи Коши существует. Формула (2.20) на
зывается формулой Даламбера. Покажем, что оно единственно.

Предположим, что существуют два различных решения U\(x, t), U2(x, t 
задачи Коши с условиями (2.19) для уравнения (2.17), где для просто
ты положим a, =  1. Тогда их разность u(x ,t )  — u\(x. t) — U2(x ,t)  есть 
решение задачи Коши с однородными начальными условиями

и ( ж ,0 ) =  0 , щ(х, 0 ) =  0 . ( 2 .2 1 )

Интегрируя очевидное тождество

ди / д2и д2 \  д  / диди\ д f  ди \ 2 д  / <9гг\2

_  т  ~  dt2)  ^  ~~ дх \ d id t ) + J t \ d i )  + Wt\d~t)

по треугольной области Д с вершинами в точках А (х  — t, 0),
B(x +  t,0), C (x , t ) ,  получим

4 2  2.3. Задача Коши для уравнения колебаний струны

/ ^ д fdudu\  д /ди \ 2  ̂ д  /< 9 гЛ 2

д(, \д£дт ) дт \ д£ )  дт \дт)
d i d r  =
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[ д и д и  ( д и \ 2 ( д и \ 2

дА

Вдоль АВ, в силу (2.21), щ — О, =  0. Заметим, что В С  и СА  
— характеристики уравнения utt =  ихх, и вдоль этих отрезков имеем 
соответственно d£ =  —dr, dt) =  dr, поэтому интеграл по д А  можно 
переписать так:

вс ■ с  А

или, переходя к обычным интегралам,

о о

откуда следует, что и̂  — ит — 0 на ВС, и^Аит =  0 на АС.  Следовательно, 
в точке С(х,  t) имеют место оба эти равенства, а значит,

их =  0, щ — 0.

Так как точка С  выбрана произвольно, то равенства их — 0, щ =  0 
имеют место всюду на плоскости переменных х, t. Это означает, что 
u(x,t)  =  const. Но, в силу первого из начальных условий, u(:i:,0) =  0, 
откуда следует, что и(х, t ) — 0 всюду.

Покажем, что полученное решение устойчиво. Пусть выбрано е > 0 и 
\<р(х) — (р(х) \ < е, \i>(x) — ‘Ф(х) | <  £. Рассмотрим разность и{х, t) — й(х, t) 
решений задачи Коши с начальными данными 1р (х) ,ф (х) ф(х),ф(х).

|а(х, /,) -  й(х, 0| <  ^\ч>{х -  at) -  ф(х -  at)| +  -|<р(х +  at) -  ф{х +  at)|+

x + a t

+ ̂а J  I V ’ ( 0  “  < е ( 1  +  0 .
x - a t

откуда следует, что на любом конечном промежутке времени решение 
задачи Коши для уравнения колебаний струны непрерывно зависит от 
данных задачи.

Таким образом, задача Коши для уравнения колебаний струны по
ставлена корректно.



2.4. Задача Коши для волнового уравнения
Для наглядности рассмотрим случай трех пространственных пере

менных, т.е. уравнение
д 2и ^  д 2и

(2-22)
1 = 1  1

Покажем, что функция

4 4  2.4. Задача Коши для волнового уравнения

■t) =  I w = V \ ds"  (223)
и{х

где |у — х\— расстояние между точками х  =  (xi, х 2, х 3) и у =  (у\,у2, уз), 
S — сфера |у — х|2 =  <2, д(у) — заданная на сфере S дважды непрерыв
но дифференцируемая функция, является решением уравнения (2.22). 
Подставим эту функцию в уравнение. Чтобы найти производные этой 
функции, преобразуем (2.23), произведя замену переменных yt =  Xi +  t&, 
i — 1, 2,3, в результате чего формула (2.23) приобретает вид

u (x ,t )  =  t J  l-i{x\ +  t£u x 2 +  t& ,x 3 +  t^ )dab  (2.24)
a

где а — единичная сфера |£| =  1, daj — элемент ее площади, и dsv =  t2da .̂ 
Из (2.24) имеем

д2и [  д2у

V m  I V x W  * ( 5)г - i  а  г - 1

Для того, чтобы найти производную по t, удобно рассмотреть интеграл

7=/ (1̂ +ё *'2+Ŵ]dSy' (2'26)
где и (у) =  (гц, м2, М3) — внешняя нормаль к S b  точке у. Тогда 

-  J ц{х\ +  t£u x 2 +  t& ,x 3 +  Д3)о!сге+
ди
dt
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Дифференцируя полученное равенство еще раз по t, получим

д 2и 1 д1
dt2 t dt '

Осталось найти производную Ц. Для этого преобразуем (2.26) с помо
щью формулы Остроградского-Гаусса, в силу которой

f Era*»i=i Эу’\y—x\2< t 2

где dry-  элемент объема. Теперь перейдем к сферическим координатам, 
в которых

t 7Г 2п

1 — J  dp J  dO J  Арр2 sin Od'fi.
о о о

где p s in QdipdOdp — dry. Так как s in BdOdip =  d a to

7Г 2ТГ
3 o 2 ,% 1/2 I <W /  ^ s i n O d v  =  t2 [

0 0

и окончательно
d2u f  ■Дг d2(.эе-ЧЩ^

a

Сравнивая полученное выражение с (2.25), убеждаемся в справедливости 
утверждения: (2.23) - решение уравнения(2.22).

Решение задачи Коши. Формула Кирхгофа
Обозначим

!\1{р)--■■ /  р {х г i Д ь ж2 +  /ф .т з  +  tb)da(_. (2.28)
а

Тогда формула (2.24) примет вид

v(x, t) — t M (р).

Нетрудно убедиться в том, что если р(х)  имеет непрерывные производ
ные до третьего порядка включительно, то, наряду с t.M\p), решением 
уравнения (2.22) будет и ^[tM(p)\.
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Покажем теперь, что функция

u ( ;r’ t ) =  4^ М ^ )  +  (2-29)

является решением задачи Коши для уравнения (2.22) с начальными
условиями

и(х, 0) =  <р(х), (2.30)

щ(х, 0) =  гр{х). (2.31)
Так как выше было показано, что каждое слагаемое в (2.29) является ре
шением уравнения (2.22), то остается показать, что (2.29) удовлетворяет 
начальным условиям (2.30), (2.31).

Положим в формуле (2.29) t =  0. Тогда

1 1 Г
и(х >°) =  =  4^ /  v ( x )dai =  <р{х).

а

Так как

S r s a  \ т п  +  1 ^ \ ш т  =

Т° д  1
0^u{x,t)  l t = o = ^  J  ф(х)(1а( =  ф(х).

сг

2.5. Задачи Коши и Гурса для уравнений с 
переменными коэффициентами

При изучении задачи Коши для уравнения колебаний струны нельзя 
было не заметить роль характеристик. Нам удалось построить общее 
решение, что позволило получить формулу Даламбера. Дело обстоит 
гораздо сложнее, если коэффициенты уравнения являются функциями 
независимых переменных.

Рассмотрим уравнение

Lu =  иху +  а(х, у)их +  Ь(х, у)иу +  с(х, у)и =  f ( x ,  у). (2.32)

Заметим, что уравнение (2.32) записано в каноническом виде и его ха
рактеристиками являются прямые х  =  const, у =  const.
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Пусть I— дуга кривой, которая пересекает прямые, параллельные ха
рактеристикам, не более, чем в одной точке, а уравнение этой дуги может 
быть записано в виде у  =  д(х).

Рассмотрим задачу Коши с данными на нехарактеристической кри- 
вой I :

и \у-д(х) — ~щ\у=д(х) =  Ф(Х)- (2.33)

Можно показать, что эта задача имеет решение, но мы сначала получим 
представление ее решения, для чего применим метод Римана, к изложе
нию которого и приступаем.

Начало классической теории гиперболических уравнений было поло
жено Б.Риманом, получившим представление решения задачи Коши для 
уравнения второго порядка. В его работе нет доказательства существова
ния и способа построения решений в общем случае, а лишь рассмотрены 
некоторые примеры, допускающие явное решение. В предположении, что 
решение существует, Риман дает его изящное интегральное представле
ние.

Рассмотрим оператор

л _ ? М _ 9 М  (2М )
о х о у  ах ду

который называется формально сопряженным (или сопряженным по Лагран
жу) оператором с оператором Ьи. Имеет место тождество

г., , , .  ч 9 (  du dv \ O f  ди dv \2[vLu -  uL v) =  тг~ v ——  и—- +  2auv +  —  v-~------ и —— b 2buv .
д х  \ ду  ду )  ду  \ д х  ах  )

(2.35)
Пусть Р(£, у) — произвольная точка плоскости хОу.  Рассмотрим область, 
ограниченную двумя характеристиками различных семейств, выходя
щих из точки Р(£, у),  и кривой I, которая является носителем начальных 
данных. Обозначим эту область Д, а точки пересечения характеристик 
х  =  £, у =  у с кривой I — соответственно А и В. Проинтегрируем по 
области Д тождество (2.35) и, применив формулу Грина, получим

2 j  (vLu — uL*v)dxdy =  
д

=  J ( v u y — uvy +  2auv)dy — (yux — uvx 4- 2buv)dx. (2.36)
9 Д
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Граница д А  состоит из трех частей: характеристик АР, Р В  и дуги Л13. 
Преобразуем интегралы вдоль характеристик.

У  (vuy — uvy +  2auv)dy — (un)|p — (ww)|.4 — J  u(vy — av)dy,
AP  A P

/  (vux — uvx +  abuv)dx =  (ia>)|p — (uv)\p — / u(vx — bv)dx.
P D P B

Подставляя полученные выражения в (2.36), получим

/ . . . л  Н Ь  +  Н в ,
( u v ) p  =  —    Ь

1 Г
+  -  I (vux —  uvx +  2buv)dx +  {vUy —  uvy +  2auv)dy+

BA

+  J  u(vy — av)dy +  J  u(yx — bv)dx +  J  [vLu — uL*v}dxd.y.

AP PB A
Пусть теперь u(x, у) — решение задачи Коши для уравнения (2.32). Функ
цию v(x,y,£,T])  выберем следующим образом:

a) L*v =  О,
b) vy — av =  0, х —
c) vx -  bv =  0, у =  т],
d) v =  1, х  =  £, у =  у.

Тогда, если удастся найти такую функцию и, мы получим представ
ление решения задачи Коши:

и (Р ) _  н д М ?  +  / „ / « „ +

д

J  {уих — uvx +  2buv)dx +  (vuy — uvy +  2 nuv)dy.
BA

Таким образом, вопрос о возможности представления решения задачи 
Коши с помощью этой формулы сведен к задаче нахождения функции 
v, удовлетворяющей условиям а) - d).



Заметим, что условия Ь) и с) суть дифференциальные уравнения 
вдоль характеристик. Интегрируя их и применяя условие d), получим

X

v(x,  т?; £, г/) — exp J  b(t,rj)dt, (2.37)
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у
v{i,y\t,rj)  =  exp I  a(£,t)dt.  (2.38)

ч

Задача нахождения решения уравнения L*v — 0, удовлетворяющего 
условиям (2.37)-(2.38), называется задачей Гурса.

Задача Гурса
Рассмотрим уравнение

Lu =  иху f  а (х . у)их +  b(x, у)иу I с(х, у)и -=- / ( .х, у). (2.39)

Пусть известны значения и(х, у)  на двух пересекающихся характеристи
ках

и{х0,у)  =  <pi(y), У о < У < Ъ , (2.40)

и(х, т/о) =  V2(x), io  <  х  <  а, (2.41)

причем заданные функции имеют непрерывные производные первого по
рядка и удовлетворяют условию согласования (pi(yo) ~  р 2(^о)-

Покажем, что решение поставленной задачи существует и единствен
но в прямоугольнике D =  { ( х , у ) : хо <  х  <  а, уо <  у <  Ь}.

Пусть и (х , у ) — решение задачи Гурса (2.39) - (2.40) - (2.41).
11оложим

ди ди
Эх ~Щ— - (2 42)

Уравнение (2.39) можно теперь переписать в виде

dv dw ,
—  =- -г— — / — av — bw — си, 
ду  дх

(2.43)
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откуда следует, что
у

v(x, у) =  v(x, уо) +  / [ /  -  av -  bw -  cu]dy
Уо

X

w(x, у) =  w (xq, у) +  / [ /  — av — bw — cu}dx
X o

У

u{x, у) =  u(x, y0) +  J w(x, y)dy
Уо

или, так как в силу условий (2.40), (2.41)

« ( * , ! * )  =  у = у о  =  Р г М .  ™ ( х о , у )  =  ^ | х = * „  =  V’ K * ' ) .

У
v {x , у) =  ^ ( х )  4- / [ /  —  аг> — bw — cu\dy

УоX
< w(x, у) =  уз',(у) +  / ( /  — av — bw — cujcte . (2.44)

То
У

и(х ,у )  =  ip2{x)  +  /  w{x,y)d,y
Уо

Таким образом, если и (х , у ) — решение задачи Гурса (2.39) - (2.40) - 
(2.41), то тройка функций и, v, w — решение системы (2.44).

Оказывается, верно и обратное: если и , г>, го— решение системы (2.44), 
то и (х ,у) — решение задачи Гурса.

Действительно, всякое решение системы (2.44) удовлетворяет системе 
(2.43) и второму из равенств (2.42). Дифференцируя теперь последнее из 
равенств (2.44) по х,  получим:

ди  , . . [  dw
& = №(1) + ./ з Т "=

Уо

У

=  (/^(я) + J  If - a v  -  bw -  cu\dy =  v ( x , у).
Уо

Таким образом, выполняется и первое из равенств (2.42).
Проверим, удовлетворяет ли функция и условиям (2.40) и (2.40). По

ложим в последнем равенстве системы (2.44) у =  уо, а затем л =  хц. 
Получим

и(х , у0) =  <̂ 2( 2:);
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у у

и{х0,у)  =  о) +  J  w(x0,y)dy  =  <р{х0) +  J  <p[{y)dy =

I/O Уо

=  М х о )  +  4>\{у) -  Ч>\Ы) =  Ч>{у)-
Итак, мы показали, что задача (2.39) - (2.40) - (2.41) и система (2.44) 

эквивалентны.
Решение системы (2.44) будем искать методом последовательных при

ближений. Пусть

v0 =  <р'2(х), W0 =  (p'xiy), щ  =  <рг(х),

vn =  ip'2(x)  •+ / [ /  -  avn-1  -  6wn_i -  cun-i]d 2/
УоX

wn -  ip\(y) +  / [ /  -  a v n- i  -  bwn_ i -  cu n_i]<£r (2.45)
.To
I/

«П =  </>2(z) +  J W'n -1(2:, y)dy
3/0

Докажем сходимость последовательностей u„, vn, wn.
Пусть (fii, f ( x , y ) ,  a (x ,y) ,  b(x,y) ,  c(x, у) ограничены в прямо
угольнике D. Рассмотрим

Wn+1 -  Vn  =  -  /[a (i> „ -  un_i) + b(wn -  wn_ i ) +  c(un -  un~\)}dy,
Уо

X

wn+1 -  ш„ -  -  j [a (v n -  u„_i) +  b(wn -  wn-\) +  c(un -  un. i)]dx,
T0

У

Wnfi -  Wn =  f(u>n -  Wn \)dy- 
У0

Покажем, что справедливы следующие оценки

I -  1 ^  л ь'п~1(*-*о+У-!Л>)п '
\ V n  -  Wn _ i |  < .  Л П   l n ” l ) 7  '

|ш„ -  wn_i| <  ЛК̂ n-l(^-»o+y-i/o)" 1 
(п- 1)! >

ТУ П - l  ( х - х о + у - У о ) "

(2.46)

(2.47)

| Un Uji-  ] | Д Л Л (п~1)!
где К  > |а| +  \Ь\ +  |с|, Л > 0— некоторые постоянные, не зависящие от 
п. Пусть п =  1. Рассмотрим
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Так как по условию все функции ip,, </?', f ( x , y ) .  а (х ,у ) ,  Ь(х,у), с ( х , у ) 
ограничены, то найдется такое число Л, что

ь

Ь  -  «о| <  J (|/| +  |а||фг1 +  H l^ll +  И Ы )dy <  Л.
Уо

Совершенно аналогично получим

1 1̂ — ги0| £  Л. |щ — ыо| <  Л.

Покажем, что неравенства (2.47) останутся справедливыми при замене 
п на п +  1. Из (2.46) имеем:

К +1 -  v„\ <  J (|а| +  |Ь| +  \с\)Кп ]А■п- 1 л(Х -  х 0 +  У -  Уо)" 1
( п -  1)!

dy <

<  А К “

Уо

(п -  1)!

А К п
( х - х 0 +  у -  уо)" (х -  х0)п

п\
< А К

п(х -  х 0 +  у -  у0)п

Так же оцениваются и две другие разности в (2.47).
Из полученных оценок следует абсолютная и равномерная сходи

мость рядов

о о  о о  о о

Щ  +  ^ 2 ( и п ~  u n - l ) -  Vo +  2 ^ ( t ’n -  U n - l ) ,  w 0 +  y i ( w n -  W n - 1 ),
71=1 n—1 71= 1

так как они мажорируются сходящимся рядом

„ .Д т  - х 0 +  у -  Уо)""1

71=1
(п -  1)!

сумма которого,как известно, равна

4 J4g-K,(*-*o4y-yo)

Но тогда последовательности ип, vn, wn в прямоугольнике D равномер
но сходятся к определенным пределам, так как они представляют собой
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не что иное, как частичные суммы рассмотренных рядов. Переходя к 
пределам в (2.45), видим, что эти предельные функции и, v, w удовле
творяют системе (2.44), а в силу эквивалентности, и есть решение задачи 
Гурса.

Покажем теперь, что это решение единственно. Для этого достаточно 
проверить, что в случае, когда /  =  0, <р\ =  ц>2 =  0, система (2.44) не 
имеет других решений, кроме и =  0, v =  0, vu =  0. Допустим, что 
система имеет нетривиальное решение, удовлетворяющее условиям |и| < 
A, |i>|<A \w\ < А. Тогда для этого решения справедливы неравенства

Ц/I <Г /| y n - l ( s -  XQ+ V - V a T ^

м  <
^  Л г/п-\(х -Хо+У-Уо)п~'

I f -  ЛЛ (Та)! >

которые выводятся так же, как (2.47).
Отсюда сразу следует, что и =  v =  w =  0.
Доказанная однозначная разрешимость задачи Гурса завершает до

казательство существования решения задачи Коши.
З а м е ч а н и е .  Представление решения задачи Гурса может быть полу

чено с помощью функции Римана. Об этом, а также о некоторых свой
ствах и физическом смысле функции Римана можно прочитать в [10], 
[ 1 1 1 -

З а д а ч и

Найти общее решение уравнений.

1. 2иху 3И"уу — 0.

2. иху +  аих =  0.

3. иху +  Ьиу =  0.

4. иху +  аих +  buy +  abu =  0.

5- yuxx +  (х -  у)иху -  X U yy  =  0.

Решить задачу Коши.

1. и Ху  ”Р их 0 ,

у — х  ~  S in  X ,  U x \у = х  1-
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2- 'У'хх ^уу 2U# 4~ 2иу -— О,
^ | y = 0  *Е> Uy\y~Q —  0 .

3- Uxx 4~ Qllxy '̂U'yy —
u\y = o =  0, Uy\y^Q =  X  +  C O S X .

4. X U x x  Myy  4~ 2^x ''—
u\y= 0  =  X , Uy\y= 0  =  0, X  >  0.

5. uxx 4- 2(1 4- 2x)uxy 4- 4x(l 4- x)uyy 4- 2uy — 0,
^ | x = 0  У •> ^ x | x = 0  —  2 .

2.6. Уравнения параболического типа

Уравнения параболического типа возникают при изучении процессов 
теплопроводности и диффузии. Типичным представителем уравнений 
этого типа и к тому же наиболее простым является уравнение тепло
проводности

З а м е ч а н и е .  О выводе уравнения теплопроводности см. [7], [12].

2.6.1. Первая краевая задача. Принцип максимума

В  цилиндре Q t  =  О х  (0 ,Т ), где О— ограниченная область в К", 
поставим смешанную задачу для уравнения (2.48)

где S =  dii х (0, Т ) — боковая поверхность цилиндра Q t -

Теорем а 2.1. Функция u(x, t) ,  удовлетворяющая однородному урав
нению теплопроводности (2.48) в цилиндре Q t  и непрерывная вплоть 
до его границы, принимает наибольшее и наименьшее значения на Г  =  
О0 U S , где Оо =  {(х , t) : х € О, t =  0).

Д оказател ьство. Мы ограничимся случаем максимума, так как с лу
чай минимума сводится к случаю максимума переменой знака функции 
и(х. t).

(2.48)

■и(х, 0 ) =  у ( :е ) , (2.49)

«Is =  V(x )> х  -S'. (2.5U)
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Обозначим через М  наибольшее значение решения и(х, t) уравнения
(2.48) в цилиндре Q r> а через т — ее наибольшее значение на Г и допу
стим, что М  >  то, то есть н (х0, t0) =  М,  хо 6 П, 0 <  to <  Т. 

Рассмотрим функцию

/ n / \ М  — т.  |9y(.r,t) =  и(х, Л I — ™ | х  -  х 0| ,

где d— диаметр области О.
Заметим, что

М - т  М  (2п — 1)тп
Ф 3 )  г <  т  +  —   =  —  +  —̂ — г— < М,

2п 2п 2п

v(x0,to) =  М.

Следовательно, v(x, t) также, как и и{.х. t), принимает наибольшее значе
ние в некоторой внутренней точке цилиндра (х\, Л), хд Е Г2, 0 < t\ <  Т. 

dv п а-и
d t  -  S 3Тогда в этой точке %  >  0, <  0, откуда следует, что в точке

t - a 2 E 0 > O .
i-i

С другой стороны,
(9-IJ 2 с)2г
dt ° дх ?7 = 1 7

du  о v 3  д2и п М  —  то
=  ж «  > — -  а   —  =  - а    —  <  О,

^  д х 2 d2 d2
7=1 7

что противоречит предыдущему неравенству, поэтому теорема доказана.
Теорем а 2.2. Существует не более одного решения первой краевой 

задачи (2.49)-(2.50) для уравнения (2.48).
Д оказател ьство. Предположим, что существует два различных ре

шения и\ и U2 этой задачи. Тогда их разность и — щ  — u-i удовлетворяют 
уравнению (2.48) и однородным условиям (2.49)-(2.50). В силу теоремы о 
максимуме и минимуме и <  0, и >  0 в Q-j , откуда следует, что щ  — и̂ .

2.G.2. Задача Коши
Рассмотрим задачу Коши для одномерного уравнения теплопровод

ности
ди  2 д  и

а
dt д х 2

t >  0, —оо <  х  <  оо, (2.51)
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с начальным условием
и(х,0)  — <р(х), (2.52)

где <р(х) — непрерывная и ограниченная функция.

Теорем а 2.3. Существует не более одного ограниченного решения 
\u(x,t)\ <  М , u(x , t )  <Е C 2(t >  0,.т € R1) П C(t  >  0, х  € /? ! ) задачи Коши 
для уравнения (2.51).

Д оказател ьство . Пусть U\{x,t), U2( x , t ) — два решения задачи Ко
ши. Тогда их разность u(x , t )  — U\{x,t) — U2(x, t )  удовлетворяет уравне
нию (2.51) и однородному начальному условию и(х, 0) =  0. Так как ре
шения ограничены, то \u{x,t)\ <  2М.  Теорему о максимуме и минимуме 
непосредственно применить нельзя, так как она доказана для ограни
ченной области. Чтобы ей воспользоваться, рассмотрим ограниченную 
область

|а:| <  L, 0 <  t < Т

и введем функцию
. . 4М  ( х 2 2

Ф Д )  =  -j y  ( у  +  а t

которая удовлетворяет уравнению (2.51). Нетрудно убедиться в том, что

v(x,  0) >  и(х,  0) =  0, v ( ± L , t )  > \u(±L,t.)\.

Применяя теперь теорему о максимуме и минимуме к функциям v(x, t) — 
и(х, £), v ( x , t) +u (x ,  t) в построенной ограниченной области, будем иметь

v(x. t) — и(х, t) >  0, v(x, t) Ь и{.г, £) > 0,

откуда
—v(x , t )  <  u(x, t)  <  v(x, t)

или
, . .. . . 4 М  ( X2 ,  \
\u(x,t)\ <  v(x , t )  -  - j y  +  a t j  .

Фиксируя некоторое значение (хо,^о) и выбирая L  достаточно большим, 
получим

|u(zo,fo)| < С

откуда, в силу произвольности (хоЧо) и £, следует, что u (x , t ) =  0, 
т.е. ui(x ,t )  =  U2(x,t).

С ущ ествован ие реш ения задачи К ош и
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Найдем сначала частные решения уравнения (2.5.1) в виде

u(x, t )  =  T{ t )X {x ) .  (2.53)

Подставляя (2.53) в уравнение (2.51) и разделяя переменные, получим

T\t)  +  а2А2Т(1) =  0, Х " {х )  \ Х2Х ( х )  =  0.

Интегрируя эти уравнения, получим

T ( l ) =  e~a2x2ti X (х) =  A cos \х +  В sin Хх,

где постоянные А, В  могут зависеть от Л, причем так как граничные 
условия отсутствуют, то параметр Л остается произвольным.

Таким образом, частные решения уравнения (2.51) имеют вид

u,\{x,t) =  е~а*А̂ [Л(А) cos А.т +  B(A)sinAx] (2.54)

при любых Л (А), В(  А). Интегрируя (2.54) по параметру А, получим 
решение уравнения (2.51)

ОО

и(х, t ) =  j  е“ а2А2'[Л(А) cos Хх +  Я(A) sin Xx}dX, (2.55)
—  ОО

если этот интеграл сходится и его можно дифференцировать один раз 
по 1 и два раза по х.

Выберем Л(А), 6(A) так, чтобы выполнялось начальное условие (2.52). 
Полагая в (2.55) 1 =  0, получим, в силу (2.52),

ОО

ф )  =  I  [/1(A) cosAx +  В ( A) sin Xx]dX. (2.56)
— ОО

Представим функцию ip{x) в виде интеграла Фурье:
ОО ОО

у г ! —  J  dx J  <p(£)cosA(£ -  x)d£ =

1
2 7 Г

оо оо оо

J  [cos Хх j  cos A£d£ +  sin Ах J  <р(£) sin A£d£]dA.
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Мы видим, что равенство (2.56) будет выполнено, если положить

00
Л(А) =  ~  J  <р(£)cos\£d£,

- О О

ОО

Й(Л) =  2тг /  ^ ) sinA^ '
- О О

Подставляя найденные коэффициенты в (2.55), получим

О С  ОО

Ф 0  = ̂  J  e - â d X  j  <Ж) cos А(£ -  x)d£,
-  ОО — о о

но так как подынтегральная функция четна по А, и
ОО

[  еГа'2хЧсosA(£ -  x)d\ =  - ~ - у  ( Ф Ф  
J 2 ay/t
О

то
о о

u ( x , t ) =  J  < р ( 0 ~ ^ е _ ^ Г с (ф  (2.57)
— 00

Функция
1 К-»)2

F ( x , « , 0 = - — т = ( 4»г' •
2а V ̂

рассматриваемая как функция от (x,t) ,  является решением уравнения 
(2.51) и называется фундаментальным решением уравнения теплопро
водности.

Докажем, что для любой непрерывной и ограниченной функции <р{х) 
формула (2.57) дает решение задачи Коши для уравнения теплопровод
ности (2.51). Для этого нужно показать, что интеграл (2.57), а также 
интегралы, полученные его формальным дифференцированием под зна
ком интеграла по х  и по t , равномерно сходятся. После, формального 
дифференцирования мы получим сумму интегралов вида

ОО

I =  ̂J  Ч>Ш  -
— ОО

(2.58)
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Сделаем замену переменной, положив

после чего

/  =- (2а)т+Н ^ '-к J  ф  + 2aT]Vt)r/me^dTj.
— ОО

Так как по условию <р(х) ограничена, то легко видеть, что подын
тегральная функция мажорируется функцией А/|ц|т е“ тг , которая ин
тегрируема в промежутке ( —оо, оо), и, следовательно, интеграл (2.58) 
равномерно сходится.

Таким образом, функция u(x, t ) ,  определяемая формулой (2.57), удо
влетворяет уравнению (2.51) при t >  0.

Докажем теперь, что функция (2.57) удовлетворяет начальному усло
вию, т.е.

lim =  ip(x) 
t—>о

при любом х  € ( —оо, оо). Замена

//Г” 2,7v '/ ' t > 0  

приводит интеграл в правой части формулы (2.57) к виду:
ОО

и(х, t) =  ~\= [  tp(x +  ‘2ariVt.)e~,l2dr). (2.59)
лЛ ./

Так

то

откуда

ОО

-т= [  e~v~dr) = 1.
— ОО

оо

и(х, t) -  ф )  =  - 7= /  [ ф  +  2аг]\Д) -  </?(х)]е“ ,?2Й77,
— о о

о о

\u(x,t.) -  ф ) \  <  J  \ ф  +  2ат}\Д) -  ф)\е~^<к} .
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В силу ограниченности функции <р(х), при любых х, t, 77 имеем 

|<р(х +  2ат]лД) — <р{х)\ <  2М.

Зафиксируем выбранное произвольно сколь угодно малое е >  0. Так как

и рассмотрим теперь интеграл по второму из них. В силу непрерывности 
<р(х), при всех t, достаточно близких к нулю, и при |r/| <  N  имеем

Теперь, учитывая полученные выше оценки интегралов по двум другим 
промежуткам, а также очевидное неравенство

откуда, в силу произвольности е. и вытекает справедливость утвержде
ния.

Непрерывная зависимость решения задачи Коши 
от начальной функции

Пусть u (x , t )— решение задачи Коши для того же уравнения тепло
проводности, но с начальным условием и(х,0) =  <р(х), причем \<р{х) — 
<д(.т)| < е для всех х  £ ( —оо, оо). Рассмотрим разность соответствующих 
решений и оценим абсолютную величину этой разности:

ОО

интеграл f  е v"dr/ сходится, то можно выбрать столь большое число
- О О

N  > 0, что
- N оо

—оо N

Разобьем промежуток интегрирования на три:
—  ОО N

( —сю, —N),  (-TV, TV), (7V, —оо),

N оо

- N —оо

получаем
u(x, t)  -  <р(х) I < Е,

ОО

- о о
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00

2а\/я1 ,
-  ОО

что и означает непрерывную зависимость решения от начальных данных.
Отметим одно важное свойство решения задачи Коши для уравнения 

теплопроводности. Эта функция непрерывно дифференцируема сколь 
угодно раз по х  и по t, тогда как начальная функция может быть всего 
лишь ограничена и непрерывна. Эта гладкость решений существенно от
личает уравнение теплопроводности от уравнения колебаний струны (и 
вообще гиперболических уравнений).

2.7. Уравнение Лапласа
Обозначим через Д дифференциальный оператор

Он называется оператором Лапласа, а однородное уравнение Ди =  0 - - 
уравнением Лапласа. Это уравнение эллиптично всюду в R ".

Уравнение Лапласа является основным, и в то же время простейшим 
представителем уравнений эллиптического типа, на котором вырабаты
вались методы решения краевых задач для эллиптических уравнений.

Определение. Дважды непрерывно дифференцируемое решение урав
нения Лапласа называется гармонической функцией.

Следует заметить, что это определение дано для ограниченной обла
сти. Если область содержит бесконечно удаленную точку, то оно нуж
дается в уточнении, ибо понятие производной в бесконечно удаленной 
точке не имеет смысла.

Под регулярным решением уравнения Лапласа, в окрестности бес
конечно удаленной точки понимается гармоническая в этой окрестности 
всюду, кроме бесконечно удаленной точки, функция и(х),  которая при 
|т| —> оо остается ограниченной в случае п =  2 и стремится к нулю не 
медленнее, чем |.т|2-п при п > 2.

Рассмотрим специальное решение уравнения Лапласа, которое назы
вается фундаментальным решением:
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где \у — х|— расстояние между точками х я у. Е {х , у) является гармони
ческой функцией при х  ^  у как по х, так и по у, в чем легко убедиться | 
непосредственной проверкой.

Выведем две формулы, которые нам понадобятся.
Рассмотрим функции и(х ), v(x)  £ C X{ D ), где D — область простран

ства R n с достаточно гладкой границей dD  =  5. Нетрудно проверить | 
справедливость следующих тождеств

Е
г -1

д_ (  ди \ 
dxi \ d x i )

ди dv

y ± ( v Su 
д х { \ dx.

d v\
и —— I =  vAu  — и Av.  

d x i )

Интегрируя эти тождества по области и применяя формулу Остроградского] | 
Гаусса

J  ̂ 2 = J  ^2 My)''i(y)ds’ (G°),
п 1=1 ЯГ» 1 = 1

получим

f  I \®и j 1' 2 2  , I

S D * D

J  (vAu

vAudr.

J  -  u(y)dv — uAv)dr.

(G l)

(G2)
du du

s ' D

Простейшие свойства гармонических функций

1. Если и(х) £ C l (D),  А  и — 0 и u\qd =  0, то и(х) — 0 и в D.
Это свойство следует из первой формулы Грина (G1) , если в ней 

положить и(х)  =  v(x).  Действительно, учитывая, что по условию Д и =  О 
и гг|5 =  0, получим

П 1—i
dr — 0.

Следовательно, Ĵ r -  0, i — 1, ...п, х £ D, т.е. и — const для всех х  £ D. 
Но так как на границе области и =  0, а по условию она непрерывна в 
замкнутой области, то и{х)  =  0 Vx £ D.
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2. Если и(х ) £ C l (D),  Ди =  0 и =  О, то и (т) — c.orist\/x £ 1). 
Это свойство доказываеся аналогично предыдущему.

3. Если и(х) £ С'1( /) ) ,  Ди =  0, то J |̂ ds =  0.
dD

Действительно, положив в (G l) v(x) =  1, получим требуемое.
4. Интегральное представление гармонических функций
Для гармонической функции и{х) £ C l {D)  имеет место представле

ние

и(-т) =  z r J E ^ y) ( ё "  u{y)di ) ds' (261)
S

где Е ( х , у ) — фундаментальное решение уравнения Лапласа, и>п — Щщ' 
площадь единичной сферы в R n.

Для доказательства выделим точку х  из области D  вместе с замкну
тым шаром |у — х\ <  е, целиком лежащим в И. В оставшейся части 
области, которую обозначим Ое. Е (х , у )  гармонична, поэтому можно 
применить вторую формулу Грина ((72), в которой v(y)  =  Е ( х , у ) :

/  г tv \д и (у) дЕ (х ,  у)0 =  /  [Ь (т,?/) —  и{у ) — — }ds =

./■
S

/

,<9u(j/) д Е (х , у )
1 ф Г  "  Эм 1

Эи(у) дЕ(х ,  у)
[Ь {х ,у )—  ~ -  и {у )— — — }ds,

|у-х|=с 
где 5  =  3D.  Тогда

/ г с /  ^ и (у )  , \дЕ(х ,у )

I ,ди(у)  д Е (х , у )

|у - х |= £

/ р / ^ и (у )
У ~ д й ~  ~

|у -.т |=£
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У  Н у) -  u(l)]
\у -х \= е |у~*|=£

Рассмотрим каждый из интегралов правой части последнего равенства. 
Заметим, что на сфере \у — х\ =  е

Переходя теперь к пределу при е —> 0 в формуле Грина, примененной к 
Д ,  получим формулу (2.61).

5. Формулы среднего арифметического
Если шар \у — х\ <  R лежит целиком в области гармоничности функ

ции и(х), то значение этой функции в центре шара равно среднему ариф
метическому ее значений на сфере \у -  х\ =  R.

Действительно, так как на сфере \у — х\ =  R  имеют место равенства

дЕ(х ,  у) =  ( - р Д ,  п > 2, 
dv \ п — 2.

Тогда, в силу свойства 3 гармонических функций,

|j/-l| = £

Так как

“  I  Н У )  ~  и(х) ]дЕд ^ У^ * У  [и(х) -  u(y)]ds,
\y - x \- e  \v -x \= e

то, в силу непрерывности и(х),

\ у - х \ = е

Заметим, что на сфере |у — х\ =  е

\у- х \= е \У~х\—е
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Е (х  v) =  I  ("-2ТЛ" г ’ п > 2’
1 1  - I n  ft, 71 =  2;

У) = Г -д^т, n > 2,
г?г/ \ гг =  2;

то из формулы (2.61), примененной к шару |т/ — т| <  Д, получаем

U(X) = /  ti(y)dS' (2'62)
|у—х |= Я

Формула (2.62) называется формулой среднего арифметического по 
сфере. Из нее можно получить еще одну полезную формулу. Запишем 
формулу (2.62) для сферы \у — х\ =  р :

рп~ги(х) =  — [  u(y)ds,
J

\у -х \ =--р

и, проинтегрировав по р в промежутке 0 <  р < Д, получаем

(2-63)ИцП" ./
!</-r|<R

где у д р — объем шара |у — ж| < Д. (2.63) называется формулой среднего 
арифметического по шару.

6. Принцип экстремума
Обозначим соответственно М  и т верхнюю и нижнюю грани значе

ний в области D гармонической функции и(х).
Отличная от постоянной гармоническая в области D  функция и(х),  

непрерывная в D,  ни в одной точке х Е D  не может принимать ни зна
чения М, ни значения т.

Для доказательства этого утверждения предположим противное: пусть 
гг(а'о) — М , Хд Е D. и рассмотрим шар \х — хо| <  е, целиком лежащий 
в D. Тогда в каждой точке этого шара, и{х) — М. Действительно, если 
бы в точке у при |у — гг0| < е имело бы место неравенство и(у) < М, 
то в силу непрерывности функции и{х)  это неравенство выполнялось бы 
и в некоторой окрестности |£ — у\ < 6 точки у, и на основании форму
лы (2.63), примененной в случае шара \х — хд\ < е, мы бы получили
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абсурдное неравенство

М  =  и(х0) =  /  u(y)dr < М.
u nR n J

\х -х о \< е

Следовательно, и(х)  =  М  всюду в шаре \х — х0| <  е.
Пусть теперь х — произвольная точка области D, I— непрерывная 

кривая, лежащая в D  и соединяющая точки х  и хц Выберем е >  0 гак, 
чтобы оно оказалось меньше расстояния между границей д В  области В  
и кривой I. Передвигая центр у шара \т] — у\ < е из точки хо в точку х по 
кривой I и пользуясь доказанным фактом, что в каждом из этих шаров 
и(т)) — М,  получим и(х) =  М.  В силу произвольности х, и(х) =  М  
всюду в области D. Получено противоречие.

Аналогично доказывается вторая часть утверждения.

2.8. Задача Дирихле для уравнения Лапласа
Найти гармоническую функцию и(х)  в области D  из класса C 2(D)  П 

C(D) ,  удовлетворяющую граничному условию

u\od =  Ф, (2.64)

где ф— заданная, непрерывная на д В  функция.
Теорема 2.4. Существует не более одного решения задачи Дирихле 

из C 2(D)  П C(D) .
Доказательство. Из принципа экстремума вытекает неравенство 

для гармонической функции и(х) € C { D ) и u\qd =  ф :

|w(a;)l <  maxlV'l- (2.65)dD

Пусть ui, U2— два различных решения задачи Дирихле для уравнения
Лапласа с граничным условием (2.64). Тогда и =  щ  — щ  является реше
нием однородной задачи Дирихле, т.е. и\до =  0. Из неравенства (2.65) 
для этой функции имеем

|«1 -  «г| < о,
откуда и\ =  щ.

Известны различные методы доказательства существования решения 
задачи Дирихле для уравнения Лапласа. Здесь мы рассмотрим один из 
них, позволяющий для областей специального вида построить решение
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в явном виде. Для реализации этого метода нам потребуется ввести по
нятие функции Грина.

Функция Грина задачи Дирихле для уравнения Лапласа
Предположим, что задача Дирихле решена и и (х )— ее решение.
Из формулы интегрального представления гармонической функции

и(х)  =-- J -  J [.Е ( х , у -  u { y ) ^ ] d s .  (2.66)
s

Пусть д ( х , у ) — гармоническая функция точки у в D  для любого х  £ D. 
Применим вторую формулу Грина (G 2) к функциям и(х)  и д(х ,у )  :

=  !«*• 'о !
5

Сложим (2.66) и (2.67), умножив предварительно (2.67) на 1/сщ :

»(.'•) ■- -  —  j  \ь[у) -^{  К {г, у) 4- (/(т. у)) -  (Е(.т, у) +  у(х, у) )]Cs.

( 2 .68 )

Так как и(х )~  решение задачи Дирихле, то ее значение на ,9 — сШ 
известно, а значение |р — нет. Если, кроме перечисленных выше свойств, 
д(х, у)|5 =  — Е(х,  у )|si то в (2.68) обращается в нуль второе слагаемое, и 
формула (2.68) дает представление решения задачи Дирихле:

1 Г < 9 0
и(х)  = ------ /  u(y)-z—ds, (2.69)

w„ У ' dv 
s

где обозначено G (x .y )  — Е ( х , у ) +  д{х,у) .

Определение. Функцией Грина задачи Дирихле для уравнения Ла
пласа в области называется функция G(x,y) ,  обладающая свойствами:

1) G(x,  у) =  Е {х .у )  +  д (х ,у) ,
где Е(х,  у ) — фундаментальное решение уравнения Лапласа, д(х, у) — 

гармоническая функция как по х  £ D , так и по у £ D;
2) G{x,  у) |.<? =  0.
Построение функции Грина для шара
Рассмотрим шар с центром О в начале координат и радиусом R. Обо

значим |у -  х| -  г. |х| -• р, \х\ -  ръ  |у -  .т| -  п ,  где х, у   внутрен
ние точки шара, х — точка, симметричная точке х  относительно сферы
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: |х| — R : ррх — R2. Если у G S, то из подобия треугольников Оху  
и Оху  следует, что г =  %гх.и Оху следует, что г =  

Покажем, что функция

г2-п г j —пр2” п
(2.70)

является функцией Грина задачи Дирихле для уравнения Лапласа.
Действительно, выполнение второго из условий, определяющих функ

цию Грина, следует из построения, а первого — из гармоничности внутри 
шара второго слагаемого в (2.70).

Решение задачи Дирихле в шаре
Найдем производную по нормали построенной функции Грина:

и мы получаем представление решения задачи Дирихле для уравнения 
Лапласа в шаре

Полученная формула (2.71) называется формулой Пуассона.
Формула Пуассона позволяет доказать еще несколько свойств гармо

нических функций.
Теорема Лиувилля. Если гармоническая всюду в R ” функция и(х) 

ограничена сверху (снизу), то она постоянна.
Доказательство. Покажем сначала, что если гармоническая в R n 

функция и(х)  всюду неотрицательна (неположительна), то она постоян
на.

J L ( r 2- " )  =  г 1" "  С08( г , « / ) ,  

А  ( г  2 - " )  =  7-}~n C O s(ri,M ).

Так как по теореме косинусов

р2 =  R? +  г2 — 2 Rr  cos (г, м), 

р\ =  R2 +  г2 -  2Rrx c o s (r i ,  и)

dG(x ,y )  ^  р2 - д 2 
5м Rrn ’

(2.71)
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Пусть и(х) >  0. По формуле Пуассона имеем

?2 л
и х)  =  ~ (  Ф ( у ) -  — da,' ' uinR J г11

а по свойству среднего арифметического

1
н( 0) =

ojnRn
- j u(y)ds.

Так как

то

откуда

R — р <  г <  R +  р, 

R2 -  р2 R2 -  р- Я2 - р2
(R +  p)n rn (R ~~ р)п ’

R — Р <  R2 -  р2 <  R Р
( R + p ) n~l ~ г11 “ ( Д - р ) " ' 1'

Вспоминая, что по условию и(х) >  0, умножим все части предыдущего 
неравенства на и(х)  и проинтегрируем по 5д. Получим

^ Д - 2( Д - р )  ^  ^  Д п  2(R + р)
u ( 0 ) —  Г 7 -  <  M I X ')  <  — 7—  Г 7 - .

v ' ( R  +  p)n~l -  ( Д - р ) ’1" 1

Переходя к пределу при R  —э оо, получим, что Ух и(х)  =  м(0).
Теперь нетрудно доказать основное утверждение теоремы. Пусть 

и(х) <  М  Ух £  R n . Тогда функция М  — и(х)  >  0 и гармонична в R n .
Но, как доказано выше, М  — и(х) =  М  — м(0), стало быть, и(х)  =  м(0).

ОО

Теорем а Гарнака. Если ряд «* (х ) гармонических в области D
/с—1

функций и(х),  непрерывных в 1), равномерно сходится на границе обла
сти D,  то этот ряд равномерно сходится и в D,  и его сумма и(х)  есть 
гармоническая функция в D.

ОО

Д ок азател ьство . Из равномерной сходимости ряда Г̂, ик{у) следу
/с=1

ет: для произвольного е > 0 существует такое N, что для всех р >  1

N + p

Y1 пк(у)
k=N

< е, у  € dD.
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Так как конечная сумма гармонических функций есть функция гармо
ническая, то, в силу принципа экстремума,

N + p

Y Uk
k = N

< е, у е  D.

Из этого неравенства следует равномерная сходимость ряда “ /.-(я) в
к~\

D. Докажем, что его сумма гармонична. Пусть х -  произвольная точка 
области D. Рассмотрим шар с центром в то, лежащий в D.  Каждую гар
моническую функцию ыДт) в этом шаре можно представить интегралом 
Пуассона (2.71):

щ (х )  =  =  I М у)
я \х -  т 0|2

ds.
у -  х

|у - х 0|= Л

Так как равномерно сходящийся ряд можно интегрировать почленно, то

|у-Ео|=Д
“  u nR J 1</ -  щ

|у- 

/

Хор ds =

1
wnR

R2 -  \ х -  тор
и  ( у )  7 ; d s .

| у — тр
|у - х 0|= Л

Отсюда следует гармоничность функции в шаре |т — то| < R. Так как 
то выбрана произвольно, то и(х)  гармонична всюду в D.

Замечание. На плоскости функцию Грина можно построить изящ
ным методом, идея которого связана с понятием конформного преобра
зования. [9].

Задачи
Построить функцию Грина задачи Дирихле для уравнения Лапласа 

для областей:
1) полушар |т| < R, тз > 0;
2) четверть круга \z\ <  1, 0 <  argz <
3) полуплоскость Im z >  0;
4) четверть плоскости 0 <  argz <  |;
5) полоса 0 < Im z  <  п.

Найти решение уравнения Аи  =  0 в первом квадранте х > 0, у > 0 
со следующими краевыми условиями: и(0,у)  =  а, и(т, 0) ~  Ь.
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2.9. Смешанные задачи для нестационарных 
уравнений

2.9.1. Смешанная задача для уравнения колебаний 
струны

Рассмотрим задачу отыскания решения уравнения колебаний ограни
ченной струны. В этом случае кроме начальных данных нужно задавать 
еще и граничные условия, которые определяют поведение концов стру
ны. Например, если концы струны длины I закреплены, то смещения на
концах отсутствуют, т.е.

«(0Д ) =  0, u(l,t)  =  0. (2.72)

Другой случай — концы струны свободны. Это означает, что на сво
бодном конце струны натяжение равно нулю, так что математическая 
формулировка условия свободного конца имеет вид

ux(0,t) =  0, ux(l,t) =  0. (2.73)

Если концы струны движутся по определенному закону, то граничные 
условия имеют вид:

«(ОД) •= /д ((), u(l,t) =  /L2(/.). (2.74)

Приведем еще один пример. Если концы струны закреплены упруго, то 
математически это выражается следующим образом:

«ДО. /) — /гриДО, t) — 0, ux(l, t) +  h2u(l, t) =  0. (2.75)

Комбинируя различные перечисленные граничные условия, мы получим 
различные смешанные задачи для уравнения колебаний струны.

Одним из наиболее эффективных методов решения смешанных задач 
является метод Фурье (метод разделения переменных). Мы изложим его 
на примере решения смешанной задачи для уравнения колебаний стру
ны. Начнем с простейшего случая однородного уравнения и граничных 
условий (2.72):

Utt — а2ихх, (2.76)

«(:/■, 0) =  уДт). «Д т ,0 ) =  ф(х),  (2.77)

«(0 , t) — 0, « ( / ,  t) =  0. (2.78)



7 2 2.9. Смешанные задачи для нестационарных уравнений

Будем искать сначала частные решения уравнения, удовлетворяющие 
граничным условиям, в виде

u(x,t.) =  X(x )T {t ) .  (2.79)

Подставим (2.79) в уравнение и, разделив на а2Х (x)T(t) ,  получим:

a2T(t) Х { х )  ' ( )

Равенство (2.80),левая часть которого зависит только от t, а правая -  
только от х, возможно лишь в том случае, когда обе его части равны 
одной и той же постоянной. Обозначим эту постоянную —Л и получим 
из (2.80) два уравнения:

T"(t)  +  a2XT{t) =  0, (2.81)

Х " (х )  +  ХХ(х)  -  0. (2.82)

Так как мы хотим найти решения, удовлетворяющие граничным услови
ям, то u(0,t)  —- T { t ) X { 0) — 0, u(l.t) — T ( t ) X ( l ) — 0, а поскольку нас
интересуют лишь нетривиальные решения, эти условия означают, что 
нужно потребовать, чтобы

Л'(0; Л'б II. (2.83)

(Заметим, что задача отыскания нетривиальных решений уравнения, 
удовлетворяющих однородным условиям, является частным случаем за
дачи Штурма-Лиувилля. См., например,[9]).

Итак, мы пришли к следующей задаче: найти такие значения пара
метра Л, при которых существуют нетривиальные решения уравнения 
(2.82), удовлетворяющие условиям (2.83).

Те значения А, при которых задача (2.82)-(2.83) имеет нетривиальные 
решения, называются собственными значениями, а сами эти решения 
— собственными функциями.

1. Пусть А <  0. Общее решение уравнения (2,82) в этом случае имеет
вид

Х ( х )  =  Cl('v X x  +  С2е

и из граничных условий

О , + 0 , - 0 .  С х О ^  +  СгО ^ '
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получаем С\ — Сг =  0. Стало быть, задача не имеет отрицательных 
собственных значений.

2. Пусть А =  0. В этом случае общее решение имеет вид

Х ( х )  =  С\х +  С2)

и, как легко видеть, удовлетворяет граничным условиям только при С\ =  
С*2 =  0, т.е. 0 также не является собственным значением.

3. Рассмотрим теперь Л >  0. Общее решение в этом случае, как из
вестно, можно представить в виде

Х ( х )  =  Ci cos V\x  +  С2 sin л/Ах.

Из первого граничного условия следует, что Ci =  0, из второго, что 
Czsiny/Xl =  0. Мы должны считать, что Сг ^  0, так как пытаемся 
найти нетривиальное решение, поэтому sin \f\l =  0, откуда находим

СтО 2х-{т) • * = 1’2’--
Этим собственным значениям соответствуют собственные функции

. кпх 
Х к(х) =  ып - у - ,

определяемые с точностью до постоянной, которую можно положить 
равной единице.

При А =  А*, решение уравнения (2.81) имеет вид

. aknt . aknt
Tk[t) =  Ак cos —   1- Bk sin - у — ,

где v4fc, В*— произвольные постоянные.
Таким образом, каждая из функций

(  aknt aknt\ кпх
Uk{x,t) =  I л* cos —  h Bk sin — j— I sm —j—

удовлетворяет уравнению ua =  a2uxx и граничным условиям u(0. t) =  
u(l, t) — 0.

Будем искать решение поставленной задачи в виде ряда
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Заметим, что в силу линейности и однородности уравнения (2.76), сумма 
ряда (3.10) также будет решением (3.10), удовлетворяющим условиям 
(2.78), если этот ряд равномерно сходится и его можно дважды почленно 
дифференцировать по t и по х.

Коэффициенты А к, Bk будем искать из начальных условий (2.77). 
Положим в (3.10) t =  0. Тогда из первого условия (2.77)

ОО ,

<р{х) =  ' ^ А к sin (2.85)
к = 1

Продифференцируем (3.10), положим t =  0 и из второго условия (2.77) 
получим

4>(х ) =  ]Г ) ^Т~Вк sin (2-86)
fc=1

Формулы (2.85), (2.86) представляют собой разложение заданных функ
ций <р(х) и ф(х) в ряд Фурье по синусам в интервале (0,1). Коэффици
енты разложений вычисляются по формулам:

I I
2  Г  ,  . к т т х  , „  2  f  , ,  s ■ к п х  > /г,

1 Sm _ Т~ =  iT~a /  (2.87)
о о

Таким образом, формальное решение задачи построено.
Теорема 2.5. Если у>(ж) G С 2[0, i], имеет кусочно-непрерывную тре

тью производную, <Д0) =  tp(l) =  0, <р"(0) =  <р"(1) =  0, ф(х) € СДОП],
имеет кусочно-непрерывную производную второго порядка, ф(0) =  ф(1) =  
0, то функция u(x, t ) ,  определяемая рядом (3.10), имеет непрерывные 
производные второго порядка, удовлетворяет уравнению (2.76), началь
ным условиям (2.77) и граничным условиям (2.78).

Доказательство. Интегрируя по частям (2.87), учитывая условия 
теоремы, получим
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Из теории тригонометрических рядов известно, что ряды

(2.S9)?l  уф
^  к ’ ^  кк- 1 к= 1

сходятся. Подставив (2.88) в (3.10), получим

/ ч ( 1 \ 3 1 ,,сп aknt (о) . aknt , к.пх
и (х ’ 0  =  -  ( -  ) Е  ^  cos —j— +  ак sm — ) sm — .

'  '  к- l

Этот ряд мажорируется числовым сходящимся рядом
3 оо

к-]

следовательно, ряд (3.10) сходится абсолютно и равномерно. Принимая 
во внимание (2.89), убеждаемся в том, что ряд (3.10) можно дважды 
почленно дифференцировать по t и по х. Теорема доказана.

Вынужденные колебания струны, закрепленной на концах
Задача о нахождении вынужденных колебаний однородной струны, 

закрепленной на концах, под действием внешней силы f ( x , t , )  сводится 
к решению уравнения

ин -  а2ихх ■ f ( x J )  (2.90)
с начальными данными (2.77) и граничными условиями (2.78).

Решение задачи (2.90) - (2.77) - (2.78) будем искать в виде суммы 
и =  Uo Т V. где ид— решение однородного уравнения (2.76), удовлетво
ряющее условиям (2.77), (2.78), a. и— решение неоднородного уравнения 
(2.90), удовлетворяющее граничным условиям (2.78) и нулевым началь
ным условиям

i'(x, 0) ----- 0, vt(x, 0) =  0.
Метод нахождения ид изложен в предыдущем параграфе, при реализа
ции этого метода найдены собственные функции задачи:

кпх
л к ( х )  =  s m - — .

Решение неоднородного уравнения будем искать в виде ряда по собствен
ным функциям соответствующей однородной задачи:

—  к
v(x , t )  =  ^ У к(1) s i n ~ ,  (2.91)

к=1
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где коэффициенты V*(4) неизвестны. Подставляя (2.91) в (2.90), получим

ОО

Е игм + sin——  =  f ( x , t ) .  (2.92)
к =  1

Разложим функцию f ( x , t )  в ряд Фурье по синусам в интервале (0. /) :

' 1сттт 9  Г 1с7г/т‘
/О М ) =  ^ 2  fk(t) sin— , f k{t) =  -  /  /(z ,f)s in  —  dx, k =  1,2,...,

*=l '

и подставим в (2.92). Приравнивая коэффициенты, получим уравнение

В Д  +  ( ~ ) 2В Д  =  . Ш ,

решая которое при нулевых начальных условиях 7Ц 0) — 0, Т ’к{0) =  0, 
находим

m )  -  - L
о

а следовательно, и (2.91).
Вынужденные колебания струны с подвижными концами
Эта задача приводится к решению уравнения (2.90) с начальными 

данными (2.77) и граничными условиями (2.74): u(0,t)  =  /ц(4), u(l , t ) =  
Д2 (0 - Решение будем искать в виде

и(х, t) =  й(х, 1) +  w (x , 4),

где функция w(x, t )  удовлетворяет условиям (2.74). Подойдет, например, 
такая функция:

w{x, t )  =  щ(4) +  у[ц2(<) -Mi(<)]-

Тогда функция й (х , 4) удовлетворяет нулевым граничным условиям, урав
нению йи =  а2йхх +  f i x ,  4), где /  (х, t) =  f ( x ,  4) -  (wtt -  a2wxx), и началь
ным условиям й(х, 0) =  </?(х) — w(x,  0), щ(х,  0) =  ij)(x) -  wt(x, 0).

Таким образом, задача (2.90) - (2.77) - (2.74) относительно функции 
н(х,4) сведена к задаче относительно функции й(х, 4), рассмотренной в 
предыдущем параграфе.
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Пример
H'ti
м(х, 0) =  х -I-1, ut(x,0) =  0, u(0, t) =  t +  l,  u (l, t) =  t3 +  2.
I. Сведем задачу к задаче с однородными граничными условиями. 

Для этого будем искать решение в виде u(x, t )  =  й(хД ) +  w(x,t ) ,  где 
w(x, t) — t +  1 +  x( t3 — t +  1). Подставим в исходное уравнение и придем 
к задаче с однородными граничными условиями:

йи =  йхх -  6tx,
й(х,0)  =  0, щ(х,  0) =  х — 1, й(0, t) — 0, й(1,£) =  0.

II. Будем искать решение этой задачи в виде й =  u° +  v, где и0— 
решение задачи для однородного уравнения:

и% =  и°хх,
?/°(0, t) =  0, u°(l,£) =  0, u°(x,0) =  0, и®(х,0) =  х  — 1, 
a n — решение неоднородного уравнения, удовлетворяющее нулевым 

начальным условиям.
Собственные значения и собственные функции задачи для и0 были 

найдены выше и имеют вид

Ak =  (Дс7г)2, Хк{х) =  sin к-кх.

Поэтому
ОО

и°(х, t) =  {Ak cos kirl +  Bk sin k.nt) sin k-nx. 
к— 1

Коэффициенты найдем из начальных условий:
1

2 / ' 2
А к =  0, Вк =  —  /  (х -  1) smkitxdx =  - -  -г^.

Аж J [kitу
о

Решение неоднородного уравнения с однородными данными ищем в
ОО

виде v(x ,t )  — Vk{t) sinkirx, где Vk(t) неизвестны. Подставив в урав- 
fc=iнение, получим

ОО

(Vk(t)  +  (for)21 4 (l)) sin ктгх =  -61,х.
к- 1

Разложим — 6ix в ряд по синусам, а затем приравняем коэффициенты. 
Получим уравнения

v;\t ) +  (Ь г)2В Д  =  * =  1 ,2 ,...,
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решение каждого из которых, удовлетворяющее условиям Vk (0) 
=  14'(0) =  0, дается формулой

С 1 2 7
Vk{t) =  — J Tsinbr(i -  r)dr

откуда

Тогда

Ответ:

т, . . ( ~ l ) k12t (—1)*12 . ,
Vk(t) =   77 77------------ 77--- 77— SHI kirt.

(кг (ктг)л

к=1

(—1)*121 ( - 1 )*Т2 ^
(ктг)3 (ктг)*

sin kirt sin ктгх.

i(x, t) =  t +  1 +  x( t3 — t +  1) — V '  —— 77 sin k-nt sin кжх+
Ы  ( )

^  ( ( - \ ) k \ 2 t  ( — l ) fc1 2  . . . . . .
+  /  - ---------- ,: -v . sill knt Sill knx.

V (kn ) (kn )

Задачи
Решить смешанные задачи для гиперболических уравнений.

1. utt =  ихх +  26 (6 =  const)]
и(х : 0) =  0, щ(т.О) =  0, и(0, t) =  0, u(l , t) =  0.

2. и, 11 ~  ихх +  cos t]
и (х , 0) =  0, ut(x.0) =  0, u(0, t) =  0, и(ж, t) =  0.

3. иц ”  иХХ)
и(х, 0) =  0, щ (х .0) =  0, u(0, t) — 0, u(l, t) =  t.

4. Utt I 2 « f — uxx 11,
u(x, 0 ) =  7nr -  x 2, ut(x.0 ) =  0 , u(0 , t) =  0 , u(n, t) =  0 .

5. Utt T U-t — UXX)
u ( t , 0 ) = 0 ,  ut(x.O) =  0, u(0,t)  — t, u ( l , t ) = 0 .

6. и +  2 ut =  uxx +  4x +  8e( cos x; 
u(x, 0) =  cos x, ut(x.O) =  2x, ux(0,t)  =  21, и(ж/2,t) — жt.
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7. utt =  ихх +  4и +  2 sin4 х;
и(х,0 ) =  0, щ(х .0) =  0, иДО, t) =  0, ux(n, t ) =  0.

8. utt — 3ut =  ихх +  2их — Зх — 27;
и(х,  0) =  е~х sin х, м((х.О) =  х, u(0, t) =  0, « (я , t.) =  7г7.

2.9.2. Смешанная задача для уравнения 
теплопроводности

Метод Фурье, изложенный на примере уравнения колебания стру
ны, может быть применен к решению смешанных задач для уравнения 
теплопроводности, задачи Дирихле для уравнения Лапласа в областях 
специального вида, а также для других уравнений при выполнении неко
торых условий на коэффициенты уравнений и граничных условий. В [8] 
приведены примеры смешанных задач с различными граничными усло
виями с подробными решениями.

Здесь рассмотрим пример решения смешанной задачи для одномер
ного уравнения теплопроводности.

Пример
Щ =  U хх,
u (x ,0 ) =  0, ux(0,t)  =  1, u(l,t)  =  0.
Так как одно из граничных условий неоднородное, сведем сначала по

ставленную задачу к задаче с однородными условиями. Для этого будем 
искать решение в виде u(x, t )  =  u(x , t )  +  iu(x,t).  Нетрудно догадаться, 
что можно положить w(x. t) =  х  — I. Тогда 

Ф — 'Фх*
Фс(ОД) =  0, й (/Д ) =  0, й (х ,0 ) =  I — х.
Разделяя переменные, приходим к уравнениям

Х " {х )  +  ХХ( х)  =  0, T'(t) +  XT(t) =  0,

первое из которых при А >  0 имеет нетривиальные решения, удовлетво
ряющие условиям 2Д(0) =  0, Х(1)  =  0 :

/ » ( 1 + 2 Ц у  1г(1+2
А* Д — а  ~ )  • * ‘ W  =  C0S— 21— ■

Решение второго уравнения имеет вид

Tk(t) =  А ке~хЧ.



8 0 2.9. Смешанные задачи для нестационарных уравнений

Теперь, имея набор частных решений uk(x , t ) =  X k(x)Tk(t), ищем реше
ние в виде ряда

. _ Л 'к(\ +  2к)х
и(х, t) =  у  у А ке Ч c o s  —------- .

Jt=0

Найдем коэффициенты из начального условия

л ^ (l +  2fc)x l - x = } ^ A kcos . :
fc=0

Л  =  7 I (l -  x) cos ^  2/2fĉ d:r'

Вычислив интеграл, можем записать решение поставленной задачи: 

, , , 81 ^  e~Xkt 7 г ( 1  +  2к)
“ <*■'0 = 1 Ъ  ( T T a t ? cos ~ ^ i ~ :'■

Задачи
Решить смешанные задачи для параболических уравнений.

1. щ =  и.XX)
и (х , 0) =  х2 — 1, ux(0, Z) =  0, u(Z, t) =  0.

2. щ — ихх — 2ux +  х  +  2t,
u{x,  0) =  ex sin nx,  u(0, t) =  0, u(l, t ) =  t.

3. =  # „  +  4 « +  x2 — 2 — 4x2Z +  2 cos2 x, 
u(x, 0) =  0, ux(0,t)  =  0, Ua;(7r,Z) =  2яТ

4. Ut — Uxxi
u(x,  0) =  0, ttx -  /ш|ж=о =  0) =  0.



Часть 2

О б о б щ е н н ы е  р е ш е н и я  
к р а е в ы х  за д а ч



Введение

Понятие обобщенного решения дифференциального уравнения воз
никло в связи с задачами математической физики, когда под решением 
потребовалось понимать функции, не имеющие достаточного числа про
изводных, и даже недифференцируемые функции.

Решение краевой задачи для дифференциального уравнения назы
вают классическим, если оно непрерывно со всеми производными, вхо
дящими в уравнение. Такое решение можно получить, если начальные 
данные, граничные условия и правые части уравнения являются непре
рывными функциями со своими производными до определенного поряд
ка. Однако при моделировании физических процессов часто приходят к 
задачам, данные которых не обладают достаточной гладкостью.

Рассмотрим простой пример. Найдем решение уравнения ut +  их — О 
в области О =  { ( x , t ) : а < х  +  t < t } , удовлетворяющее начальному
условию и(ж,0) =  Ц>(х). Если ip(x) € СЛ[а,Ь], то решением этой зада
чи является функция u(x , t )  =  (р(х — t). Пусть теперь <р[х)  на отрезке 
[а, Ь\ непрерывна, но не дифференцируема. Понятно, что теперь она не 
может служить классическим решением поставленной задачи. Однако, 
известно, что такую функцию можно представить как предел равномер
но сходящейся на отрезке [а, Ь] последовательности функций д„ (т ) ,  име
ющих непрерывные производные. При этом соответствующие решения 
ип(х, t) =  ipn(x — t) уравнения щ +  их 0 будут равномерно в й  сходит
ся к функции и(х, t) =  ср(х -  t). Это дает основание считать функцию 
<р{х — t) также решением, но в обобщенном смысле.

Таким образом, под обобщенным решением дифференциального урав
нения естественно понимать предел (в той или иной норме) пос ледова
тельности классических решений.

Проиллюстрируем другой подход к введению понятия обобщенного 
решения на примере той же задачи. В этом случае основная идея со
стоит в замене дифференциального уравнения некоторым интегральным 
тождеством.

Докажем сначала, что если и(х, t) € СДП), a v ( x )~  любая достаточ
но гладкая функция, то утверждения

J (щ + ux)v(x, t)dxdt =  0 (а)
п

и
Щ +  их =  О (/Л
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эквивалентны.
(а) сразу следует из (/?).
11усть и(х , t) G (S’1 (О) и удовлетворяет (а). Предположим, что в неко

торой внутренней точке (ад, о̂) 6  П Щ f  их ф 0. Для определенности 
положим, что в этой точке

Щ +  их =  t) >  0 .

Из непрерывности производных щ, их в области П следует существова
ние такого £ >  0, что при (х — ад)2 +  (t — £о)2 <  е выполнено неравенство 
Щ +  их >  |-

Определим теперь v(x, t ) формулой

Г 1 -  ( х  -  х о ) 2 +  ( t  -  t o ) 2 <  £
1 j I  0 ,  ( х  -  х о ) 2 +  ( t -  t o ) 2 >  £.

Очевидно, что для такой функции

/
•fi

г 2\ р <5
(•щ +  ux)v(x, t.)dxdt > I ( 1  I -2nrdr  >  0.

Мы пришли к противоречию, которое и завершает доказательство спра
ведливости утверждения.

Теперь, воспользовавшись тождеством

(щ +  ux) v ( x , t) +  (vt +  vx)u(x, t) =  (uv)t +  (uv)x,

можно сделать вывод, что (/?) эквивалентно для непрерывно дифферен
цируемой функции и(х, t) равенству

/ u(vt +  vx)dxdt =  / uvdx — uvdt (7 ) 
n 9П

для любой достаточно гладкой функции v(x,t ) .  Заметим, что функции 
v(x, t) можно считать равными нулю на всей или на части границы рас
сматриваемой области, если мы хотим убедиться в выполнении равенства 
Щ +  их =  0 лишь внутри области.

Таким образом, для гладких и(х, t) равенство (7 ) эквивалентно опре
делению решения, но для проверки его выполнимости не надо, однако, 
дифференцировать и(х, t).
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Это и послужило основанием назвать функцию, удовлетворяющую 
тождеству (7 ) для любых достаточно гладких v(x, t ) .  обобщенным ре
шением уравнения

ut +  их =  0.

Идея введения понятия обобщенного решения как функции, удовле
творяющей интегральному тождеству, оказалась весьма плодотворной и 
получила широкое развитие. В конце 40-х годов О.А.Ладыженской бы
ло предложено определять обобщенные решения краевых и начально
краевых задач для различных типов уравнений второго порядка с по
мощью интегральных тождеств, заменяющих собой уравнение и часть 
начальных и краевых условий. При этом была отмечена важность то
го, что для каждой задачи можно вводить различные классы обобщен
ных решений, определяемые выбором функционального пространства, 
которому должно принадлежать искомое обобщенное решение. Выбор 
пространства находится в распоряжении исследователя, но этот выбор 
должнен быть сделан так, чтобы в нем задача имела детерминированный 
характер, т.е. не могла бы иметь более одного решения.

При изучении обобщенной разрешимости задачи возникает вопрос, 
как удовлетворить краевым и начальным условиям. Трудность заклю
чается в том, что если функция только интегрируема (по Лебегу) по 
n-мерной области, то она может быть не определена на многообразиях 
меньшей размерности.

Для того, чтобы разобраться в этих вопросах, нужно детально изу
чить различные классы функций, в которых целесообразно рассматри
вать обобщенные решения краевых задач. К таким классам относятся, 
прежде всего, функциональные пространства, введенные С.Л.Соболевым, 
которые так и называются: пространства Соболева. Фундаментальную 
роль в этих пространствах играет понятие обобщенной производной для 
интегрируемой по Лебегу функции, также введенное С.Л.Соболевым.



Глава 1

Обобщенные производные 
и пространства 
С.Л.Соболева

1.1. Средние функции

1.1.1. Усредняющее ядро

Пусть х  и у  — произвольные точки пространства Rn,h >  0 — произ
вольное число.

Функция u>h{x,y) называется усредняющим ядром, если она удовле
творяет следующим условиям:

1) функция uj],{x,y) зависит только от /г, и г, где через г обозначено 
расстояние между точками х н у :  г =  \х — у\;

2) ujh(r) > 0 , г < h,
Uh{r) =  0, г > /г;
3) /  u>h(r)dy =  f r<h u)h(r)dx -  1;

r< h
4) u>h{r) бесконечно дифференцируема по декартовым координатам 

каждой из точек х н у .
Такие функции существуют. Действительно, нетрудно убедиться в 

том, что функция

Г h~ -W/I(r ) =  1 che , г <  h, ch =  const >  0;
1 0 . г >  h

удовлетворяет всем указанным свойствам.
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1.1.2. Средние функции

Пусть 12 —конечная область пространства Rn, и (у)— функция, сум
мируемая в 12. Доопределим эту функцию вне 12 нулем. Положим

где и>ь(г) — какое-нибудь усредняющее ядро.
Функция Uh(x) называется средней функцией по отношению к ы, 

число h — радиусом усреднения.
Принимая во внимание, что и(у)  =  0, г/612, можно интеграл (1.1) 

распространить на все пространство, и тогда среднюю функцию можно 
представить следующим образом:

В силу свойства 2 усредняющего ядра, можно интегрировать только по 
шару радиуса h с центром в точке х  :

Отметим простейшие свойства средних функций.

1. Средняя функция бесконечно дифференцируема во всем простран
стве и ее производные любого порядка можно получить диффе
ренцированием под знаком интеграла в любом из представлений 
средней функции.

2. Средняя функция равна нулю во всех точках, расстояние которых 
до области 12 не меньше h.

Следующие три свойства средних функций сформулируем в виде теорем.

Теорема 1.1. Если и 6 С(12), то ин{х) —» u(x) ,h  —> 0, равномерно 
во всякой замкнутой внутренней подобласти области 12.

Доказательство. Пусть 12'— внутренняя подобласть области 12. По
строим область 12", которая является внутренней подобластью для 12 и 
для которой 12' является внутренней подобластью.

(1.1)

r<h
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Обозначим через ho наименьшее расстояние между точками границ 
областей СУ и СУ'. Построим среднюю функцию щ {х )  с радиусом усред
нения h. <  ho- С учетом свойства 3 усредняющего ядра получим

щ.(х)  -  и(;х) -- J  [и(у) -  u(x)}ujh(r)dy.

r<h

Если х  С СУ, то, в силу выбора h, у £  СУ'. В замкнутой области СУ' 
непрерывная функция и равномерно непрерывна, поэтому при доста
точно малом hw г <  h |и(у) —и(х) \ <  е, где е > 0 — произвольное сколь 
угодно малое число. Так как по свойствам усредняющего ядра оД г) >  О 
и f  ujh{r)dy =  1, то |ttft(x) — w(x)| <  е, что доказывает теорему.

r<h

Теорем а 1.2. Норма в 7г(С2) не возрастает при усреднении. 
Д оказател ьство . Пусть и(х) £ Тг(Й). Докажем, что в метрике 

/.Д й) ||и/,|| <  \\и\\. Рассмотрим квадрат средней функции и восполь
зуемся тем, что сс/,(г) >  0 :

u2h{x) =  u(y)ujh{r)dy^ =  ( / '  ?i(y)v/ - ’/,(c)\ /^ 7, (?)rfyj  .

Последний интеграл оценим с помощью неравенства Коши-Буняковского. 
Тогда

и\ (.т) <  J  и2{y)u>h(r)dy J  u)h{ r ) d y <  J  u2u h(r)dy, (1.2)
a n

так как по свойству усредняющего ядра

j  u,'h{r)dy =  У  a.'/,{r)dy <  j  u>h(r)dy — 1.
О On(r</i) r</i

Интегрируя неравенство (1.2) по области О, получим

2 _

S2

У  u2h{x)dx  <  У  и2(у) У  uh(r)dxdy <  J  u2(y)dy =  ||u||2,

что и требовалось доказать.
Теорем а 1.3. Если и 6 7̂ 2( С 2 ) , то ||it — тц|| —+ 0 ,h —» 0.



8 8 1.2. Обобщенные производные

Д оказательство. Так как и £ Ьг(П), то для любого е > 0 можно 
построить многочлен р(х)  так, чтобы

I|u-Plk(i2) <  е/3-

Применим неравенство треугольника

1Ь -  uh|| <  ||u — р|| +  |b -  Phil +  1Ь/. -  ил||- 

Так как по теореме 1.2 норма не возрастает при усреднении, то

1Ьл -  u h \ \  <  1Ь -  u ll < е/3.

Рассмотрим область Од, для которой П является внутренней подобла
стью. В силу теоремы 1.1 pi, —> р при /г —► 0 равномерно в любой внут
ренней замкнутой подобласти fli, а значит, и в Q. Но из равномерной 
сходимости в замкнутой области следует сходимость в среднем, поэтому 
для достаточно малых h

1Ь -  Pi.1Ь2(П) < е/3 , 

и теперь мы убеждаемся в справедливости утверждения теоремы:

1Ь  W/.II < £•

1.2. Обобщенные производные
Введем некоторые обозначения.
Целочисленный вектор с неотрицательными компонентами 

а  =  (сц, аг, ... ,а п) называется мультииндексом. Будем обозначать про
изводную функции f ( x )  порядка |а| =  ад +  «2 +  +  осп следующим
образом

n ar _ d ^ f j x Ь Т2, ■■■,£,г)

Множество функций / ,  непрерывных вместе с производной D af ,  |а| <  
к, 0 <  к <  оо, в области Й, обозначим С *(й ). Класс функций C fc(H), 
у которых все производные допускают непрерывное продолжение на за
мыкание Й, обозначим С к{й).  Носителем непрерывной функции р  назы
вается замыкание множества тех точек, где (р(х) ^  0; носитель tp обо
значаем suppp :

suppp — { х  : х  £ Rn, <р(х) ^  0}.



1.2. Обобщенные производные 8 9

Функции с компактным носителем называются финитными. Обычно рас
сматривают к раз непрерывно дифференцируемые финитные функции; 
множество таких функций, определенных в О, обозначают С к(Я).

Пусть функция и(х) £ Li,i0C(Q). Функция v(x) £ С д Д П ) называется 
обобщенной производной (о.п.)порядка а  функции и(х)  в области Я, если 
для любой <р(х) £ С ^  имеет место тождество:

j  u (x )D aip(x)dx — (—1)1“ ' f  v(x)<p(x)dx. (1.3)
J n  J o

П ример. Пусть Я =  (—1,1), и(х)  =  |х|. Рассмотрим

j  \x\ip'(x)dx =  — У  x<p'(x)dx I ^  xif\x)dx.

Интегрируя по частям, получим:

/ 1 г О г1
\x\ip'(x)dx -  "xv (x )| ° j I- /  сp(x)dx -f xtp(x)\l0 -  /  <p(x)dx -= 

i .7-1 J о

=  — J  if(x)signxdx.

Внеинтегральные слагаемые обратились в нуль в точках —1 и 1, в силу 
финитности функции (р(х).

Таким образом, D\x\ =  signx.

1.2.1. Свойства обобщенных производных

Теорем а 1.4. Обобщенная производная определяется единственным 
образом с точностью до множества меры нуль.

Д оказател ьство. Предположим, что функция и имеет две различ
ные обобщенные производные гц и г>г- Это означает, что для Уд £ С°°(П)
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Вычитая из одного равенства другое, получаем

(i>i — V2)dx =  0, VV> £ С°°(12)./<
Согласно основной лемме вариационного исчисления, из этого равенства 
следует, что V\ =  г>2 в С с точностью до множества меры нуль, что и 
требовалось доказать.

Обозначим 12/, =  { х  : х  €  О, р(х, <212) <  h}.

Теорема 1.5. Пусть в области О функция и(х)  имеет обобщенную 
производную вида (1.3). Тогда в области 12\12/, средняя функция от этой 
производной равна производной от средней функции.

Доказательство. Пусть х  £ 12 \ 12/,. Так как множество 12 \ 12/, от
крытое, то расстояние от точки х  до границы области 12 больше h. и 
поэтому усредняющее ядро ш/,(г) является финитной в области 12 функ
цией. Тогда тождество, определяющее обобщенную производную, может 
быть записано так:

v{y)uih(y)dy. (1.4)

Правая часть равенства (1.4) по определению средней функции есть не 
что иное, как средняя функция:

/ v{y)ujh(r)dy =  vh(x).

Рассмотрим левую часть (1.4). Так как усредняющее ядро ш/,(г) зависит 
только от разности х  — у, то

dkUh(r) . <к д кшн{г) ( -1 )*  -
д у к'дук2...дукп дх\ 'дх^  ...дхп1 ’

поэтому

/  = Ьг /  ■
и из равенства (1.4) получаем

dkuh(x)

д х к'д х к2...дхк"
=  vh(x),
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что и требовалось доказать.

Т еорем а 1.6. Если в области 12 функция v(x)  =  D ku (x ) ,w (x ) =  
D lv(x),  то в той же области w(x)  =  D k+lu(x).

Доказательство. Пусть tp(x) G С к+ (12). Тогда D lip G <7fc(12). По 
определению обобщенной производной

J  ul) k ilf d x  — (—1)* j  : !> . d.r. J  v D lipdx — (—1)! У  w.pdx.
и n n h

Из этих двух равенств и вытекает справедливость утверждения теоремы. 
Теорема 1.7. Функция, обобщенный градиент которой равен нулю, есть 
постоянная.

Доказательство. Пусть функция и(х)  суммируема в области 12 и
имеет в этой области обобщенные производные uXi =  0, i — 1, ...гг. По
строим среднюю функцию мДж). По теореме 1.5, =  О и, следователь
но, Uh{x) =  cons! в 12 \ 12/,. По теореме 1.3, ||и -  гг/,||̂ 2 — > 0, h -о  (), 
поэтому и(х)  те const в 12.

Докажем две теоремы о предельных свойствах обобщенных произ
водных.

Будем предполагать, что как данные функции, так и их обобщенные 
производные суммируемы с квадратом в конечной области.

Теорем а 1.8. Пусть функции ип(х), п =  1,2,... имеют в 12 обобщен
ные производные

. , д кип
Vn(l') =  — z----- z т—.

дх^дх2 ...дХт
Если обе последовательности { « „ }  и {/.'„} сходятся в метрике Тг(12) к 
пределам и(х)  и v(x)  соответственно, то в области 12 функция v{x)  есть 
обобщенная производная от и(х)  того же вида.

Доказательство. По определению обобщенной производной

J  unD af d x — { — \ )^ J  vnfdx .  (1.5)
б п

Так как ип, vn <F Тбг(12), f — финитная функция, то каждый из интегра
лов в (1.5) представляет собой скалярное произведение в Ь%( 12) :

(ип, D af )  — ( -1)1"!К ,у> ). (1.6)

Известно, что из сильной сходимости (т.е. по норме), следует слабая схо
димость:

К  -  u \\l2(H) - »  о  = >  (ип -  и, f )  - >  0 .
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Переходя теперь в (1.6) к пределу при п —> оо, убеждаемся в справедли
вости утверждения теоремы.

Теорема 1.9. Пусть v(x)  —обобщенная производная функции и(х)  
в области П : v(x)  =  D ku(x).  В любой внутренней подобласти О' с  
П можно построить последовательность бесконечно дифференцируемых 
функций {u n(x )}  таких, что в метрике ТДП')

ип —+ u, D kun —» V.

Доказательство. Построим последовательность следующим обра
зом. Положим ип(х)  =  Uh„(x), где hn — последовательность положитель
ных чисел, стремящаяся к нулю при п —> оо. Тогда первое соотношение 
вытекает из теоремы 1.3, второе — из теорем 1.3 и 1.5.

У  пражнения

1. Построить среднюю функцию для

-  /  1 '  е С Ш \ Х \ <

\ 0, если|д| >  1.

Рассмотреть случай п  =  1.

2. Найти обобщенную производную функции у =  \х — 1| в области 
П =  (0,2).

3. Найти обобщенную производную функции у  =  arccos cos х  в обла
сти П =  (0, 27г).

4. Найти обобщенную производную второго порядка функции

1 — X^
у =  arccos- ^  — ( — 001 °°)-

5. Доказать, что смешанная о.п. не зависит от порядка дифференци
рования .

6. Показать, что из существования о.п. какого-либо порядка не следу
ет существование предшествующих ей о.п. на следующем примере: 
пусть функции / ( f )  и g(t) непрерывны на сегменте [-1,1], но ни в 
одной его точке не дифференцируемы. Тогда функция и(х, у) =  
f (x ) -Yg (y )  не имеет о.п. первого порядка, но имеет смешанную о.п. 
второго порядка, равную нулю в квадрате — 1 <  х , у  <  1.
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7. Пусть

f ( x i , x 2) =  |
1, если|х( < 1, х 2 >  О, 

— 1, если|х| < 1, х 2 <  0.

Показать, что / (х ь ^ г )  имеет о.п. первого порядка в каждом из 
полукругов, по не имеет о.п. по х 2 в круге |х| <  1.

8. Показать, что если в области П функция f ( x )  имеет о.п. D af,  то и 
в любой подобласти iV С П функция f ( x ) имеет о.п. D af.

1.3. Пространства Соболева

Рассмотрим множество функций и(х) е  Lp( f l ) , l  <  р <  оо, имею
щих все обобщенные производные до порядка к включительно, также 
принадлежащие Lp(fi). Введем на этом множестве норму:

Полученное линейное нормированное пространство называется простран 
ством Соболева Wp (Q). Пространство Wp (Q) банахово.

1.3.1. Пространства Ж,1 (fi), W ]  (О) и их свойства

Теорема 1.10. Пространство W l(Q )— полное метрическое простран
ство относительно нормы

В этом случае для W* (ft) часто используется обозначение H k(iT).

О
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Д оказател ьство. Рассмотрим фундаментальную последовательность 
{ик}, Uk(x) £ W jCfi), т.е. ||щ — Uf|lw2i(n) —1"  ̂ при к, I —* оо. Из опреде
ления нормы (1.9) следует, что

IIй* -  и(11̂ (п) =  Uî dx +  /  ~  j S / dx =

=  1 К - ^ Ц ( П )  +  Е Н
г=1

дик ^  дщ  2 
<9(Гг dXi

но тогда
IIй* - иг|Ц2(П) ->0, к,1 -> оо, 

И ^ - э ^ Н м и - о ,  * , 1 - 0 0  V,

Но L2(f2) — полное пространство, поэтому существуют функции и(х) £ 
Т2(^ ) и wr(x) £  T2(fl), к которым сходятся последовательности (и Д х)} 
и {| ^ } соответственно:

2IIй* -  МН£2(П) -> 0. к-*оо, (1.10)

^ H l L r m - *  °> к - + о с  V?: =  1 ,...« . (1.11)1^и* -112

Покажем, что гд =  Так как каждая функция иД т) имеет обобщен
ную производную то для любой финитной функции <р(х) справед-

дх,

гю 2
ли во тождество

(u2>
n n

Но из сильной сходимости в L2(fl) следует слабая сходимость, т.е. из 
формул (1.10) и (1.11) вытекает соответственно

lim [  uk( x ) ^ d x =  [  u ( x ) ~ - d x ,  (1.13)
к—*оо J O X , J O X i

П П

lim [  ^^-<p(x)dx =  [  Wi(x)<p{x)dx. (114)
fc-oo J д х { J
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Переходя теперь к пределу в (1.12), используя при этом (1.13) и (1.14), 
получаем

l i ^ v{x)dx= - l utZ ? x'
п и

что означает, что w, =  Отсюда следует, что и(х) Е Wl{Cl), а также, 
что

| К (х ) -  и(ж)|Ц(п) -з  0, /с -> оо,

а это и означает полноту пространства W\ (Г2).
О продолжении функций
Пусть функция /(ж ) задана в области П, которая является строго 

внутренней подобластью области ГУ. Функцию F (x ) ,  определенную в об
ласти ГУ и совпадающую с f ( x ) в О, будем называть продолжением 
в ГУ функции /(ж ). Заметим, что продолжение существует для любой 
функции, например, F (x )  можно положить равной нулю в ГУ \ГУ Одна
ко, продолжение F (x )  функции f ( x )  часто полезно (а иногда небходимо) 
разыскивать в классе функций, обладающих такой же гладкостью, как 
и /(ж ). Такие продолжения существуют не всегда, а при выполнении 
определенных условий на границу области ГУ

Справедливо следующее утверждение.
Пусть О и ГУ- ограниченные области, Cl С ГУ, 9Г2 £ С к. Тогда 

для любой функции f i x )  Е W k(О) существует финитное продолжение 
F (ж) G W k{Cl'), при этом

1% ПиДП') — ^Н/НиуЦП)- (1-16)

Для дальнейшего нам будет полезна следующая теорема.
Теорема 1.11. Множество функций С 00 {Cl) всюду плотно в про

странстве W k{Cl).
Доказательство. Пусть граница дП области Г2 принадлежит классу 

С  . Рассмотрим область О', для которой область Г2 является строго внут
ренней. Возьмем произвольную функцию и(х) Е  W k и продолжим ее в 
ГУ. Известно (см., например, [2]), что для любой функции и(х) Е  W${Cl) 
существует финитное в ГУ продолжение U ( x )  Е  (ГУ), причем

II^W IIwHn') Ф СЦЦяОНифрц- (1-16)

Построим среднюю функцию СД(ж). Согласно свойству средних функ
ций, справедливо следующее соотношение

11% — ^Ни'Дп) =  11% “  %1ифп) h 0.
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Так как Uh{x) £ C°°(Q), то теорема доказана.
С л е д с т в и е .  Если граница области € С к, то замыкание множе

ства С  (Cl) в норме
к

=  f  \Dau\2dx}^
|а|=0 п

совпадает с Wk-
О п р е д е л е н и е .  Замыкание множества С°°(П) в норме пространства

О

W k(Sl) называется пространством W\ (П).

1.3.2. Неравенство Фридрихса
Пусть О — ограниченная область в Rn. Тогда существует постоянная

О

С  >  0 такая, что для любой функции и €W 2! (П) справедливо неравен
ство

J  u2dx <  С (Р ) J  (1 17)
о П *=1

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Неравенство (1.17) достаточно доказать для и(х) е  
С°°(£1), так как тогда оно получается замыканием в норме пространства

О

И̂ 1 (П) для любой и £ W.J (О).
О

Пусть и(х) — произвольный элемент из W\  (О). Аппроксимируем 
его в норме W\ (fi) функциями {и к(х )} ,  к — 1, 2,... из С°°(£1). Так как 
suppuk(x) £  П, то щ (х)  можно продолжить нулем вне О и рассмот
реть вместо О параллелепипед Г1, внутри которого находится область Q. 
Пусть

П =  { х  : 0 < х, < d,}.

Обозначим d\ наименьшее из его ребер.
Функцию Ufc(x) 6 С,0О(П) можно представить следующим образом

Xi
, \ [  дик(£,х2, . . .Х„)

Uk{z) =  - Ч -
dt

о
Возведем обе части этого равенства в квадрат и проинтегрируем по П :

J 4 b  = ] b f  ( ] * * & £ « У * ,
П' \ о
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где
IT' — { х ' : 0 <  х,  <  d,, г — 2, . . .п}.

Для оценки одном ерного внутреннего интеграла применим неравенство 
К ош и-Б уняковского:

— £ ) d‘  J} < ж м -
о) / о о  о

Т( )гда

j  ul dx <  J dxi f  [-Ti J dd j  (oy“ V-rf.r.
h о i t о n

Так как Uk(x) =  0 вне О, то

f  ul ( x )dx < у  J(T ~ )2<*r■ (1.18)
h h

Переходя в (1.18) к пределу, получим неравенство Ф ридрихса.
С ледствие

С

В Ид (Д ), в случае ограниченной области , нормы

II"!I д -  { / |«2 +  F ( ^ ) 2] ^

!> 1'-1
эквивалентны.

1.3.3. След функции

П усть Д — область  в /? " , a S  — некоторая гладкая (п — 1)-мерная 
поверхность, леж ащ ая в Д. Если в Д задана определенная в каж дой то ч 
ке функция и(х),  то  м ож но найти ее значения и на поверхности  S. Если 
же ф ункция и(х)  задана в Д п.в., то  ее значения на ф иксированной по
верхности S  определяю тся неоднозначно: т.к. rnesS =  0, то  функция
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может иметь на S произвольное значение. Обобщением понятия значе
ния на (п — 1)-мерной поверхности почти всюду определенной функции 
является понятие сл еда  функции.

Пусть функция а (х ) непрерывна. С ледом  u|s функции и(х) £ С  (Cl) 
на поверхности S будем называть значение на этой поверхности опреде
ленной в каждой точке, непрерывной в II функции, почти всюду совпа
дающей с и(х).

Рассмотрим теперь понятие следа функции и(х) £ И ’2'(О ).
Пусть S — поверхность класса С 1, лежащая в О, Si ее простой кусок, 

однозначно проектирующийся на некоторую область D  плоскости х п — О 
и имеющий уравнение

х п =  4>(х'). х' =  (х и ... ,xn- i ) ,  ip(x') £ C (D ).

Так как область П ограничена, то она вся расположена в некотором кубе 
{О < Х{ < a, i =  1, ...,п }. Предположим, что и(х) £ O l (Cl), и положим 
ее равной нулю вне Cl. Согласно формуле Ньютона-Лейбница,

, , , [  ди (х ' ,х „ ) dx.

Поэтому, на основании неравенства Буняковского,

Ч-(У)

t|s,|2 <  <р(х) j
ди(х', х„)

д х п
dxn <  a j

ди (У  . х п) 
д х п

Умножая это неравенство на yj\ +  <p*t +  ... +  у д  , и интегрируя по 1), 
получим неравенство

II“IIL(5,) = J Msi№ ~ ̂ 2|1и11и̂(Н)-
5 ,

Так как поверхность S можно покрыть конечным числом простых кус
ков, то складывая соответствующие неравенства, получим

IMU2(S) < С|М1ифЦ)-

Заметим, что неравенство (1.19)имеет место и для любой функции и(х) С 
С Щ .
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Пусть теперь и(х) £ ИД (12). Рассмотрим последовательность функ
ций {и т (т ) } , ит(х) £ С Х(П), сходящуюся в норме W\ (12) к функции 
и(х). Запишем неравенство (1.19) для функции ит — щ  :

I N i  Mt | | / . 2(S) — С\\ит Wfcllvp.j(n)- ( 1.20)

Так как ||wm -  и*||я >(п) —> 0 при т, к —> оо, то и \\ит -  u/t||z,2(s) —> 0 
при то, к —> оо. Это означает, что последовательность следов um\s слад
ких функций ит(х) является фундаментальной в L2(S). В силу полноты 
L2(S) существует функция й(х) £  Т2(5 ), к которой сходится последо
вательность следов um|s при т  —> оо. Переходя в (1.20) к пределу при 
771 —7 оо, получим

I N  -  wlk(S) <  С\\ик -  и||и,1 (П)- • 21 )

Функция й(х)  называется следом функции и(х) £ 1Т2 (12) на по
верхности S.

Формула интегрирования по частям
Пусть функции и(х), v(x)  принадлежат V l^ ll), 912 £ С 1. Тогда для 

любого i =  1,..., 77 справедлива формула интегрирования по частям

/ ——vdx =  — [  u—̂ -dx+  [  mi cos(n, xAdS, (1.22)
д х г J д х г J

n n dfl

где n —внешняя единичная нормаль к поверхности 912.

1.3.4. Неравенство Пуанкаре

Для функций и(х) £ Иб^П) имеет место неравенство

/ v? dx <  С

О
(1.23)

Если область 12 ограничена, то ее можно поместить в параллелепипед 
П. Не ограничивая общности, будем рассматривать II =  { х  : 0 < х г < 
dj} . Продолжим функцию и(х)  вне области О нулем, будем рассматри
вать ее в параллелепипеде П и покажем, что справедливо неравенство

и dx <
1

me.si I
udx + (1.24)
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П усть и(х ) Е С 1(П). П ерейдем к новым координатам у* =  Xi/di, i =  
1 Тогда неравенство (1.24) перейдет в эквивалентное ему неравен
ство  для куба К  =  { у  : 0 <  yi <  1} относительно ф ункций й(у) =  
u(dyyь  ...,dnyn) :

dy. (1.25)

Зафиксируем две произвольные точки у — ( y i , ?/2 7 ■ • ■ У п )  и  у* =  {у[,  у2 , •••, у'п] 
и рассмотрим цепочку точек

У 1  =  ( 2 /5 , 2/ 2 ,  • ■ • ,  У п ) ,

2/ 2 =  ( 2/ 1 , 2/2, ■■■• 2/п),

2/”  =  (2/5,2 / 2 , - - ,  Уп) =  У *  ■ 
По теорем е Н ью тона-Л ейбница имеем:

1(у*) -  й(у) =  J
У1

дй{г/ъ у2,
-dr] 1-

дг) 1

2/2 2/2 
+  +  [ d ib A .y j ,  - л )

.1 дг]2 ./ Нг/П
г/2 уг

Возведем обе части полученного равенства в квадрат и оценим правую  
часть, пользуясь элементарны м неравенством 2а6 <  а 2 4 Ь~ и неравен
ством  К ош и -Б ун яковского. Тогда

/  1 _ 1 ^ 

й2(у*) -  2й(у*)й(у) +  й2(у) <  n I J ( ^ - ) 2drt 1 +  ■•■ +  У
\о о

Э то  неравенство проинтегрируем  сначала по у Е К,  затем  по у* Е К.
В результате получим:



откуда следует (1.25), а следовательно, и (1.24). Так как функции из 
С 1)!!)  плотны в ИбДП), то неравенство (1.24) справедливо для функций 
и(х) € ИД (П). Вспоминая теперь, что функции были продолжены в 
параллепипед II нулем, следовательно, интегралы в (124) отличны от 
нуля только по 12, приходим к (1.23).

о

Критерий принадлежности подпространству W\ (12)
Для того, чтобы функция из пространства Я 1 (12) принадлежала под-

О

пространству Н 1 (12), необходимо и достаточно, чтобы ее след на границе 
области был равен нулю.

О компактности множеств в L,
Предположим, что 12 — ограниченная область с гладкой границей: 

dil С С 1. Тогда функции из 12 можно продолжить на более широкую 
область с сохранением класса, т.е. так, что для них будет выполняться 
неравенство (1.15).

Теорем а 1.12. Ограниченное в J (Г2) множество компактно в Ь2( 12).
Д оказател ьство . Продолжим функции из ИД (12) вне 12 на паралле

лепипед I! {.г : 0 <  Xi < dij, 12 С  П, с сохранением класса. Разобьем П
на элементарные параллелепипеды I Г, со сторонами dk/N, к =  1, 2 ,..., та, 
и гранями, параллельными координатным плоскостям.

Для любой функции и(х) е  ИД(12) справедливо неравенство Пуан
каре (1.24), в котором П заменено на П, . Из него следует

1.3. Пространства Соболева W jf 1 0 1

Рассмотрим множество функций {ит(х )} ,  ограниченное в норме про
странства ИД(Г2) : ||um||w2i(fi) 5= С- Из неравенства (1.15) следует, что
это утверждение справедливо и для продолженных на 11 функций. Про
странство ИД(П) является гильбертовым, а в гильбертовом простран
стве, как известно, всякое замкнутое ограниченное множество слабо ком
пактно в себе. Это означает, что из последовательности (u m(x )}  мож
но выделить слабо сходящуюся подпоследовательность. Не ограничивая 
общности, будем считать, что сама последовательность {ит(х ) }  слабо 
сходится в Ф2(П). Тогда для любых ир, uq из неравенства (1-26) получим 
следующее неравенство:
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|| ир

~  2  |Щ ( /  ( u p г=1 \П,

Последнее слагаемое в (1-27) можно сделать сколь угодно малым за счет 
выбора достаточно большого N  сразу для всех р и q. Зафиксируем это 
значение N. Первое слагаемое в правой части (1.27) для фиксированного 
N  будет стремиться к нулю при р, q —> оо в силу слабой сходимости 
последовательности {и т}  в L2(II). Тогда

||нр — НдЦтдп) * О

при p,q — > оо, что означает, что последовательность { и,„ } сходится в 
норме Тг(П).

Теорема доказана.
Аналогичное утверждение, доказательство которого здесь не приво

дится, справедливо для следов функций из И '^П ) : если множество 
функций ограничено в Wj(Cl), то множество их следов на (п — 1)-мерной 
поверхности S С О класса С 1 компактно в L2(S).

1.3.5. Эквивалентные нормировки пространств

Пусть в области О, dil Е С 1, задана вещественная, непрерывная в 
П, симметрическая матрица Р (х ) =  (ру(ж)), i , j  =  1, ...,п. Пусть заданы 
также q{x)  с- С  (Cl), r(x )  Е С(дС1).

Рассмотрим билинейную форму

W (u,v) =  /  PijUXivX]dx +  /  quvdx +  /  ruvdS. (1.28)
п >-J 1 и ini

Теорем а 1.13. Если матрица Р(х)  положительно определена, q(x) >  
О на й, г ( х ) >  0 на дП  и либо q(x) ф 0, либо г(х) ф 0, то билинейная 
форма (1.28) определяет на W2 (П) скалярное произведение, эквивалент
ное скалярному произведению

W9llL(fi) — Hur U«lli2(Il) —

U q ) d x j  + 2д.2 X) (% \\щ ? к 3SjHL(n)‘

(иА ’)и-фп) =  I (V u V r +  uv)dx.
ft

(1.29)
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Д оказател ьство. Согласно определению эквивалентности скалярных 
произведений, для доказательства теоремы нужно установить существо
вание постоянных Ci >  О, С2 >  0 таких, что для всех и, v € ИДД!) 
справедливы неравенства

W (u , и) <  Сг11и 1|щ21(п)> Ни11и-21(Я) — C2W (u ,u ) .  (1.30)

Полагая в (1.28) v =  и, получим

W (« , „ )  =  /  ±  w „ d x  +  /  ,  А *  +  /  гиЧЗ. 
п l'J- 1 п дП

Заметим, что,в силу условий теоремы, каждое слагаемое в W (и, и) неот
рицательно.

Оценим каждое.

2
/ I I  Л И п

y \ PljuXiuXjdx <  А  /  |цх.||uzJrfx <  Ап  /  |Vu|2dx <  Лп||и||

П !J=1 О О' п

где Л =  max ||Ру||С(й);1<гj<n 4 ’

J  q\u\2dx <  Л^иП^п) < Л^Н!2̂ ,^ ; 
п

где А у =  ||д||сг(й);

J r\u\ ds <  Л2||т*|lij(an) < С2Л2||и||̂ ,(П), 
да

где Л2 =  ||г||с(да). Последнее неравенство справедливо на основании 
неравенства (1.19). Из полученных оценок следует существование 
С\ =  Ап +  Ау +  А 2С 2.

Теперь докажем справедливость второго неравенства в (1.30). 
Предположим, что не существует постоянной С 2. Это означает, что 

для любого целого т  >  1 найдется такая функция ит(х)  G ^ ( П ) ,  что 
IW IwK fi) >  Введем функцию gm(x) =  um(x)/||wm||wi{n).
Для этой функции

W (дт,д т) =  j  У .  P,jgmx,9mx,dx + ^  qg2mdx + J  rg?mdS <

п id=1 п да



к тому же
1!<?т||ц/2‘ (П) =  1- (1-31)

Из последнего неравенства вытекает, что каждое из слагаемых меньше
1 /т ,  а, в силу условия положительной определенности матрицы Р, су-

П Т1
ществует 7  >  0 такое, что Pij(x )ti£j — 7  Y 11&Р> поэтому

i ,j=1 i= l

[ \Vgm\2dx <  — , I q\gm\2dx <  — , j  r\gm\2ds <  — . (1.32)
J  Ш7  J rn J m
Cl Cl dCl

В силу (1.31) последовательность {gm}  ограничена в W\(О), поэтому из 
нее можно выбрать подпоследовательность, фундаментальную в Li{0).  
Не ограничивая общности, будем считать, что сама последовательность 
фундаментальна в т.е. \\дт~ 9ilU3(n) 7 0-, m, Z —> оо. Рассмотрим

11.9m — 9l\\w}(Sl) =  II 9т — 9/|li2(H) +  |||V(ym — 9()Н1т2(П) —

<  ||9т -  9i\\lm  +  2|||Vpm|||̂2(fi) +  2|||Vg(|||£,(fj) <

<  \\9m- 9l\\lm  +  —  +  Ц -

Отсюда следует, что \\дт — 9г||щ2'(о) —► 0 при m, I —> оо, т.е. последова
тельность { 9т }  фундаментальна в Так как пространство И^/П)
полное, то последовательность {дт} сходится к некоторому элементу
9 € И7}(О ). Переходя к пределу в равенстве (1.31) и неравенствах (1.32),
получим

а)||9||щ.(п) =  1, Ь) J  \Vg\2dx — 0, с) J  \g\2dx =  0, d) J r\g\2ds =  0.
n n dU

Из равенств b) и а) вытекает, что

9 =  const — 1 /\/|П|, i G t l ,  9 — 1 / x £ dfl.

Но это противоречит, если q(x) ф 0, равенству с) или, если г(х )  ф 0,
равенству d). Полученное противоречие подтверждает справедливость 
утверждения теоремы.

1 0 4  1.3. Пространства Соболева W£
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Следствие
Билинейная форма

W (u , v) =  J (p (x )V uV v  +  q(x)uv)dx  +  J  r(x)uvds ,
n an

гдер(х) G C(Q), q(x) G С (Cl), r(x)  G C(dfl), p(x) >  const >  0, q(x) >  
0, x  G 12, r(x ) > 0 ,  x G 9 0  и g(x), r (x ) не обращаются тождествен
но в нуль одновременно, определяет в W j(O ) скалярное произведение, 
эквивалентное скалярному произведению (1.29).

Теорем а 1.14. Если матрица Р ( х ) — положительно определенная, 
функция q(x) >  0 в 0 , то билинейная форма

w  ( « ,« )  =  PijUXivx,dx +  J  quvdx
n l'P-1 n

о

задает скалярное произведение в W\ (О), эквивалентное скалярному 
произведению (1.29).

О

Д оказател ьство. Так как W\ (О) С W\(ft), то из теоремы 3.4 выте-
О

кает, что в W }  (О) можно ввести скалярное произведение, эквивалентное 
скалярному произведению (1.29), с помощью билинейной формы (1.28)

О

г(х) =  1 на 9 0  и q(x) > 0 ,  х  G О. Но для и(х), v(x)  GH^1 (О) значения 
билинейных форм W  и W  совпадают. Теорема доказана.

Пусть Р (х )  =  р(х)Е.
С ледствие 
Билинейная форма

W (и ,v) =  J (pVuVv +  quv)dx,

где р{х)  G С (О ), g(x) G С(О), р(х) >  const >  0, q(x)  >  0 в Г2, опреде-
О

ляет в W\ (О) скалярное произведение, эквивалентное скалярному про
изведению (1.29).

Заметим, что в частности, эквивалентным (1-29) скалярным произве-
О

дением в W\ (О) является

/(u ,v ) =  VuVvdx.
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Упражнения

1. Пусть

(a) и М б ^ Н О Д ) ,

(b) и(х)  G W.j(D), х  G R\ D =  { х  : 0 < Ху <  а, 0 <  1C2 <  i»}.

(c) и(х)  G W22(0 ,1),

(d) и(х)  G W%(D), D  =  {х  : 0 <  х\ <  а, 0 <  хг <  а}. 

Написать скалярное произведение и норму в каждом случае.

О

2. Доказать, что для любой и EWj  (0 ,7г) имеет место неравенство

7Г 7Г

J  uldx <  J  и
о о

dx.

3. Доказать, что для любой и (а, Ь) имеет место неравенство

JиЧх ̂  ( г̂) / u'2rfx-

4. Доказать, что для любой функции и G И/Г21(0> 2тг) имеет место нера
венство

J  u2dx <  J  ul2dx +  | J  uc
о 0 Vo

5. Доказать, что скалярные произведения

7Г 7Г

(u,v)i  =  J ( u v  +  u'v')dx, (u ,v )2 = J  uv'dx  
о 0

о
в пространстве W\ (0,7г) эквивалентны.
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6. Доказать, что скалярные произведения
2тг

(и, и) 1 =  J  (uv +  u'v')dx, 
о

7  Г /  W 7  N(и, г>)г =  I u'v'dx +  I / wdx I I / vdx

в пространстве W^O, 27т) эквивалентны, 

ырг
О

произведение в ИД (П), эквивалентное скалярному произведению

7. Показать, что выражение J(grad и, grad v)dx задает скалярное
S)

J  [uv +  (grad и, grad v)]dx.

8. Показать, что существует такая постоянная с >  0, что для любой 
и G ИД (П) имеет место неравенство

J u2dx <  с 
п

J  |grad u\2dx +  J  u2ds
Ln an

9. Показать, что если г G С(<912), г{х) >  0, то выражение

(и, i>)i =  J (grad и. grad v)dx -f f  ruvds 
h an

задает в ИД (П) скалярное произведение, причем эквивалентное 
скалярному произведению

(it, v) = J  [uv 4- (grad и, grad v)]dx.

10. Доказать неравенство Пуанкаре

J  ii2dx <  с I J  udx I +  J  | grad
n \n /  n

u\2dx , и G с >  0.
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И. Доказать, что для того, чтобы функция и{х)  6 Ь2(0, 2л) принад
лежала И^(0,2тг), необходимо и достаточно, чтобы сходился чис
ловой ряд с общим членом п2(о,2 +  62), где

2тг 2тт
1

а п, —
7Г

0

при этом

2тг

J  и(х) cos nxdx, bn =  -  J  u(x) sin nxdx , n =  0 ,1,...

(u2 +  и'2)Фг =  7Г ]T (fc2 +  l)(o| +  *£) +  л ( у ) 2.
0 1

12. Доказать, что для того, чтобы функция и(х) Е Ь2(0,п)  принад-
О

лежала W.J (0, п), необходимо и достаточно, чтобы сходился ряд с
7Г

общим членом &25|, 6*. =  2 f  и(х) sinkxdx. При этом

lu l l2

 ̂ ОО
У (u2 +  u'2)d:r =  |  ^ ( f c 2 +  1)^ .
л к=1

13. Показать эквивалентность скалярных произведений в простран- 
стве W2(ty

(и, v)i =  J [u v  +  (grad и, grad v)\dx, 
n

)г =  J (grad u, grad v)dx +  J  udx ■ J  vdx.

n

14. Доказать полноту пространства W2 (0,1).

15. Доказать компактность вложения W 2 {Sl) в Ь2(И).



Глава 2

Обобщенные решения 
краевых задач

2.1. Эллиптические уравнения
Классические и обобщенные решения краевых задач
Рассмотрим в области Г2 уравнение

Lu =  div(a(x)Vu ) — с(х)и  =  f ( x ) ,  (2.1)

коэффициенты которого удовлетворяют условиям

а(х) £ а(х) >  0, Vx £ Q, с(х) £  С(Й).

Функция и(х) £  С 2(И) П С(Й) называется классическим решением пер
вой краевой задачи, или задачи Дирихле, для уравнения (2.1), если она 
удовлетворяет уравнению (2.1) и условию

и|ап =  <р(х). (2.2)

Функция и(х) £  С 2(И) П С(П) называется классическим решением
третьей краевой задачи для уравнения (2.1), если она удовлетворяет 
уравнению (2.1) и условию

(in + а(х)и)  = (2-3)
Будем считать, что сг(х) £  С(<9Г2), а(х)  >  0.

Если а(х)  =  0, то краевая задача (2.1)—(2.3) называется второй кра
евой задачей, или задачей Неймана.
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Пусть функция и(х)  является классическим решением задачи Ди
рихле. Умножим тождество (2. Дна произвольную финитную функцию 
v(x)  е  С 1 (О) и проинтегрируем по области Д. С помощью формулы 
Остроградского-Гаусса получим

У  (aV u V r +  c u v ) d x  =  — У  f v d x .  (2.4)
a а

Интегральное тождество (2.4) имеет место и для
О

и{х) G  И Д (П ),  v(x)  е и д  (ft) ,  / ( . г )  е  L 2(ft).

О пределение 2.1. Функция u(x) G  ИД (ft) называется обобщенным 
решением задачи Дирихле для уравнения (2.1) при f(x)  € ^ ( f t ) ,  если

О

она удовлетворяет тождеству (2.4) для любой v(x) G W ^  (О), и условию 
(2.2), где равенство понимается как равенство элементов из ХДсА!), м|да 
— след функции и(х).

Аналогично можно ввести понятие обобщенного решения третьей (вто
рой) краевой задачи для уравнения (2.1).

О пределение 2.2. Функция и(х) G W 2 (О) называется обобщенным 
решением третьей краевой задачи для уравнения (2.1) при f ( x ) G L 2(H), 
ip(x) G  L2(dfl), если для всехт(х) 6 И Д П ) она удовлетворяет тождеству

У  (aVuVv У c u v ) d x  +  J  aauvdS -  j  f v d x  +  J  aipvdS. (2.5) 

n da о an

2.2. Обобщенное решение задачи Дирихле в 
простейшем случае

Рассмотрим сначала случай, когда граничное условие задачи Дирих
ле однородно. Тогда обобщенным решением этой задачи в силу опреде-

О

ления 2.1 является функция и(х) e W j  (ft), удовлетворяющая при всех
О ,

v(x) g W 2 (ft)  тождеству (2.4).
о

Пусть с(х) >  0, х G  ft. Введем в пространстве W\ (ft) скалярное 
произведение

(u ,v )i — У (aVuVv +  cuv)dx,  (2.6)
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эквивалентное обычному

(u,v) =  1  (VitVu +  uv)dx. 
п

Тогда тождество (2.4) может быть записано в виде

(и ,у )г = - ( f , v ) b2. ■ (2.7)

При фиксированном /  £ Тг(^) скалярное произведение где
О

v(x)  £ W\ (12), является линейным ограниченным функционалом, задан-
О ' о

ным на W\ (12). Согласно теореме Рисса, найдется функция F  GWj (С),
О

для которой — ( f , v ) i 2 =  (F ,v )i для всех v(x)  бИф1 (12). Такая функция 
единственна и удовлетворяет неравенству ||F||i <  <СТ||/||д2. Следователь-

о
но, в Н 1 (12) существует единственная функция и =  F, удовлетворяющая 
тождеству (2.7).

Таким образом, доказана

Т еором а 2.1. Если с(х) >  0 в 12, то для любой /  £ L2(12) существу
ет единственное обобщенное решение однородной задачи Дирихле для 
уравнения (2.1). При этом ||u||i <  C\\f\\i2, С  >  0.

2.3. Обобщенные собственные функции
Не равная тождественно нулю функция и(х) называется собственной 

функцией задачи Дирихле для оператора L =  div(a(x)\7) — с(х), если 
существует такое число А, что функция и(х) является классическим ре
шением следующей задачи

La — Хи, х  £ 12, (2.8)
Чап ^  0- (2-9)

Число А называется собственным значением.
Пусть А — собственное значение, и(х)  — собственная функция задачи

О

Дирихле, причем и(х)  б Щ 1 (12). Умножив (2.8) на произвольную фуик-
О

цию v(x)  (12) и проинтегрировав полученное равенство по области 
12, получим интегральное тождество

J (a V u V u -1 cuv)dx =  — A J  uvdx, (2.10)
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которому функция и (х ) удовлетворяет при всех v(x) GW,  ̂ (12).
О

О пределение 2.3. Не равная нулю функция и(х)  С (12) называ
ется обобщенной собственной функцией задачи Дирихле для оператора

L =  div(a(x)V) — с(х),

О

если существует такое число Л, что функция и(х)  при всех v(x) GW\
(11) удовлетворяет тождеству (2.10). Число Л называется собственным 
значением.

Рассмотрим уравнение (2.1), но теперь не будем предполагать, что
с(х) >  0 для всех х G 11. Пусть т  =  ininc(x). Тогда функция с(х) =

хей
с(х) — 771+ 1 >  1, х  G 11. Теперь скалярное произведение, эквивалентное

О

обычному в W j  (И), можно задать равенством

(?t, u)i =  J (a V u V v  +  cb.v)dx. (2.11)
ft

Тождество (2.10) можно переписать в виде

{u ,v)i =  ( -Л  -  771 4 1 ) {u ,v ) l2 (2.12)

Л ем м а 2.1. Существует такой линейный ограниченный оператор А :
о

/Д  12) —i (12) с областью определения /Д П ), для которого при всех
О

v(x) EW^ (12) имеет место равенство

( « , « ) а д  =  (Au,v)  1 . (2.13)

Оператор А имеет обратный Л-1 . Оператор А, если его рассматривать
О о

как оператор из Wj; (И) в ИД (^ )i является самосопряженным, положи
тельным и вполне непрерывным.

Д оказател ьство . Пусть и— произвольная фиксированная функция
О

из Z/2(H), v G W 2 (П). Линейный функционал 2(г>) =  (u, v )t2(n) ограничен
О

в норме 1+ 2 ! так как
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Согласно теореме Рисса, существует единственная функция h EW2 (12)
О

такая, что l (y ) =  {h,v)  • для всех v G\V2 (12), причем ||/г|| » =
И*2 (̂ ) И̂2 (̂ )

!|/|| <  С||и||̂ 2(п). Это означает, что на Ь2(П) задан оператор А : Аи — h,
для которого выполняется (2.13). Так как ||Ли|| » <  С||иф,2цц, то

W2 (П)о
оператор А  из L2(il) в W\ (12) ограничен.

Если при некотором и € Ь2(П) Аи =  0, то в силу (2.13) (и, v)l2{Vi) — О
о

для всех v (zW-2 (12), т.е. и — 0. Это означает, что существует обратный 
оператор Л-1 .

О

Из (2.13) вытекает, что оператор А из L2(£2) в W 2 (12) является са
мосопряженным:

(Au.v) о — (u,v)r>o)  =  (v .u ), =  (Av.u) о =  (и, Ли) °4 ’ 'нЧ(П) v v ’ к ’ 'w}((l) v Vi(tl)
Из (2.13) вытекает так же, что оператор Л положителен.

О о

П окаж ем, что  оператор  Л из W2 (12) в W 2 (12) является вполне непре-
О

рывным. Рассмотрим произвольное, ограниченное в W\ (12) множество 
функций. В силу теоремы 1.3, это множество компактно в Ь2(С1). Зна
чит, из любого его бесконечного подмножества можно выбрать фунда
ментальную в L2(Q) последовательность {и т}, т  =  1 ,2 ,... Так как one-

О

ратор Л из 1/2(12) в W\ (12) ограничен и, следовательно, непрерывен,
О

то последовательность {А ит}, т  =  1 ,2 ,... фундаментальна в W2 (12). 
Лемма доказана.

В силу этой леммы, тождество (2.12) можно записать в виде опера-
О

торного уравнения в пространстве W\ (12) :

— (А +  т  — 1)Ли =  и. (2.14)

Таким образом, число Л является собственным значением задачи Ди
рихле для оператора L =  div(a(x)V)  — с(х),  а и(х)  — соответствую
щей ему обобщенной собственной функцией тогда и только тогда, когда 
—(Л +  т — 1) есть характеристическое число самосопряженного вполне

О О

непреры вного оп ератора Л : W2 (12) —►Л1 (12), а и{х) — соответству ю 
щий ему элемент.

Перепишем теперь тождество (2.4) так:

(u,v)  1 +  (тп- 1 ) (u ,v ) l2 =  - ( / » £ „  (2.15)
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где скалярное произведение (и, v)\ определено равенством (2.11). В силу 
леммы 2.1, тождество (2.15) эквивалентно операторному уравнению

и +  (rn — 1)Аи =  —A f  (2.16)

О

в пространстве (12)-
Оператор А вполне непрерывен, поэтому для исследования разреши

мости уравнения (2.16) можно применить теоремы Фредгольма. Заме
тим, что число —т  +  1 является характеристическим числом оператора
А тогда и только тогда, когда Л =  0— собственное значение задачи Ди
рихле для оператора L.

Теоремы Фредгольма
Рассмотрим уравнение

и — ХАи — / ,  (2.17)

где А — вполне непрерывный оператор в гильбертовом пространстве 11. 
и сопряженное с ним

v -  \A*v =  д. (2.18)

Первая теорема Фредгольма
Вполне непрерывный оператор имеет не более счетного множества 

характеристических чисел, которые могут сгущаться лишь на бесконеч
ности.

Вторая теорема Фредгольма
Если значение Л правильное, то как уравнение (2.17), так и сопряжен

ное с ним (2.18) разрешимо при любой правой части, и решение каждого 
из этих уравнений единственно.

Третья теорема Фредгольма
Если А— характеристическое, то однородные уравнения и — ХАи =  О 

и v — XA*v =  0 имеют одно и то же конечное число собственных функций.
Четвертая теорема Фредгольма
Для того, чтобы уравнение (2.17) было разрешимо, необходимо и до

статочно, чтобы его свободный член был ортогонален всем собственным 
функциям сопряженного уравнения (2.18).

Из теорем Фредгольма вытекает
Альтернатива Фредгольма.
Либо уравнение (2.17) разрешимо, какова бы ни была его правая 

часть, либо соответствующее ему однородное уравнение имеет нетриви
альные решения.
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Теперь, опираясь на теоремы Фредгольма, можно сделать вывод о 
разрешимости задачи Дирихле.

Теорем а 2.2. Для любой /  £ L ^il)  существует единственное обоб
щенное решение и(х)  задачи Дирихле с однородными условиями для 
уравнения (2 .1 ), если нуль не является собственным значением операто
ра L. При этом имеет место неравенство

IMIi  ̂cll/IU2,
в котором с >  0 и не зависит от / .

Теорем а 2.3. Если нуль является собственным значением задачи 
Дирихле для оператора L, то для существования обобщенного решения 
этой задачи с однородными условиями необходимо и достаточно, чтобы 
выполнялись условия ( / ,  up)l2 ~~ 0 для всех обобщенных собственных 
функций ир, соответствующих собственному значению А =  0.

2.4. Обобщенное решение задачи Дирихле в 
общем случае

Рассмотрим эллиптическое уравнение

П 71

Lu =  (atj(x)uXi)Xj + bi(x )u*i +  с(х )и =  Д 1 ) ’ (219)
i,j= 1 i= 1

где оij(x) £ С ! (П), Ь,(х) £ С 1 (Й), с(х) £ (7(0), i , j  =  1, ...гг, матри
ца ||ау|| симметрическая и положительно определенная, т.е. для любого 
вектора (£ъ ••■>£«) и любой точки х £ О удовлетворяет с некоторой по
стоянной 7  >  0 неравенству

П П

ау(я )& ^ >  7 (2'2°)
i j= l  г=1

Пусть f ( x )  £ Ьг(П).
О

О пределение 2.4. Функция и(х) £W\ (О) называется обобщенным 
решением однородной задачи Дирихле для уравнения (2.19), если она
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при всех v(x) GW2 (12) удовлетворяет тождеству

/ Т1 п п п »

2 2  CLijUXivXjdx +  и ^ 2  biVXi +  (У "у bix. -  с)v dx =  -  fvdx.

п n  L «= 1  <=1 J  й

(2.21)
О

Введем эквивалентное обычному скалярное произведение в И^1 (12)

- л(u ,v)i=  I OijUXivXidx. (2 .22)

п 4*»'=1

Тогда тождество (2.21) можно переписать в виде

( 71 П \

U, ^ 2  biV*i +  (XI bix' ~  °̂ V ) =  “ (^  (2 23)
«= 1  *=1 /  t 2(n )

Л ем м а 2.2. Для любых непрерывных в 12 функций b0(x), bД т ),..., Ьп(х)
О

существует такой линейный ограниченный оператор А  из L2(12) в W\
О

(ft), определенный на всем Z/2(ft), что для всех v(x)  GW j (^ ) имеет 
место равенство

I и, ^ 2  biyXi +  b0v I =  (Аи, v)°v 
V «=1 /  Lt(П)

о  о

Оператор Л, если его рассматривать как оператор из (12) в ИД1 (12), 
вполне непрерывен.

Утверждение леммы доказывается так же, как и в лемме 2.1.
Т1

С помощью теоремы Рисса и леммы 2.2, где положим bo =  bix, —
i= 1

с, тождество (2.23) можно переписать в виде операторного равенства в
О

пространстве W\ (12):
и +  Аи =  F, (2.24)

где элемент F  определяется из равенства ( / ,  и)г (̂П) =  (F, и)?.
П

Л ем м а 2.3. Если \ )Г biXi — c >  0 в 12, то однородное уравнение (2.24)
г=1имеет лишь нулевое решение.
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Д оказател ьство. Пусть и — ненулевое решение уравнения
О

и +  Аи =  0. Умножим это равенство скалярно на и в W\ (О). Получим

|М|2о +  (Ли, и) о = 0 .
V ( S ! )  'wj(n)

n
Так как (Аи, и) <• =  (и, У] biUx +  Ь0и)го, тоV 'w'( П) V jTj

/ /  n n \

I ^  b,uXtu +  biXi -  c)u2 J dx.

f! \ ‘ =1 ’ ! /

Первое слагаемое проинтегрируем по частям, после чего получим 

( Л и , и ) ^ и ) =  /  и Ч х >  О,

а поэтому ||и||20 <  0, т.е. и
ИДИ)

Из доказанной леммы и второй теоремы Фредгольма вытекает
П

Теорем а 2.4. Е1сли | biXi — c >  0 в Cl, то для любой функции /(ж ) £
г=1

Ь2((1) существует единственное обобщенное решение задачи Дирихле для
уравнения (2.19).

У праж нения

1. Пусть и(х)  —классическое решение задачи Дирихле для уравнения 
Лапласа. Показать, что если и £ С 1 (Cl), то и(х)  является обобщен
ным решением задачи Дирихле.

2. Пусть и(х)  —обобщенное решение задачи Дирихле для уравнения 
Лапласа. Показать, что если и € С  (Cl) П С 2(С1), то и(х)  является 
классическим решением задачи Дирихле.

3. Рассмотрим уравнение Ди +  2хи — f ( x , y ) в области D =  { (х ,у )  : 
(х — I )2 •- (■у — 2)2 < 1}. Выяснить, разрешима ли для этого урав
нения задача Дирихле с однородными условиями в пространстве 
W } (В).

4. Рассмотрим уравнение Аи +  х 2их +  у2иу +  уи =  f ( x ,  у) в области 
D -  { (х ,у )  : (х  — I)2 +  (у — I )2 <  1}. Выяснить, разрешима ли 
для этого уравнения задача Дирихле с однородными условиями в 
пространстве W2 (D).



1 1 8 2.5. Обобщенное решение задачи Коши

5. Показать, что обобщенное решение класса Ь2 уравнения Лапласа 
является гармонической функцией.

Указание: воспользоваться определением средних функций и свой
ством среднего арифметического гармонических функций.

6. Пусть Q — шар радиуса R : Q =  {|х| <  R }.  Обозначим че
рез Si полусферу {|х| =  Д} U {x i > 0 }, а через S2 — полусферу 
{|х| =  R }  U {x i <  0 }. Функция и(х) Е C ‘\ Q )  П C l(Q  U Д1) Л C(Q),  
удовлетворяющая уравнению Пуассона Аи =  / ,  х  6 Q, и гранич
ным условиям

| ^ к  =  о ,  « к  =  о,

называется классическим решением поставленной задачи.

Обозначим W2 {Q)  подпространство пространства W2(Q), состоя
щее из всех функций и Е W2(Q), след которых на S2 равен ну
лю. Назовем обобщенным решением поставленной задачи функцию 
и Е W2(Q), удовлетворяющую интегральному тождеству

J  VuVvdx — — J
Q Q

fvd x

при всех v Е W2 (Q).

Доказать, что при любой /  Е L2(Q) существует единственное обоб
щенное решение этой задачи.

2.5. Обобщенное решение задачи Коши

Рассмотрим уравнение

Т1 П
Lu =  ^   ̂ ^  Uxi CU 11ц </ '(х ,  £), (2.2о)

i,j—1 i=i

коэффициенты которого достаточно гладкие функции, а характеристи
ческая квадратичная форма положительно определена. Поставим для 
этого уравнения задачу Коши

п (х ,0 ) — ^ (х ), щ (х ,0) =  <р(х). (2.26)
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Пусть u(x ,t)  — классическое решение поставленной задачи. Умножим 
обе части (2.25) на функцию v (x ,t )  £ C°°(Rn+1) и проинтегрируем по 
области R ^ 1 — { (x , t )  : х £ Rn. < >  0.} В результате интегрирования 
по частям придем к тождеству

J  uL*vdxdt +  J (ipv  — ipvt)dx =  J  fvdxdt,  (2.27)
Hn+1 д»

где Rq =  {(x , t) : x £ Rn, t =  0},

d2(a.ijv) ^  d(biv)
L v =  > -д—  -------> —s------- Ь сг> -  vtt, ̂ dxidxi i,j=1 J ■“  Зх*

7 =  1

где L* — сопряженный по Лагранжу оператор.
О пределение. Обобщенным решением класса задачи Коши для 

уравнения (2.25) называется функция u(x ,t )  £  Ь2,/ос(Д++1), (т.е. квадра
тично суммируемая по любой ограниченной подобласти в й "+1), удовле
творяющая для любой v (x ,t )  £ C°°(Rn+1) тождеству (2.27).

Если коэффициенты (2.25) имеют непрерывные производные, входя
щие в L*, f  £ L itioc(R "+1), <р, V; € L Uoc(Rn), то все интегралы, вхо
дящие в (2.27), сходятся. Таким образом, классическое решение задачи 
Коши для уравнения (2.25) является обобщенным.

Пусть теперь функция и(х, t) удовлетворяет тождеству (2.27) при лю
бой v £ C x (Rn+1) и дважды непрерывно дифференцируема при t >  0. 
Покажем, что тогда она будет классическим решением задачи (2.25) - 
(2.26). Выполним интегрирование по частям в (2.27). Это приведет к 
тождеству

J  [.Lu — f}vdxdt -f J  [(у/1 — Ut)v — (<p — u)vt]dx =  0. (2.28)

Я "+1 «о

Возьмем в этом тождестве v £  С,0о(й++1), тогда в (2.28) интеграл по Rq 
равен нулю, и из полученного тождества Ьи =  0 в Я++1. Но тогда (2.28) 
эквивалентно тождеству

/«
К

ut)v — (<р — u)vt]dx =  0. (2.29)
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Возьмем теперь лишь те v £ C°°(Rn+1) } которые равны нулю при t — 0. 
Тогда слагаемое, содержащее v в(2.29), обращается в нуль, из оставше
гося тождества следует, что ip(x) — и (т ,0 ), и тождество редуцируется к 
тождеству

J  (ф — ut)vdx =  0,

К
из которого аналогично заключаем, что ф(х) — щ(х, 0). Итак, мы убеди
лись, что данное определение обобщенного решения задачи Коши дей
ствительно является расширением понятия ее классического решения.

Докажем теорему единственности решения задачи Коши в классе 
обобщенных решений из Ьг для частного случая уравнения (2.25) — вол
нового уравнения.

Пусть U\,U2 — два различных решения волнового уравнения
П

L wu  —  i^tt ^  ^ HxjXj ./(тД). (2.30)
»=1

Тогда их разность и =  щ — иг удовлетворяет тождеству

j  uLwvdxdt =  0 (2.31)

я"+1

для любых v £ C°°(Rn+l). Рассмотрим полосу II -- { ( x . t )  : х £ Rn,t  £ 
(0, Т )}  и задачу

Lwv =  f ( x , t ) ,  r (o ;,0 )“ 0, vt(x, 0) — 0, (2.32)

считая /  £ (ДДИ). Ее решение дается формулой Кирхгофа и пред
ставляет собой бесконечно дифференцируемую функцию, равную нулю 
при t >  Т. Умножив его на бесконечно дифференцируемую функцию 
x(t),  равную 1 при t >  0 и нулю при t <  —Т, мы получим функцию 
v (x ,t )  =  v (x , t )x ( t )  £ C°°(Rn+l), совпадающую с v (x ,t )  при t >  0. По
этому мы можем взять в качестве v в (2.31) функцию v. Учитывая, что 
Lwv =  / ,  получим

J  ufdxdt =  0.

д"+1

Так как это равенство справедливо при любой функции /  £ С°°(П), то 
и =  0 в П. Ввиду произвольности выбора величины Т, функция и =  0 
всюду в Д "+1 и, стало быть, щ  =  иг-



Глава 3

Смешанные задачи для 
нестационарных 
уравнений

3.1. Смешанные задачи для гиперболических 
уравнений

Пусть О — некоторая ограниченная область пространства Яп. В про
странстве Rn+1 =  Rn х { —оо < t <  + 00} рассмотрим ограниченный 
цилиндр Q t — {х  6 О, 0 < t <  Т ) .  Обозначим через Гг боковую по
верхность {х  £ дП, 0 < t < Т }  цилиндра, С1Т — сечение {х  £ О, t — т } 
этого цилиндра плоскостью t =  т.

Рассмотрим гиперболическое уравнение

Ьи =  ии — div(a(x)Vu) +  с(х)и =  f ( x , t ) ,  (3.1)

где а(х) £ Сп (0 ), с(х) £ C (ft), а(х) >  а0 =  const >  0.
Функция и(х, /;) £ C'2(QT) n C 1(Qr u rrU f2o), удовлетворяющая в Q t 

уравнению (3.1), на Оо — начальным условиям

и(х, 0) =  Д х ), щ(х, 0) =  ф{х), (3.2)

а на Гу — одному из граничных условий
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где а(х)  — некоторая непрерывная на Гу функция, называется клас
сическим решением первой или соответственно третьей смешанной 
задачи для уравнения (3.1). Если а =  0 на Гу, то третья смешанная 
задача называется второй смешанной задачей.

Пусть и{х. t) — классическое решение первой смешанной задачи. Умно
жим обе части равенства (3.1) на функцию v (x ,t )  £ C 1(Q t),  v (x ,T )  =  
О, г>|гт =  0 и проинтегрируем по цилиндру Qt-  Преобразовав получен
ное выражение с помощью формулы Остроградского-Гаусса, получим, 
учитывая граничные свойства функций и, v тождество

/  (flVitVr -f- cuv — UfVt'jdxdt — /  ipvdx 4- /  fvdxdt. (3.3) 
Q t  По Q t

Будем теперь предполагать, что f ( x , t )  6 ^ (Q y ) ,  'Ф(х) €  Ь%{И).
Определение 3.1. Функция u(x ,t )  £ W’.j( Q t ) называется обобщен

ным решением первой смешанной задачи для уравнения (3.1), если она 
удовлетворяет начальному условию и(х, 0) =  р ( х ) , граничному условию 
«|гг =  0 и тождеству (3.3) для любой v (x ,t )  £ W ] ( Q t )- для которой 
выполнены условия v (x ,T )  =  0, г>|гт =  0.

Аналогично можно ввести понятие обобщенного решения второй и 
третьей краевых задач.

Докажем существование единственного обобщенного решения первой 
смешанной задачи для уравнения(3.1).

Единственность решения
Теорема 3.1. Существует не более одного обобщенного решения пер

вой смешанной задачи для уравнения (3.1).
Доказательство. Пусть u (x , t )— обобщенное решение первой сме

шанной задачи для уравнения (3.1) при /  =  0, tp =  0, ф == 0. Покажем, 
что и =  0 в Qt-  Возьмем произвольное т £ (0, Т)  и рассмотрим функцию

v(x)
f  и(х, r))dr/, 0 <  t <  т,

0, т <  t <  Т.

Нетрудно проверить, что функция v(x)  имеет обобщенные производные 
первого порядка, принадлежащие L ^ Q t ) ’-
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V. ■Лх )
/  uXi(x,T])dTi, 0 < t < т,
t

О, т < t  < Т .

Следовательно, v(x ,t )  € W ^ Q r) причем v (x ,T )  =  0, v\rT — 0. 
Подставим функцию v (x ,t )  в тождество (3.3). Получим

j L u j ’Vudr) — cvb'i +  щи ] dxdt =  0.

Qr \ t

Преобразуем левую часть этого тождества, интегрируя по частям:

}  (  7 \ 2 Г 
/  a V u / Vudr)dtdx =  /  а{х) и  Vu(x,ri)dT]\ dx — J  aVu J  Vudr/dtdx.

Q, i n  V o  )  Qr t

откуда

J  aVu J  Vudridtdx =  i  / о Ы  /  V u(x, r])dr) J dx.
QT t n V o  /

Аналогично получим

У  cvvtdxdt = — -  J  c(x)v2(x,0)dx,

Q, n

J  uut dxdt — ^ /  u2(x.T)dx.

Qr П
Следовательно, если u(x, f) — решение однородной первой смешанной за
дачи, то

/ а М ( / * < , . . ) * )  dl + j M
п \о  / а  а

и так как а(х) > 0, с(х) >  0 в Q r, то из этого равенства вытекает,что 
f  u2(x ,r )d x  =  0. Поскольку г — произвольное число из интервала (0, Т ), 
и
то г/, =  0 в Qr-
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Существование решения
Доказательство существования обобщенного решения первой краевой 

задачи проведем методом Фурье.
Пусть w(x) — обобщенная собственная функция первой краевой зада

чи
div(a(x)X7w) -  c(x)w =  Xw, w \qu =  0. (3.4)

О о
Это означает, что w(x) (П) и д л я  всех rj(x)(x) EWl (О) выполня
ется тождество

J  (aVwVr] +  cwT])dx +  А J  wrjdx ~  0. (3.5)
а п

Рассмотрим ортонормированную в L2(f2) систему функций, состоящую 
из всех обобщенных собственных функций w\,W2,... задачи (3.4). Эта 
система является ортонормированным базисом в L2(0 ) и А*, —* — оо при 
к —> оо.

Пусть функции <р{х), ip(x) Е L-fo, f {x , t )  Е Фг(фг)- В силу теоре
мы Фубини, для п.в. t Е (0 ,Т )  f {x , t )  Е L2(fi). Функции <р(х), -ф(х) и
функцию f  (x,t)  для п.в. t Е (0 ,Т )  разложим в ряды Фурье по системе
собственных функций задачи (3.4):

оо оо оо
<р(х) =  У ^с ц гс Д х ), ф(х) =  ~2f3kwk(x ), f ( x , t )  =  У ^ f k(t)wk{x). 

к=1 f c = l  к= 1

где

а к =  (<р,и)Ук) ь {(1), f3k =  Ы>,т)ь1(n). fk{t) =  J f (x , t )w k(x)dx , к =  1,2,...
h

Заметим, что так как

\fk(t)\2 < J  f 2(x,t)dx ■ J  w2k(x)dx = j  f  v x. r  dx.
n n fi

TO / fc(f) € L2(0 ,T ), к =  1 ,2,... В силу равенства Парсеваля-Стеклова,

оо оо
^   ̂Q-fc =  ^  у !M U 2(ft)’
/с--1  & = 1



3.1. Смешанные задачи для гиперболических уравнений 1 2 5

а для п.в. t 6 (О, Т )

Интегрируя последнее равенство по t, получим

Возьмем в качестве начальных данных в (3.2) функции а кгик(х ), фки>к(х), 
т.е. к—е слагаемые разложений в ряды Фурье функций tp(x), ф{х), а в 
качестве правой части — функцию f k(t)wk(x ) и рассмотрим задачу

utt -  div(a(x)Wu) +  си =  f k(t)wk(x),

и(х, 0) =  a kwk(x ), ut(x, 0) =  13kwk{x ).

Покажем, что обобщенным решением этой задачи является функция

где wk(x)~ обобщенная собственная функция, соответствующая собствен
ному значению Хк задачи (3.4):

Функция Uk{t) G И/Г22(0, Т ), д л я  п .в . t 6  (0 ,Т ) является решением урав
нения

и удовлетворяет начальным условиям Uk(0) =  а к, U'k{0) =  /Зк. Из пере
численных свойств функций Uk(t) и wk(x) легко следует, что ик(х, t) G 
W ^ Q t ), Ujt(x,0) =  akwk(x), т.е. удовлетворяет первому начальному 
условию. Покажем, что uk{x ,t )  удовлетворяет тождеству

J (aVufcViH cukv -u ktvt)dxdt = 0к J  wk(x)vdx + J  fkwk(x)vdxdt (3.8)

для всех v(x,t)  G W^iQr), v {x ,T )  =  0, n|rr =  0. В силу теоремы 1.11 
достаточно установить справедливость тождества (3.8) для v G C 1(QT).

uk(x ,t )  =  Uk(t)wk(x), (3.6)

к а )  -  \ ku k(t) =  m (3.7)

Q t Q t
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dx —

Рассмотрим левую часть (3.8). Учитывая свойства функций Uk(x,t), 
v(x ,t ) ,  преобразуем одно из слагаемых:

/  Ukt(x, t)vtdxdt =  /  U'k(t)wk{x)v(x, t)dxdt =

Qt Qt

T
=  J  Wk(x) J  U'k(t)vt{x, t)dtdx =

n 0
T

=  j  wk(x) - p kv (x ,0 )  -  J  U'k(t)v{x,t)dt. 
n L 0

=  Pk J  W k(x)v(x,0)dx—\k j  Uk(x,t)v(x,t)dxdt—J  fk(t)wk(x)v(x,t)dxdt.
Q Qt Qt

Теперь (3.8) можно записать так

/  (aVufcVr +  cukV — UktVt)dxdt =

Qt

t

— J  Uk{t)dt J (a(x)Vwk^/v +  cwkV +  \kWkv)dx+

o n

+Pk J  ■wk(x )v {x ,0 )dx  +  J  fk(t)wk{x)v(x ,t)dxdt,

f! Qt

и так как Wk(x),  Аk— обобщенная собственная функция и собственное 
значение задачи (3.4), то первый интеграл справа обращается в нуль и 
справедливость тождества (3.8) доказана.

Если теперь в качестве начальных функций и правой части урав-
N N

нения взять соответственно частичные суммы )Г) akWk(x), )Г) pkWk{x),
к = 1 к = 1

N
^2 fk(t)wk{x), то обобщенным решением первой смешанной задачи будет 
*=1
функция

N N
S n (x , t) =  ^ u k(x,t) =  Y ^ U k { t ) u i k{x).

k-= 1 fc=l
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Стало быть, она удовлетворяет тождеству

J  (o,S7SnVv + cSnv — SNtvt)dxdt =

Qt

N
=  f ' ^ 2 p kwk(x )v (x ,0 )d x +  j  Y j k( t ) M x ) v ( x ,  t)dxdt (3.9)

J L _ i  J l__ ik= 1 Qt f c = l

при всех v € W2{Qt ), v (x ,T )  =  0, a|rr =  0.
Естественно предположить, что решение первой смешанной задачи 

для уравнения (3.1) можно представить в виде ряда

ОО

u (* ,t )  =  ^ 2 u k(t)wk(x). (3.10)
к=1

о

Теорем а 3.2. Пусть f ( x , t )  € L2(Q t), Ф(х ) С Ь г(^ ), v i x ) (О). 
Тогда обобщенное решение первой смешанной задачи для уравнения (3.1) 
существует и представляется сходящимся в W2{Qt ) рядом (3.10) При 
этом имеет место неравенство

IM k-K Q r) ^  C'OMIw.Jffi) "I* 1 М к 2(П) +  l l / IU 2(Or))i (3.11)

в котором С  >  0 и не зависит от tp, ф, / .
Д оказател ьство . Сначала покажем справедливость (3.11). Так как

t| Г ___
Uk(t) =  а к cos — 7= =  sin \ /-A fcH— = =  /  / fc(r ) sin ^/^\k(t-~т)d^

V  — A* V  — A*, J
о

то из этой формулы легко следует, что для всех t £  [0, Т]

т

1 1 Ш  <  Ы  +  \ Ш к \ -ф  +  |Аk\-l/2J  \fk(t)dt\.
о

Но тогда

U&t) <  3a l +  Wl\Xk\~l +  3|Ajt|—1 ( J\fk\dt\ <



1 2 8 3.1. Смешанные задачи для гиперболических уравнений

<  С (Т )  f a l  +  р\ 1АГ1 +  1А.Г1 J  j  .

Аналогично получим

( £ )  < C ( T ) ( a l \ X k\ +  \Pk\2 +  J

T
r2m  .

Рассмотрим частичную сумму ряда (3.10):

N
SN( x , t ) =  '}TUk(t)wk{ x).

Заметим, что, в силу свойств функций Uk(t) и wk{x), SN(x,t)  (П) 
при каждом t S [0,Т].

О

В пространстве (О) введем скалярное произведение

J  (aVuV v +  cuv)dx.

Рассмотрим ||SW(x, £) -  Sm (x , <)||wj(n)- Вспомним, что функции wk(x) 
ортонормированы в L^Pd) и являются собственными функциями задачи 
(3.4). Учитывая это, будем иметь

N N
||5лг(т, t )—S m ( x , Ollwj’lfi) =  II ^ 2  Uk(t)wk(x ) llwj(n) ~  Uk(t)\\k\ <

к = М + 1 к—M + l

<  С (Т ) ^ 2  ( а к\̂ к\ +  Рк +  /  f l di J • (*)
к=М+1 у

Поясним второе равенство из цепочки равенств.

N
Y 2  Uk{t)wk{x)\\2w m

к—МЛ-\
2

=  [ (  ^ 2  +  с (  ] Г  Uk{t)wk{x)
I  \к=М+1 /  \fc=M +1 /

dx
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= j  Y  ик(1) (a|Vw,t|2 + cw\) dx =
Q  fc = M + l

N  . N
= X Uk(t) / (a|Vwfc|2 + cwl)dx =  Y  ик(Шк\-

U— 11 1 1 J Л/Г I 1fc—Л/-+-1 Q k=M -f L

Аналогично получим

* f  Н Ц ц =  II X ]  =dt dt k=M +1

A'X Ц?(0 < C'i(T) X + PZ+  fldt . (**)
k = M +1 *=Af+l

Неравенства (*) и (**) проинтегрируем no J € (0 ,Т ), а затем сложим. 
Тогда получим

Sff(x,t)  — — Сз Y 1  ( a l\^k\+Pk+ (  f ld t  | . (3.12)
к=м+1 \ о /

00/9* оо
Ряд как известно, сходится. Покажем, что сходится ряд )Г) А/и<эц.

к = 1 /с—1

Действительно,
ОО ОО

Х Л^  ~  X I  w k ) l  ,fni ^  ^ к ( <Р т и )к ) ц /1 (я у
к=1 к=1

Но
( | .. гг. —  J(aV<p\7wk +  apwk)dx =  
h !!

так как «д  — собственные функции задачи (3.4). Тогда

00 оо ^ оо

X ^ Qifc=  ̂iMis,(n)X^
fc=l fc=l fc=l

где сд — коэффициенты разложения функции <р(х) в ряд Фурье в про
странстве И/ДН). Теперь из (3.12) вытекает, что ряд (3.10) сходится в
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W2{Qt ) к функции u (x ,t )  £  V̂2{Qr), причем эта функция удовлетво
ряет первому начальному и граничному условиям. Переходя к пределу 
при 7V —* оо в (3.9), получим, что и(х, 7) удовлетворяет тождеству (3.3), 
что и означает, что и — обобщенное решение первой смешанной задачи 
для уравнения (3.1). Теорема доказана.

Упражнения

]. Получить тождество, определяющее обобщенное решение из класса 
1̂ 2 (Q t) второй смешанной задачи для уравнения (3.1).

2. Получить тождество, определяющее обобщенное решение из класса 
W jiQ r)  третьей смешанной задачи для уравнения (3.1).

3. Доказать существование и единственность обобщенного решения 
из W l(D ),  где 77 ~  {(х ,7 ) : 0 <  х  < Z, 0 < 7 <  7’}, задачи:

ии =  ихх +  / ( х ,  7), / ( х ,  7) £ L2{ 77),

u (x ,0 ) =  <f?(x), щ(х, 0) -  ф(х), u(0,t) =  u(l.t)  =  0.

4. Доказать существование и единственность обобщенного решения 
из W 2(D ) , где 77 =  { (x , i )  : 0 < х < /, 0 < t < Т } ,  задачи:

utt =  ихх +  / ( х ,  7), / ( х ,  7) £ L2(D),

и(х, 0) =  ч>(х), ut(x, 0) =  t/>(x), 

ux(0,7) =  иД/,7) =  0.

5. Доказать существование и единственность обобщенного решения 
из И7.,1 (77), где 77 — { (х, 7) : 0 < х < /, 0 < £ <  7 '}, задачи:

Utt. — ихх -|- f  (х, 7), f  {х, 7) £  7̂ 2 (77),

и (х ,0 ) =  </?(х), и((х ,0 ) =  •(/■'(а;), 
их(0. 7) -f au(0, 7) =  ux(l, t.) +  Pu(l , 7) =  0.

6. Доказать существование и единственность обобщенного решения 
из ИТ) (77), где D  =  { (х , 7) : 0 <  х <  7, 0 < 7 < Г } ,  задачи:

ии =  ( т +  1)иХх -  х 2и, и(х, 0) =  </з(х), ut(x ,0 )  =  i>{x),

u(0, 7) =  н ( /,7) =  0.
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7. Доказать существование и единственность обобщенного решения 
из W }(Q T), где Q t  =  12 х (О, Г ), 12 — ограниченная область в Rn, 
задачи:

ии =  Аи, и(х, 0) =  <р(х), щ{х. 0) =  ф(х), 
ди -,ди\

где сг 6  C{dS2), о (х )  >  0, ip е  Н \П), ф 6 L2(f2), Гг  =  <912х(0,Т). 
Для этого получить тождество:

/  (utvt — VuS7v)dxdt =  / auvtdSdt +  /  фийх +  /  aipvdS,

Q t  Г t  По S fi0

v е С 1 (О т), vt=r =  о.

3.2. Смешанная задача для параболического 
уравнения

Рассмотрим уравнение теплопроводности

ut — Au =  f ( x , t )  (3.13)

в ограниченной области Q =  {2 х (0 ,Т ), 12 е  Дп.
Поставим для него смешанную задачу с начальным условием

и(х, 0) =  0, т  € 12 (314)

и граничным условием
4 s  =  0, (3.15)

где 5 — боковая поверхность цилиндра <3 : S' =  <912 х [0,Г]. Нас бу
дет интересовать существование и единственность обобщенного решения 
этой задачи. На этом простом примере продемонстрируем еще один иетод 
доказательства существования обобщенного решения — метод Галерки- 
на. Заметим, что этот метод применим и для уравнений других типов 
— эллиптических и гиперболических. В предыдущем параграфе мы до
казали существование обобщенного решения смешанной задачи для ги
перболического уравнения методом Фурье. При реализации этого метода 
было существенным то, что коэффициенты уравнения зависели только 
от пространственных переменных. В отличие от метода Фурье, метод
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Галеркина позволяет исследовать смешанные задачи в том случае, ко
гда коэффициенты зависят и от t. Кроме того, этот метод не использует 
свойства собственных функций.

Обозначим W ^ i Q ) -  гильбертово пространство, элементами которо
го являются функции и G L2(Q), имеющие обобщенные производные 
uXi £ (Q). Скалярное произведение в нем определяется равенством

(и, г ) 1,0 =  J  (uv +  uxvx)dxdt.

Q

О

Через W\,0 (Q ) обозначим подпространство, являющееся замыканием в 
норме, порожденной этим скалярным произведением, множества глад
ких функций, равных нулю на боковой поверхности S.

Пусть f ( x ,  £) 6 L2{Q).
О пределение 3.2. Обобщенным решением задачи (3.13) - (3.14) -

О

(3.15) назовем функцию и(х, t ) ClK j’0 (Q ), которая удовлетворяет Vv(x, t) G 
W ^ i Q ) ,  такой, что v(x, T)  =  0, v\s =  0, тождеству:

J ( —uvt +  S7uS7v)dxdt — J  fvdxdt (3.16)

Q Q

Т еорем а 3.3. Существует не более одного обобщенного решения за
дачи (3.13) - (3.14) - (3.15).

Д оказател ьство . Положим в (3.16) /  =  0 и покажем, что тогда 
u (x , t ) =  0 в Q. Пусть

t

v(x,t) =  J  u{x,r)dT. 

т

Легко видеть, что выбранная так функция v(x, t) G W 2'l (Q), v(x, T) =  О 
и v\s =  0. Подставив ее в (3.16), получим
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Второй интеграл преобразуем интегрированием по частям. Тогда

т ч 2

и2(х, t)dxdt +  I I I ) dx — 0.

откуда и следует справедливость утверждения теореМы. 
С ущ ествование реш ения

О

Обозначим через гщ-(х) полную в W\ (О) линейно-независимую си
стему функций. Приближенное решение задачи (3.13) - (3.14) - (3.15) 
будем искать в виде

т .

um(x ,t )  =  ^ 2 c k{ t )w k(x), (3.17)
к= 1

где ck{t)  неизвестны, из соотношений

J  [u™"Wi +  и"..' Щу.\<1х =  J  f(x,t)u>[(x)dx. (3.18)
п 1=1 il

Подставив в (3.18) из (3.17), получим

т

]T [4 (i)(u > fc, wi)L m  +  (V w k, S/wi)L m ] =  / , ( 0 ,  (3.19)
k =  1

где fi(t) =  /  f ( x ,  t)w[(x)dx. Зададим начальные условия для ck(t) : 
п

ct(0) =  0. Тогда приближенное решение будет удовлетворять начальному 
условию (3.14), а для определения получаем задачу Коши для системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений (3.19).

Так как матрица при производных невырожденная (матрица. Гра- 
ма!), то, по известной теореме о разрешимости таких систем, она име
ет единственное решение (щД), ...cm(t)), причем ck(t) абсолютно непре
рывны на отрезке [0, Т]. Покажем, что построенная последовательность 
приближенных решений {ит(х, £)} сходится к обобщенному решению по
ставленной задачи. Доказательство этого утверждения разобьем на две 
части.

Сначала покажем сходимость последовательности { ит(х , г!)}. Для это
го установим априорную оценку.



1 3 4 3.2. Смешанная задача для параболического уравнения

Обе части (3.18) умножим на Cj(t), просуммируем по j  от 1 до т и 
проинтегрируем по t от 0 до т. Получим

т п Т
J  j K u m + j 2 ( < ) 2\dxdt = J  J
o n  i==1 o n

/ ( х , t)um(x, t)dxdt.

Первое слагаемое слева проинтегрируем по частям, учтем начальное усло
вие и получим

dx.J  j  umu?dxdt =  ^ J \umf  
o n  n

Интеграл справа оценим с помощью неравенства ab <  ^ а 2 +  |62

J  J  fumdxdt < J  | J  f 2dx + J  um)2dx | dt.
o n  о \n

В силу неравенства Фридрихса

j ( u m)2dx<C(Q)j2 | « )
Г» * —1 г»

тогда

j  J  fumdxdt <  j  IJ ±-£f2dx + C(n)S-j2 dt..
o n  о \n

Выберем e >  0 столь малым, чтобы |6'(П) < 1, и получим оценку

т п тj  (um(x, t))2dx +  Ci J  J  J 2 « f d x d t  <C2J  J  f '\ x , t)dxdt. (3.20)
n о n t=1 o n

Заметим, что полученная оценка равномерна по т ,  так как ее правая 
часть не зависит от т .  Из оценки следует, что

//Во*—
о п 1-1 1-1

ТП

2 < С 3,
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Т

J  J (Um)2dxdt =  |К||£2(0) <  С4,
о п

стало быть, норма ||ит ||цфо^ равномерно ограничена относительно тп. 
Но тогда из теоремы о слабой компактности ограниченного множества 
из гильбертова пространства следует, что из последовательности можно

О

выделить подпоследовательность, слабо сходящуюся в W ,\,0 (Q) : игп —> 
«0М )>  u™ -> uXi, г =  l ,2 , .. . ,n .

Докажем, что слабый предел и есть обобщенное решение нашей зада
чи в смысле определения 3.2. Умножим (3.18) на произвольную функцию 
dj{t) € И/21(0 ,Т ), dj(T ) =  0, просуммируем по j  от 1 до то и затем про
интегрируем по t от 0 до Т. Обозначим

771
vm(x ,t )  =  dj(t)wj(x). (3.21)

1=1

Тогда получим

J (u”lvm +  V u mS7vm)dxdt =  J  f v mdxdt.

Q Q

Интегрируя по частям первое слагаемое слева, получим

J (~ u mv ?  4- V u mV v m)dxdt =  J  f v mdxdt.

Q Q

Последнее равенство можно записать так:

( - « га, О ш )  +  £ « >  < ) ь т  =  ( / .  О м о -  (3-22)
г=1

В (3.22) зафиксируем и, на основании слабой сходимости при т —> 
оо, получим

п

( -U , v D L M ) +  V ^ ) l 2(Q ) =  (/> v m ° ) L 2(Q )• (3-23)
i=l

Однако, этим доказательство еще не завершено, так как в (3.23) г т — не 
любая функция из И 1̂, (<2), а выражается через базисную систему. Из
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проведенных рассуждений ясно, что v(x, £)может быть представлена в 
виде

t

v(x,t) =  J  г}(х,т)с1т, (3.24)
т

о

где г)(х, t) GW2 ’ (Q ). Докажем, что функцию (3.24) с помощью линейной
комбинации функций wk(x) можно аппроксимировать в норме W 2’ (Q).

О

Так как т)(х, t) еИ^1,0 (Q ), то она принадлежит Ь2(О, Г ), и на отрезке 
[О, Т] ее можно разложить в ряд Фурье по t :

Tf(x,t) =  2 ^ ак(х) sin— , (3.25)
Jt=i

О

сходящийся в норме ’ (Q), где

ак(х) =  ~  j  rj{x, т) sin ~ d r .
О

о  1  б  1

Очевидно, что ак(х) SW 2 (^)> так как v(x ^ )  ^W 2 (^ ) п0 х -
О 1

Не ограничивая общности, можно считать, что полная ъ W 2 (О) си
стема {w jt(z)} ортонормирована. Разложим ак(х) в ряд Фурье по {«ц -(х)} :

ОО

ак(х) =  У , аищ (х),
1=1

О

где a ki =  {ak(x ) ,w i(x ) ) i2(щ, сходящийся в W 2 (Q). Тогда ак(х)  для каж
дого к =  1,2,... можно аппроксимировать частичной суммой ряда Фурье: 
Ve >  0 3N  такое, что для щ  > N

П1
I M * )  -  ^ a fclWi(i)||. <  £■ (3.26)

1 = 1  2

Теперь из (3.25) и (3.26) для достаточно больших n i ,n 2 имеем
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Обозначим
"2 п‘ knt

Vnin2(х, t) =  5 3  аы sin ~ j T w ^ x )-
fc=i (=i

т
Тогда (3.27) для v (x , t )  — f  r](x,r)dr  можно переписать так:

о

l | V t ~ » W > a ( ® , O I U a ( Q )  <  S ' -

Легко получить также

t
dvnin2{ x , t ) ,, 

т

Применив теперь неравенство Фридрихса, получим

I»., -  /

С

J  Г]П1П2(х,т)(1т\\ W"(Q) < £-

Из последнего неравенства следует, что функции v (x ,t )  действитель
но можно аппроксимировать линейными комбинациями u>k(x) в нор
ме W 2' (Q)- Таким образом, мы доказали, что множество функций ви
да (3.21) плотно в W l'l {Q). Так как тождество (3.23) выполняется для 
произвольно зафиксированного т о , то, переходя в нем к пределу при 
т о  —>оо, получим
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{ - и ,  Vi)l2(Q) +  =  (f , v ) L 2{Q ),
i = 1

что может быть переписано так:

J  (—uvt +  \7uS7v)dxdt =  J  fvdxdt ,

Q Q

что и означает завершение доказательства существования обобщенного 
решения поставленной задачи.



Заключение
В этом пособии изложены только некоторые методы исследова

ния дифференциальных уравнения в частных производных. Эти мето
ды стали уже классическими, но до сих пор успешно применяются при 
исследовании математических моделей широкого круга физических яв
лений.

Однако потребности современного естествознания стимулирова
ли активное развитие новых методов гесследования дифференциальных 
уравнений и постановку качественно новых задач.

За рамками пособия остались задачи для уравнений смешанного ти
па, сингулярные уравнения, задачи с нелокальными условиями и другие 
интересные и современные задачи.

Автор искренне надеется, что данное пособие будет полезно чита
телю и, может быть, станет для кого-то отправной точкой в изу
чении красивой, современной и важной для приложений теории диф
ференциальных уравнений в частных производных.
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