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Ïðåäèñëîâèå

Ïîñîáèå íàïèñàíî íà îñíîâå ìíîãîëåòíåãî îïûòà ÷òåíèÿ ëåêöèé
è âåäåíèÿ ñåìèíàðñêèõ çàíÿòèé. Îíî îõâàòûâàåò îñíîâíîé ìà-
òåðèàë êóðñîâ äèôôåðåíöèàëüíûõ è ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé, à
òàêæå ðÿä ìåæäèñöèïëèíàðíûõ âîïðîñîâ, íà ñòûêå ñ àëãåáðîé è
ìàòåìàòè÷åñêèì àíàëèçîì. Â ïîñîáèè èçó÷àþòñÿ âîïðîñû ñóùå-
ñòâîâàíèÿ è ñâîéñòâ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ è ðàçíîñòíûõ
óðàâíåíèé, ðàññìîòðåíû ïðèìåðû ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ è îáúåê-
òîâ, ïðèâîäÿùèõ ê âîçíèêíîâåíèþ òàêèõ óðàâíåíèé. Ïîíÿòèÿ,
îïðåäåëåíèÿ è ïîäðîáíûå äîêàçàòåëüñòâà èëëþñòðèðóþòñÿ ïðè-
ìåðàìè. Äëÿ áîëåå ãëóáîêîãî èçó÷åíèÿ è çàêðåïëåíèÿ ìàòåðèàëà
êàæäîé òåìû ïðåäëîæåíû çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû.

Ïîñîáèå ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ îáó÷àþùèõñÿ ïî îñíîâíûì îá-
ðàçîâàòåëüíûì ïðîãðàììàì âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ ïî ñïåöèàëü-
íîñòè 01.05.01 Ôóíäàìåíòàëüíûå ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà è ïî
íàïðàâëåíèþ ïîäãîòîâêè 02.03.02 Ôóíäàìåíòàëüíàÿ èíôîðìà-
òèêà è èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè. Äëÿ èçó÷àþùèõ êóðñ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñîäåðæàíèå ãëàâ 8 è 9, ïîñâÿùåí-
íûõ ðàçíîñòíûì óðàâíåíèÿì, ÿâëÿåòñÿ ôàêóëüòàòèâíûì. Ðàç-
íîñòíûå óðàâíåíèÿ âîçíèêàþò ïðè ïîñòðîåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ
ìîäåëåé ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ, õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ êîòî-
ðûõ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî àíàëèçèðóåìàÿ âåëè÷èíà èçìåðÿåòñÿ ÷åðåç
íåêîòîðûå, ÷àùå âñåãî ïîñòîÿííûå, ïðîìåæóòêè âðåìåíè.

Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå íåïðåðûâíûõ äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì òðåáóåò ïîñòðîåíèÿ äèñêðåòíûõ àëãîðèòìîâ. Äëÿ ýòîãî
îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ àïïðîêñèìèðóþò-
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ñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè äèñêðåòíûìè óðàâíåíèÿìè. Ïðè ýòîì àê-
òóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî ðàçðàáîòêà è îáîñíîâàíèå ÷èñëåí-
íûõ ìåòîäîâ àíàëèçà, íî è èçó÷åíèå êà÷åñòâåííûõ àñïåêòîâ äè-
íàìèêè òàêèõ ñèñòåì. Ôîðìàëüíûé ïåðåíîñ ðåçóëüòàòîâ òåîðèè
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà äèñêðåòíûé ñëó÷àé íå âñåãäà
ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíûì.

Ñòóäåíòû íàïðàâëåíèÿ 02.03.02, èçó÷àþùèå êóðñ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ è ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé, ìîãóò îïóñòèòü äîêàçà-
òåëüñòâà òåîðåì â ðàçäåëàõ 3.1�3.3, 6.8, 7.3�7.9.

Ïîñîáèå áóäåò ïîëåçíî êàê äëÿ ñîïðîâîæäåíèÿ î÷íîãî êóðñà
ëåêöèé, òàê è äëÿ äèñòàíöèîííîãî, à òàêæå äëÿ ñàìîñòîÿòåëü-
íîãî îáó÷åíèÿ.
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Ãëàâà 1

Ââåäåíèå

1.1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 1 Îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíè-

åì íàçûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå ìåæäó ñîáîé íåçà-

âèñèìóþ ïåðåìåííóþ, èñêîìóþ ôóíêöèþ è ïðîèçâîäíûå ýòîé

ôóíêöèè:

F (x, y, y′, ..., y(n)) = 0, (1.1)

ãäå F � ôóíêöèÿ (n+2) àðãóìåíòîâ, x � íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåí-

íàÿ, y � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ. Ïîðÿäêîì äèôôåðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ ïîðÿäîê ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé.

Óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà èìååò âèä

F (x, y, y′) = 0 (1.2)

èëè
y′ = f(x, y).

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà,

ðàçðåøåííûì îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé.
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Îïðåäåëåíèå 2 Ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íà-

çûâàåòñÿ íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ïðè ïîäñòàíîâêå â óðàâ-

íåíèå îáðàùàåò åãî â òîæäåñòâî. Ôóíêöèÿ

y = ϕ(x, c1, c2, . . . , cn)

íàçûâàåòñÿ îáùèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.1), åñëè ïîäõîäÿùèì

íàáîðîì ïàðàìåòðîâ ìîæíî âûäåëèòü ëþáîå ðåøåíèå ýòîãî

óðàâíåíèÿ.

Ïðîöåññ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 3 Èíòåãðèðîâàíèå â êâàäðàòóðàõ � ýòî íà-

õîæäåíèå ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â âèäå ýëå-

ìåíòàðíûõ ôóíêöèé è ïåðâîîáðàçíûõ îò íèõ.

Îïðåäåëåíèå 4 Âûðàæåíèå âèäà ϕ(x, y) íàçûâàåòñÿ ïåðâûì

èíòåãðàëîì (1.1), åñëè èç óðàâíåíèÿ

ϕ(x, y) = 0

ìîæíî íàéòè y = y(x) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1).

Âûðàæåíèå âèäà ϕ(x, y, c1, . . . , cn) íàçûâàåòñÿ îáùèì ïåð-

âûì èíòåãðàëîì (1.1), åñëè èç óðàâíåíèÿ

ϕ(x, y, c1, . . . , cn) = 0

ìîæíî íàéòè y = y(x, c1, . . . , cn) � îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

(1.1).

Êðèâàÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ãðàôèêîì íåêîòîðîãî ðåøåíèÿ äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé êðèâîé.
Ñîïîñòàâëÿÿ êàæäîé òî÷êå (x0, y0) ∈ G îòðåçîê åäèíè÷íîé äëè-
íû ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì k = f(x0, y0) ñ öåíòðîì â ýòîé
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òî÷êå, ïîëó÷èì òàê íàçûâàåìîå ïîëå íàïðàâëåíèé [6,7]. Ïðè ýòîì
ñàìè îòðåçêè íàçûâàþòñÿ íàïðàâëåíèÿìè ïîëÿ. Òàêèì îáðà-
çîì, êðèâàÿ, ëåæàùàÿ â îáëàñòè G, ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé êðè-
âîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ãëàäêàÿ è êàñàòåëüíàÿ â
êàæäîé åå òî÷êå ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì ïîëÿ â äàííîé òî÷-
êå.

Ïðè ïîñòðîåíèè ïîëÿ íàïðàâëåíèé äàííîãî óðàâíåíèÿ öå-
ëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü èçîêëèíû [9, 13].

Îïðåäåëåíèå 5 Èçîêëèíàìè íàçûâàþò êðèâûå, â êîòîðûõ íà-

ïðàâëåíèÿ ïîëÿ èìåþò îäèíàêîâûé óãëîâîé êîýôôèöèåíò.

1.2 Çàäà÷è

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå çàäà÷è, èçó÷åíèå êîòîðûõ ìåòîäîì ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðèâîäèò ê èññëåäîâàíèþ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

1.2.1 Ðàçìíîæåíèå áàêòåðèé

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ïðîñòîãî äåëåíèÿ, êîãäà ñêîðîñòü ðàçìíî-
æåíèÿ ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíà êîëè÷åñòâó áàêòåðèé. Ïóñòü
N(t) � ÷èñëî îñîáåé â ìîìåíò âðåìåíè t, òîãäà çàêîí äåëåíèÿ
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

dN

dt
= kN.

Ðåøåíèå ýòîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà
èìååò âèä:

N = Cekt.

Ïóñòü N(t0) = N0, òîãäà ïîëó÷àåì

N = N0e
k(t−t0).
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1.2.2 Ðàäèîàêòèâíûé ðàñïàä

Ðàäèîàêòèâíûé ðàñïàä îñóùåñòâëÿåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ, ïðÿìî
ïðîïîðöèîíàëüíîé ìàññå ðàäèîàêòèâíîãî âåùåñòâà.

Ïóñòü R(t) � ìàññà ðàäèîàêòèâíîãî âåùåñòâà â ìîìåíò âðå-
ìåíè t. Çàêîí ðàñïàäà ìîæíî îïèñàòü ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåãî
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ:

Ṙ = −kR,

R(0) = R0.

Ñëåäîâàòåëüíî, R(t) = R0e
−kt. Âû÷èñëèì ïåðèîä ïîëóðàñïàäà

T :
1

2
R0 = R0e

−kT ⇒ e−kT =
1

2
⇒ T =

ln 2

k
.

1.2.3 Ìîäåëü Êåéíñà

Ðàññìîòðèì îäíó èç ïðîñòåéøèõ äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé ìàêðî-
ýêîíîìèêè. Ïóñòü Y � ñîâîêóïíûé ïðîäóêò, à D � àãðåãèðî-
âàííûé ñïðîñ. Â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ïðåäïîëàãà-
åòñÿ, ÷òî ñêîðîñòü ðîñòà ñîâîêóïíîãî ïðîäóêòà ïðÿìî ïðîïîðöè-
îíàëüíà ïðåâûøåíèþ àãðåãèðîâàííîãî ñïðîñà íàä ñîâîêóïíûì
ïðîäóêòîì:

Ẏ = k(D − Y ).

Îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

D = C + I +G,

ãäå C = c0 + cY � ñîâîêóïíîå ïîòðåáëåíèå, I � èíâåñòèöèè,
G � ïðàâèòåëüñòâåííûå ðàñõîäû. Ñëåäîâàòåëüíî,

Ẏ = k(c− 1)Y + k(I +G+ c0).

Ðåøåíèå ýòîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà
èìååò âèä

Y = C1e
k(c−1)t − I +G+ c0

c− 1
,
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ãäå C1 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Åñëè äîïîëíèòåëüíî ïðåä-
ïîëîæèòü, ÷òî Y (0) = Y0, òî ðåøåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

Y =

(
Y0 +

I +G+ c0

c− 1

)
ek(c−1)t − I +G+ c0

c− 1
.

1.2.4 Ñâîáîäíîå ïàäåíèå

Ïóñòü x(t) � âûñîòà ñâîáîäíî ïàäàþùåãî òåëà íàä óðîâíåì ãîðè-
çîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè â ìîìåíò âðåìåíè t. Ñ÷èòàÿ, ÷òî óñêî-
ðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ ïîñòîÿííî, ïîëó÷èì çàêîí äâèæåíèÿ
â âèäå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà:

ẍ = −g.

Îòñþäà íàõîäèì ïóòåì äâóêðàòíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ

ẋ = −gt+ C1,

x = −gt2/2 + C1t+ C2,

ãäå C1 è C2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Åñëè èçâåñòíû íà÷àëü-
íàÿ âûñîòà x(0) = h è íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ẋ(0) = v, òî

x(t) = −gt2/2 + vt+ h.

1.2.5 Ðåàêòèâíîå äâèæåíèå

Êàê èçâåñòíî, îäíèì èç ôóíäàìåíòàëüíûõ çàêîíîâ ôèçèêè ÿâ-
ëÿåòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà, êîòîðûé â îäíîé èç ôîðìó-
ëèðîâîê çâó÷èò òàê: ïðè ðàñïàäå òåëà íà ÷àñòè ñóììà èìïóëüñîâ
êàæäîé èç ÷àñòåé ðàâíà èìïóëüñó òåëà äî ðàñïàäà. È õîòÿ ýòîò
çàêîí îáû÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñâÿçàííûì ñ îäíîàêòíûì äåéñòâè-
åì (îäíî òåëî åäèíîæäû ðàñïàëîñü), åãî îêàçûâàåòñÿ ðàçóìíî
èñïîëüçîâàòü è â áîëåå ñëîæíûõ ïðîöåññàõ � êîãäà îò òåëà ïî-
ñëåäîâàòåëüíî îòïàäàþò ðàçíûå ÷àñòè è, êàê èäåàëèçàöèÿ ýòî-
ãî ïðîöåññà (êîãäà ÷àñòè ìåëêèå è èõ î÷åíü ìíîãî è èíòåðâàë
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ìåæäó èõ îòïàäåíèÿìè î÷åíü ìàë), � êîãäà èç òåëà íåïðåðûâ-
íî âûòåêàåò (âûëåòàåò, âûñûïàåòñÿ) êàêàÿ-òî ìàññà. Èìåííî â
òàêîé ôîðìå è çàïèñûâàåòñÿ çàêîí ðåàêòèâíîãî äâèæåíèÿ:

m(t)v(t) = m(t+ ∆t)v(t+ ∆t)−

−
(
m(t)−m(t+ ∆t)

)
(v(t)− V ) (1.3)

èëè, åñëè îáîçíà÷èòü [f(t+ ∆t)− f(t)] ÷åðåç ∆f ,

−∆[m(t)v(t)] = −∆m(t) (v(t)− V ) . (1.4)

Çäåñü m(t) è v(t) � ñîîòâåòñòâåííî ìàññà è ñêîðîñòü ðàêåòû â
ìîìåíò âðåìåíè t, V � ñêîðîñòü èñòå÷åíèÿ ãîðþ÷åãî èç ðàêåòû
(òî÷íåå, ýòî −V : îáû÷íî ñèñòåìó êîîðäèíàò íàïðàâëÿþò âäîëü
äâèæåíèÿ ðàêåòû, òîãäà ãîðþ÷åå âûòåêàåò ñ îòðèöàòåëüíîé ñêî-
ðîñòüþ −V , ãäå V � ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ðàâíîå àáñîëþòíîé
âåëè÷èíå ýòîé ñêîðîñòè). Ðàçíîñòü [m(t)−m(t+∆t)] � ýòî ìàññà
âûòåêøåãî ãîðþ÷åãî, à (v(t)− V ) � åãî ñêîðîñòü â íåïîäâèæ-
íîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Íà ñàìîì äåëå ðàâåíñòâî â (1.3), (1.4) íå
ÿâëÿåòñÿ âïîëíå òî÷íûì, òàê êàê ïðîöåññ èñòå÷åíèÿ ãîðþ÷åãî
è èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè ïðîèñõîäèò íå ¾òîë÷êàì¿, à íåïðåðûâíî.
Îäíàêî, åñëè ïðîìåæóòîê âðåìåíè ∆t óìåíüøàòü, òî ðàâåíñòâî
ïåðåéäåò â òî÷íîå ðàâåíñòâî îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèàëîâ

−d[m(t)v(t)] = −dm(t) (v(t)− V )

èëè ïðîèçâîäíûõ

−[m(t)v(t)]′ = −m′(t) (v(t)− V ) .

Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì çàêîí ðåàêòèâíîãî

äâèæåíèÿ

mdv = V dm èëè m(t)v′(t) = V m′(t),

êîòîðûé èíîãäà çàïèñûâàþò òàêæå â ôîðìå

m
dv

dm
= V.
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1.2.6 Èç ïóøêè íà Ëóíó

Åùå îäèí ¾êîñìè÷åñêèé¿ ñþæåò: òåëî (â êëàññè÷åñêîé èíòåð-
ïðåòàöèè � áàðîíà Ìþíõãàþçåíà) ¾âûñòðåëèâàåòñÿ¿ ñ Çåìëè â
íàïðàâëåíèè Ëóíû è äîëåòàåò äî íåå â ñâîáîäíîì ïîëåòå. Îïè-
øåì çàêîí ïîëåòà.

Ïóñòü ïîëåò ïðîèñõîäèò ïî ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé öåíòðû
Çåìëè è Ëóíû (ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè îáîçíà÷èì R), ðàñ-
ñòîÿíèå äî ëåòÿùåãî òåëà îò öåíòðà Çåìëè â ìîìåíò âðåìåíè t
áóäåì îïèñûâàòü ôóíêöèåé r(t). Òîãäà â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðå-
ìåíè r(tíà÷) = RÇåìëè, â êîíå÷íûé r(têîí) = R − RËóíû, ãäå
RÇåìëè è RËóíû � ðàäèóñû Çåìëè è Ëóíû ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè

ìàññà òåëà m, òî ñèëà ïðèòÿæåíèÿ Çåìëè ðàâíà −gmMÇåìëè
r2(t)

,

ñèëà ïðèòÿæåíèÿ Ëóíû
gmMËóíû

(R− r(t))2
, è âòîðîé çàêîí Íüþòîíà

äàåò íàì óðàâíåíèå ïîëåòà íà Ëóíó:

mr̈ = −gmMÇåìëè
r2(t)

+
gmMËóíû

(R− r(t))2
.
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Ãëàâà 2

Çàäà÷à Êîøè.

Ñóùåñòâîâàíèå è ñâîéñòâà

ðåøåíèé

2.1 Çàäà÷à Êîøè

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà, ðàçðåøåííîå îòíîñè-
òåëüíî ïðîèçâîäíîé:

y′ = f(x, y). (2.1)

Äîïîëíèì óðàâíåíèå (2.1) íà÷àëüíûì óñëîâèåì

y(x0) = y0. (2.2)

Îïðåäåëåíèå 6 Çàäà÷åé Êîøè èëè íà÷àëüíîé çàäà÷åé (2.1),

(2.2) íàçûâàåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.1),

óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ (2.2).

Îáû÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ óðàâíåíèÿ (2.1), ïðàâàÿ ÷àñòü êîòî-
ðûõ f(x, y) íåïðåðûâíà â íåêîòîðîé îáëàñòè G ïëîñêîñòè Oxy.
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x

y

x0

y = y(x)y0

0

Ðèñ. 2.1: Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.1), (2.2)

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ýòîì ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè [6].

Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ çàäà÷à Êîøè ÿâëÿåòñÿ çà-
äà÷åé íàõîæäåíèÿ òàêîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.1), ãðàôèê êî-
òîðîãî ïðîõîäèë áû ÷åðåç òî÷êó (x0, y0) (ðèñ. 2.1).

2.2 Íîðìèðîâàííûå è ìåòðè÷åñêèå

ïðîñòðàíñòâà

2.2.1 Íîðìà è ìåòðèêà

Îïðåäåëåíèå 7 Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî X íàä R íàçûâàåòñÿ

íîðìèðîâàííûì, åñëè íà ýëåìåíòàõ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà îïðå-

äåëåíà ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ ‖ · ‖, íàçûâàåìàÿ íîðìîé, óäîâëåòâî-
ðÿþùàÿ àêñèîìàì:

1. ‖x‖ ≥ 0, ïðè÷åì ‖x‖ = 0⇐⇒ x = 0;

2. ‖αx‖ = |α| · ‖x‖;
3. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ ∀x, y ∈ X, α ∈ R.

Îïðåäåëåíèå 8 Ïðîñòðàíñòâî íàçûâàþò ìåòðè÷åñêèì,

åñëè íà ëþáîé ïàðå ýëåìåíòîâ x è y ýòîãî ïðîñòðàíñòâà
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îïðåäåëåíà ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ ρ(x, y), íàçûâàåìàÿ ìåòðèêîé

èëè ðàññòîÿíèåì, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì àêñèîìàì:

1. ρ(x, y) ≥ 0, ρ(x, y) = 0⇐⇒ x = y;

2. ρ(x, y) = ρ(y, x);

3. ρ(x, y) ≤ ρ(x, z) + ρ(y, z), ∀z ∈ X.

Îòìåòèì, ÷òî íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî âñåãäà ìîæíî
ñäåëàòü ìåòðè÷åñêèì, çàäàâ ìåòðèêó

ρ(x, y) = ‖x− y‖.
Ìåòðè÷åñêîå æå ïðîñòðàíñòâî íå îáÿçàòåëüíî íîðìèðóåìî, ïî-
ñêîëüêó ìîæåò íå áûòü ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Çàäà÷à 1 Ïóñòü X � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç îãðàíè÷åí-

íûõ çàìêíóòûõ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ íà ïëîñêîñòè. Ââåñòè

ìåòðèêó íà ýòîì ìíîæåñòâå.

Çàäà÷à 2 Äîêàçàòü, ÷òî

ρ(x, y) = [(x1 − y1)p + (x2 − y2)p]1/p , p > 0

ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé.

Çàäà÷à 3 Ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ìåòðèêîé

ρ(x, y) = [(x1 − y1)p + (x2 − y2)p]q , p, q > 0.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèìåðû ìåòðèê.

Ïðèìåð 1 Â ïðîñòðàíñòâå R ìåòðèêîé ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

ρ(x, y) = |x− y|.

Âûïîëíåíèå âñåõ àêñèîì ìåòðèêè î÷åâèäíî. Ìîæíî ââåñòè òàê-

æå ìåòðèêó ρ(x, y) = α|x− y|, ãäå α � íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ

êîíñòàíòà.
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Ïðèìåð 2 Íà ïëîñêîñòè R2 äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ z1 =

(x1, y1) è z2 = (x2, y2) ìåòðèêó ìîæíî çàäàòü îäíèì èç ñëåäóþ-

ùèõ ñïîñîáîâ:

1) ρ(z1, z2) =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2,

2) ρ(z1, z2) = |x1 − x2|+ |y1 − y2|,
3) ρ(z1, z2) = max{|x1 − x2|, |y1 − y2|}.

Ïðèìåð 3 Àíàëîãè÷íî, â ïðîñòðàíñòâåR3 äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëå-

ìåíòîâ M1(x1, y1, z1) è M2 = (x2, y2, z2) ìåòðèêó ìîæíî çàäàòü

îäíèì èç ñëåäóþùèõ ñïîñîáîâ:

1) ρ(M1,M2) =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 + (z1 − z2)2,

2) ρ(z1, z2) = |x1 − x2|+ |y1 − y2|+ |z1 − z2|,
3) ρ(z1, z2) = max{|x1 − x2|, |y1 − y2|, |z1 − z2|}.
Îòìåòèì, ÷òî ýòè ìåòðèêè î÷åâèäíûì îáðàçîì ìîãóò áûòü

îáîáùåíû äëÿ ñëó÷àÿ ïðîñòðàíñòâà Rn.

Çàäà÷à 4 Ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ìåòðèêîé

a) ρ(x, y) =

√√√√
n∑

i=1

(xi − yi)2,

b) ρ(x, y) =
n∑

i=1

|xi − yi|,

c) ρ(x, y) = max
1≤x≤n

{|xi − yi|}.

Ïðèìåð 4 Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî C[a,b] ôóíêöèé, îïðåäå-

ëåííûõ è íåïðåðûâíûõ íà [a, b]. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ y(x)

è z(x) ýòîãî ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëèì ìåòðèêó

ρ(y(x), z(x)) = max
x∈[a,b]

|y(x)− z(x)|,

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ìåòðèêîé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.
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2.2.2 Øàðû â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ

Îïðåäåëåíèå 9 Ìíîæåñòâî B ýëåìåíòîâ ìåòðè÷åñêîãî ïðî-

ñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì øàðîì ðàäèóñà r ñ öåí-

òðîì â òî÷êå x0, åñëè äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ x ýòîãî ìíîæåñòâà

ρ(x, x0) ≤ r.

Îïðåäåëåíèå 10 Ìíîæåñòâî B ýëåìåíòîâ ìåòðè÷åñêîãî

ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì øàðîì ðàäèóñà r ñ

öåíòðîì â òî÷êå x0, åñëè äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ x ýòîãî ìíî-

æåñòâà ρ(x, x0) < r.

Îïðåäåëåíèå 11 Ìíîæåñòâî S ýëåìåíòîâ ìåòðè÷åñêîãî

ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ ñôåðîé ðàäèóñà r ñ öåíòðîì

â òî÷êå x0, åñëè äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ x ýòîãî ìíîæåñòâà

ρ(x, x0) = r.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî øàð â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå
íå ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâàííûì ïðîñòðàíñòâîì (òàê êàê íå äëÿ âñåõ
ýëåìåíòîâ øàðà èõ ñóììà òàêæå ïðèíàäëåæèò øàðó). Çàìêíó-
òûé øàð â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì
ïðîñòðàíñòâîì (êàê, âïðî÷åì, è ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ìåòðè÷å-
ñêîãî ïðîñòðàíñòâà).

Çàäà÷à 5 Ïîñòðîèòü øàðû â ïðîñòðàíñòâàõ R, R2, R3 è C[a,b]

äëÿ ìåòðèê, ðàññìîòðåííûõ â ïðèìåðàõ 1�4 ïðåäûäóùåãî ïàðà-

ãðàôà.

2.2.3 Ïîëíûå ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Ïîëíîòà

ïðîñòðàíñòâà C[a,b]

Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ýëåìåíòîâ ìåò-
ðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X.
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Îïðåäåëåíèå 12 Ãîâîðÿò, ÷òî xn → x0 (ïðè n → ∞), åñëè
ρ(xn, x0) → 0 ïðè n → ∞, ò. å. ∀ε > 0 ∃N = N(ε), ∀n : n >

N(ε) =⇒ ρ(xn, x0) < ε.

Îïðåäåëåíèå 13 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íàçûâàåòñÿ ôóí-

äàìåíòàëüíîé, åñëè ∀ε > 0 ∃N = N(ε), ∀n,m : n > N, m > N

=⇒ ρ(xn, xm) < ε.

Îïðåäåëåíèå 14 Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ

ïîëíûì, åñëè âñÿêàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ýëåìåíòîâ äàííîãî ïðîñòðàíñòâà ñõîäèòñÿ ê ýëåìåíòó ýòîãî

ïðîñòðàíñòâà.

Çàäà÷à 6 Äîêàçàòü, ÷òî çàìêíóòûé øàð â ïîëíîì ìåòðè÷å-

ñêîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàí-

ñòâîì.

Òåîðåìà 1 Ïðîñòðàíñòâî C[a,b] ïîëíî â ìåòðèêå ðàâíîìåðíîé

ñõîäèìîñòè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î
Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü íåïðåðûâíûõ íà [a, b] ôóíêöèé {yn}, ãäå yn = yn(x),
ò. å. ∀ε > 0, ∃N = N(ε), ∀n > N, m > N ,

max
x∈[a,b]

|yn(x)− ym(x)| < ε.

Â ïîñëåäíåé çàïèñè ôèêñèðóåì çíà÷åíèå ïåðåìåííîé x = x0.
Òîãäà, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ, ïîëó÷èì ÷èñëîâóþ ôóíäàìåíòàëü-
íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn(x0)}, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê íåêîòî-
ðîìó çíà÷åíèþ y(x0). Òåïåðü çàôèêñèðóåì äðóãîå çíà÷åíèå ïå-
ðåìåííîé x = x1. Ïîëó÷èì ÷èñëîâóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {yn(x1)}, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê y(x1). Ñîïîñòàâëÿÿ
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êàæäîìó çíà÷åíèþ x íåêîòîðîå çíà÷åíèå y(x), ïîëó÷èì ôóíê-
öèþ y = y(x), ê êîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn(x)} ñõîäèòñÿ
ïîòî÷å÷íî.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn(x)} ñõîäèòñÿ
ê y(x) ðàâíîìåðíî. Äëÿ ýòîãî â íåðàâåíñòâå

|yn(x)− ym(x)| < ε

ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè m→∞ (n ôèêñèðîâàíî) ∀x. Ïîëó÷èì

|yn(x)− y(x)| < ε ∀x.

Ñîãëàñíî òåîðåìå î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé, ôóíêöèÿ y(x) íåïðåðûâíà íà [a, b]. Òàêèì îáðàçîì,
ïîëíîòà C[a,b] äîêàçàíà.

2.3 Îïåðàòîðû â ìåòðè÷åñêèõ

ïðîñòðàíñòâàõ

2.3.1 Îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

Îïðåäåëåíèå 15 Îïåðàòîð A, äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå X,

åñëè îí îòîáðàæàåò ïðîñòðàíñòâî X â ñåáÿ:

A : X → X.

Îïðåäåëåíèå 16 Îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì â

òî÷êå x0, åñëè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè àðãóìåíòîâ, ñõîäÿùèõ-

ñÿ ê x0, ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Axn ñõî-

äèòñÿ ê Ax0.

Îïðåäåëåíèå 17 Îïåðàòîð íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì íà

íåêîòîðîì ìíîæåñòâå, åñëè îí íåïðåðûâåí â êàæäîé òî÷êå

ýòîãî ìíîæåñòâà, ò. å.

∀ε > 0 ∃δ = δ(ε) : ∀x, y | ρ(x, y) < δ =⇒ ρ(Ax,Ay) < ε.
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Îïðåäåëåíèå 18 Ãîâîðÿò, ÷òî îïåðàòîð A óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ ïîñòîÿííîé L, åñëè äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ

x, y ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî:

ρ(Ax,Ay) ≤ Lρ(x, y).

Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîð, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ Ëèïøèöà,
ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå äîñòàòî÷-
íî ïîëîæèòü δ = ε/L â îïðåäåëåíèè íåïðåðûâíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 19 Îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ ñæèìàþùèì, åñëè

äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x, y ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ñóùå-

ñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà q : 0 ≤ q < 1, ÷òî èìååò ìåñòî

íåðàâåíñòâî:

ρ(Ax,Ay) ≤ qρ(x, y).

Ñæèìàþùèé îïåðàòîð óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ
L < 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ â ìåòðè÷å-
ñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ïðèìåð 5 Â ïðîñòðàíñòâå R ðàññìîòðèì îïåðàòîð Ax = ax+b.

Îòìåòèì, ÷òî ýòîò îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì òîëüêî ïðè

b = 0. Îïåðàòîð A óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàí-

òîé |a|. Äåéñòâèòåëüíî:

ρ(Ax1, Ax2) = |Ax1 −Ax2| = |ax1 − ax2| ≤ |a||x1 − x2|.

Òàêèì îáðàçîì, A � íåïðåðûâíûé îïåðàòîð è, ïðè óñëîâèè

|a| < 1, ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì.

Ïðèìåð 6 Íà ïðîìåæóòêå (−a, a) ∈ R, ãäå a > 0, ðàññìîòðèì

îïåðàòîð Ax = x2. Òàê êàê

ρ(x1, x2) = |x2
1 − x2

2| = |(x1 + x2)(x1 − x2)| ≤ 2a|x1 − x2|,
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òî îïåðàòîð A óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé 2a

è ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì ïðè a < 0, 5.

Îòìåòèì, ÷òî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà íåêîòîðîì
îòðåçêå [a, b] ôóíêöèÿ ϕ(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà.
Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî òåîðåìå î ñðåäíåì çíà÷åíèè (òåîðåìå
Ëàãðàíæà)

|ϕ(x)− ϕ(x̄)| = |ϕ′(ξ)| · |x− x̄|,
ãäå ξ ∈ [a, b]. Ôóíêöèÿ ϕ′(x) îãðàíè÷åíà íà îòðåçêå [a, b] êàê
íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå. Òàêèì îá-
ðàçîì, êîíñòàíòà Ëèïøèöà L = max

ξ∈[a,b]
|ϕ′(ξ)|.

Èòàê, ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ Ëèïøèöà, ñî-
ñòàâëÿþò êëàññ øèðå, ÷åì êëàññ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóå-
ìûõ ôóíêöèé, íî óæå, ÷åì êëàññ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé (íà-
ïðèìåð, ôóíêöèÿ y = |x| íå ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé, íî
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà).

2.3.2 Èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð â C[a,b]

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x, y) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà ïî
ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ â ïðÿìîóãîëüíèêå (ðèñ. 2.2)

Π = {(x, y) : |x− x0| ≤ α, |y − y0| ≤ β}.

xx0x0 − α x0 + α

y

y0

y0 − β

y0 + β

Ðèñ. 2.2: Ïðÿìîóãîëüíèê Π
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Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðè âñåõ x èç äàííîãî ìíîæåñòâà
ôóíêöèÿ f(x, y) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî ïåðåìåí-
íîé y ñ êîíñòàíòîé L:

|f(x, y)− f(x, ȳ)| ≤ L|y − ȳ|.

Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó íåïðåðûâíîñòè íà çàìêíóòîì îãðàíè÷åí-
íîì ìíîæåñòâå ôóíêöèÿ f(x, y) îãðàíè÷åíà:

∃M > 0 : |f(x, y)| ≤M ∀(x, y) ∈ Π.

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî

C[x0−h,x0+h], 0 < h ≤ α.

Â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ðàññìîòðèì çàìêíóòûé øàð ðàäèóñà β ñ
öåíòðîì â y = y0. Îáîçíà÷èì ýòîò øàð ÷åðåç F :

F = {y(x) : ρ(y, y0) = max
|x−x0|≤h

|y(x)− y0| ≤ β}.

Îïðåäåëèì íà øàðå F , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ìåòðè÷åñêèì
ïðîñòðàíñòâîì, èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð A:

Ay = y0 +

x∫

x0

f(s, y(s))ds.

Âûÿñíèì, ïðè êàêèõ h îïåðàòîð A äåéñòâóåò â F è ÿâëÿåòñÿ
ñæèìàþùèì.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî Ay � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ â
ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f(x, y(x)). Îöåíèì

|Ay − y0| =

∣∣∣∣∣∣

x∫

x0

f(s, y(s))ds

∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣

x∫

x0

|f(s, y(s))| ds

∣∣∣∣∣∣
≤

≤

∣∣∣∣∣∣

x∫

x0

Mds

∣∣∣∣∣∣
≤M |x− x0| ≤Mh.
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî, ÷òîáû îïåðàòîð A äåéñòâîâàë â F ,
äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå

Mh ≤ β =⇒ h ≤ β

M
.

Äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ y è z èç F , ãäå

Az = y0 +

x∫

x0

f(s, z(s))ds,

îöåíèì

|Ay −Az| =

∣∣∣∣∣∣

x∫

x0

(f(s, y(s))− f(s, z(s))) ds

∣∣∣∣∣∣
≤

≤

∣∣∣∣∣∣

x∫

x0

|f(s, y(s))− f(s, z(s))| ds

∣∣∣∣∣∣
≤

≤

∣∣∣∣∣∣

x∫

x0

L|y(s)− z(s)|ds

∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣

x∫

x0

Lρ(y, z)ds

∣∣∣∣∣∣
≤

≤ Lρ(y, z)|x− x0| ≤ Lρ(y, z)h.

Îòñþäà ïîëó÷àåì

ρ(Ay,Az) ≤ Lhρ(y, z).

Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì ïðè óñëîâèè
Lh < 1. Òàêèì îáðàçîì, åñëè

h < min

{
α,

β

M
,

1

L

}
,

òî îïåðàòîð A äåéñòâóåò â F è ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì.
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2.4 Ïðèíöèï ñæàòèÿ

Òåîðåìà 2 Åñëè îïåðàòîð A äåéñòâóåò â ïîëíîì ìåòðè÷åñêîì

ïðîñòðàíñòâå X è ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì, òî îí èìååò â ýòîì

ïðîñòðàíñòâå åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó, ò. å. óðàâíåíèå

x = Ax èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î
Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò x0 ∈ X è ïîñòðîèì ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ {xn} ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

x1 = Ax0,
x2 = Ax1,
. . .
xn+1 = Axn, . . . .

Ìû õîòèì óáåäèòüñÿ, ÷òî äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ
ôóíäàìåíòàëüíîé. Ïóñòü ρ(x1, x0) = ν. Îöåíèì ðàññòîÿíèå ìåæ-
äó ñîñåäíèìè ýëåìåíòàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ñ ó÷åòîì òîãî,
÷òî îïåðàòîð A ñæèìàþùèé, èìååì

ρ(x2, x1) = ρ(Ax1, Ax0) ≤ qρ(x1, x0) = qν,

ρ(x3, x2) = ρ(Ax2, Ax1) ≤ qρ(x2, x1) ≤ q2ν,
...
ρ(xn+1, xn) ≤ qnν,
...

ãäå 0 ≤ q < 1. Äàëåå, ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, ïî-
ëó÷àåì:

ρ(xn+m, xn) ≤ ρ(xn+m, xn+m−1) + · · ·+ ρ(xn+1, xn) ≤

≤ qn+m−1ν + qn+m−2ν + · · ·+ qnν =

= qnν(1 + q + q2 + · · ·+ qm−2 + qm−1) ≤

≤ qnν(1 + q + · · ·+ qm−1 + · · ·) = qnν
1

1− q .
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Äîêàæåì, ÷òî ∀ε > 0 ∃N = N(ε) :

∀n > N(ε), ∀m ρ(xn+m, xn) < ε. (2.3)

Äëÿ ýòîãî âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0 è íàéäåì N(ε) èç
óñëîâèÿ

qnν

1− q < ε.

Îòñþäà

N(ε) =

[
ln(ε(1− q)/ν)

ln q

]
,

ãäå [·] � öåëîå ÷èñëî. Óñëîâèå (2.3) âûïîëíÿåòñÿ, ò. å. ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü {xn} ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé è, ñëåäîâàòåëüíî,
ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó x∗.

A � ñæèìàþùèé îïåðàòîð, ñëåäîâàòåëüíî îí íåïðåðûâåí,
ò. å.

{xn} → x∗ =⇒ Axn → Ax∗.

Â ñèëó ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}

xn+1 = Axn.

Ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíåì óðàâíåíèè ê ïðåäåëó ïðè n → ∞, ïîëó-
÷èì

x∗ = Ax∗.

Òàêèì îáðàçîì, x∗ è ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé îïåðàòîðà
A.

Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü íåïîäâèæíîé òî÷êè.
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü åñòü åùå îäíà íåïîäâèæíàÿ
òî÷êà x∗∗ îïåðàòîðà A, ò. å.

x∗∗ = Ax∗∗.

Òîãäà

ρ(x∗, x∗∗) = ρ(Ax∗, Ax∗∗) ≤ qρ(x∗, x∗∗), 0 ≤ q < 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ρ(x∗, x∗∗) = 0, îòñþäà x∗ = x∗∗, ÷òî è òðåáîâà-
ëîñü äîêàçàòü.
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Çàìå÷àíèå 1 Âñå óñëîâèÿ òåîðåìû ñóùåñòâåííû.

Â êà÷åñòâå äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ìîæíî ïðè-
âåñòè ñëåäóþùèå ïðèìåðû.

y

x0

α

❨

Ðèñ. 2.3: Èëëþñòðàöèÿ ê ïðèìåðó 7

Ïðèìåð 7 Â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà X ðàññìîòðèì êîëüöî â R2

ñ öåíòðîì O â íà÷àëå êîîðäèíàò. Îïåðàòîð A ïåðåâîäèò ïðî-

ñòðàíñòâî X ñàìî â ñåáÿ ïîâîðîòîì âîêðóã O íà íåêîòîðûé óãîë

α (ðèñ. 2.3). ÎïåðàòîðA íå ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì. Åñëè α 6= 2πn,

òî íåïîäâèæíîé òî÷êè íå ñóùåñòâóåò, åñëè α = 2πn � òàêàÿ òî÷-

êà íå åäèíñòâåííà.

Ïðèìåð 8 Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî X = (0, 1). Îòíîñèòåëüíî

ìåòðèêè ρ(x, y) = |x − y| ïðîñòðàíñòâî X íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì

ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì. Äåéñòâèòåëüíî, ôóíäàìåíòàëü-

íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { 1
n} ñõîäèòñÿ ê íóëþ, òî åñòü íå ê ýëå-

ìåíòó X.
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Îïðåäåëèì íà X îïåðàòîð A : Ax = x/2. Î÷åâèäíî, ÷òî

A � ñæèìàþùèé è A : X → X. Åäèíñòâåííîé íåïîäâèæíîé

òî÷êîé îïåðàòîðà A ÿâëÿåòñÿ x = 0 /∈ X. Òàêèì îáðàçîì, ïîëíî-

òà ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì óñëîâèåì

ïðèíöèïà ñæàòèÿ.

Ïðèìåð 9 Ïóñòü X = [0, 1]. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð

Ax =
1

2
x+ 2.

Î÷åâèäíî, ÷òî X � ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, îïåðàòîð

A ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì, íî A íå äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâå X.

Ó îïåðàòîðà A íåò íåïîäâèæíîé òî÷êè.

2.5 Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ

è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è

Êîøè

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè:

y′ = f(x, y), (2.4)

y(x0) = y0, (2.5)

ãäå ôóíêöèÿ f(x, y) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè
ïåðåìåííûõ â ïðÿìîóãîëüíèêå

Π = {(x, y) : |x− x0| ≤ α, |y − y0| ≤ β}

è óäîâëåòâîðÿåò â Π óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî ïåðåìåííîé y ñ êîí-
ñòàíòîé L:

|f(x, y)− f(x, z)| ≤ L|y − z|.
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Îòìåòèì, ÷òî èç íåïðåðûâíîñòè íà çàìêíóòîì îãðàíè÷åííîì
ìíîæåñòâå Π ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü f(x, y), ò. å.

∃M > 0 : |f(x, y)| ≤M ∀(x, y) ∈ Π.

Òåîðåìà 3 Â äàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ çàäà÷à Êîøè (2.4), (2.5)

íà ïðîìåæóòêå [x0 − h, x0 + h], ãäå h < min
{
α, βM ,

1
L

}
, èìååò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î
Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî çàäà÷à Êîøè (2.4), (2.5) ýêâèâàëåíò-

íà çàäà÷å î íàõîæäåíèè íåïðåðûâíîãî ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî
óðàâíåíèÿ

y(x) = y0 +

x∫

x0

f(s, y(s))ds. (2.6)

Ïóñòü y(x) � ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (2.4), (2.5), ò. å.

dy(x)

dx
≡ f(x, y(x)). (2.7)

Èíòåãðèðóÿ òîæäåñòâî (2.7), ñ ó÷åòîì (2.5), ïîëó÷àåì:

y(x) ≡ y0 +

x∫

x0

f(s, y(s))ds, (2.8)

ò. å. y(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (2.6).
Ïóñòü òåïåðü y(x) � íåïðåðûâíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.6).

Ïîëàãàÿ â (2.8) x = x0, ïîëó÷èì íà÷àëüíîå óñëîâèå (2.5). Äàëåå,
â ñèëó íåïðåðûâíîñòè f(x, y(x)), ïðàâàÿ ÷àñòü (2.8) � íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Çíà÷èò, y(x) � íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìà. Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ (2.8), ïîëó÷àåì òîæ-
äåñòâî (2.7), èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî y(x) � ðåøåíèå çàäà÷è
Êîøè (2.4), (2.5). Òàêèì îáðàçîì, ýêâèâàëåíòíîñòü äîêàçàíà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü â ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ
è íåïðåðûâíûõ íà ïðîìåæóòêå |x − x0| < h, çàìêíóòûé øàð F
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ñ öåíòðîì y0 è ðàäèóñîì β. Íà ìíîæåñòâå F îïðåäåëèì èíòå-
ãðàëüíûé îïåðàòîð

Ay = y0 +

x∫

x0

f(s, y(s))ds.

Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó âûáîðà h, èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð A â ïîë-
íîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå F ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì. Çíà-
÷èò, ñîãëàñíî ïðèíöèïó ñæàòèÿ, óðàâíåíèå y = Ay èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ýêâèâàëåíòíîñòè (2.4),
(2.5) è (2.6), çàäà÷à Êîøè èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ÷òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Âîçíèêàåò âîïðîñ: ñóùåñòâåííî ëè óñëîâèå Ëèïøèöà â ôîð-
ìóëèðîâêå òåîðåìû?

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå y′ = ±f(y), ãäå

f(y) =

{ √
y, 0 ≤ y <∞,

−√−y, −∞ < y ≤ 0.
(2.9)

Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà

|f(y1)− f(y2)|
|y1 − y2|

=
1

2
√
ξ
, ξ ∈ [y1, y2].

Òàêèì îáðàçîì,

L = max
ξ∈[y1,y2]

1

2
√
ξ
.

Íî åñëè y1 → 0, y2 → 0, òî è ξ → 0. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì
ñëó÷àå íå ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åííîé ïîñòîÿííîé L, ò. å. ôóíêöèÿ
f(y) íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà.

Ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ âåòâè ïàðàáîë y = ±(x/2+
C)2 è ïðÿìàÿ y = 0 (ðèñ. 2.4). Íî òàê êàê ôóíêöèÿ y â ñèëó
(2.9) ìîíîòîííà, òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.9) ïðåäñòàâëÿþò ñî-
áîé ÷àñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ, ¾ñêëååííóþ¿ ñ âåòâüþ ïàðàáîëû.

Òàêèì îáðàçîì, ÷åðåç òî÷êó O(0, 0) ïðîõîäèò áåñêîíå÷íîå
ìíîæåñòâî èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé ¾ñêëå-
åííûå¿ ÷àñòè îñè Ox è âåòâè ïàðàáîë.
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x0

y

Ðèñ. 2.4: Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.9)

Èòàê, íåâûïîëíåíèå óñëîâèÿ Ëèïøèöà ïîâëåêëî çà ñîáîé
íååäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè.

Çàìå÷àíèå 2 Åñëè âìåñòî ìåòðèêè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè

ðàññìîòðåòü ìåòðèêó

ρ(y, z) = max
x0−h≤x≤x0+h

e−γ|x−x0||y(x)− z(x)|,

ãäå γ > L, òî ìîæíî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííî-

ãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè íà ïðîìåæóòêå [x0 − h, x0 + h], ãäå

h = min{a, b
M }.

Çàìå÷àíèå 3 Óñëîâèå Ëèïøèöà ìîæíî çàìåíèòü óñëîâèåì

íåïðåðûâíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè f(x, y) íà îòðåçêå.

2.6 Òåîðåìà Êîøè � Ïåàíî

Åñëè â äèôôåðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè (2.4) íà ôóíêöèþ f(x, y)
íàëîæåíî ëèøü òðåáîâàíèå íåïðåðûâíîñòè ïî ñîâîêóïíîñòè ïå-
ðåìåííûõ, òî ìîæíî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ïî êðàéíåé ìåðå
îäíîãî ðåøåíèÿ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (2.5) [6, 9]. Èìååò ìå-
ñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà Êîøè � Ïåàíî.
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Òåîðåìà 4 Ïóñòü â ïðÿìîóãîëüíèêå

Π = {(x, y) : |x− x0| ≤ α, |y − y0| ≤ β}

çàäàíà íåïðåðûâíàÿ ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ ôóíêöèÿ

f(x, y). Îòìåòèì, ÷òî

∃M > 0 : |f(x, y)| ≤M ∀(x, y) ∈ Π.

Òîãäà íà ïðîìåæóòêå [x0 − h, x0 + h], ãäå h = min
{
α, βM

}
ñóùå-

ñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.4), (2.5).

2.7 Èíòåãðàëüíàÿ âîðîíêà. Òåîðåìà

Êíåçåðà

Îïðåäåëåíèå 20 Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.4), (2.5) y = y∗(x)

íàçûâàåòñÿ âåðõíèì, åñëè ëþáîå äðóãîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è

y(x) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

y(x) ≤ y∗(x) ∀x ∈ [x0, x0 + h].

Îïðåäåëåíèå 21 Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.4), (2.5) y = y∗(x)

íàçûâàåòñÿ íèæíèì, åñëè ëþáîå äðóãîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è

y(x) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

y(x) ≥ y∗(x) ∀x ∈ [x0, x0 + h].

Èìååò ìåñòî òåîðåìà Êíåçåðà [14]:

Òåîðåìà 5 Âñåãäà ñóùåñòâóåò âåðõíåå è íèæíåå ðåøåíèå. ×å-

ðåç êàæäóþ òî÷êó ìåæäó ýòèìè ðåøåíèÿìè ïðîõîäèò õîòÿ áû

îäíî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.4), (2.5).

Îïðåäåëåíèå 22 Ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé ìåæäó y∗(x) è

y∗(x) íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé âîðîíêîé.
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2.8 Çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè îò

ïàðàìåòðîâ è íà÷àëüíûõ äàííûõ

2.8.1 Íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è

Êîøè îò ïàðàìåòðîâ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè âèäà

y′ = f(x, y, µ), (2.10)

y(x0) = y0, (2.11)

ãäå µ = (µ1, ..., µk) � âåêòîð ïàðàìåòðîâ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x, y, µ) îïðåäåëåíà è íåïðå-

ðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ â ïðÿìîóãîëüíîì ïàðàëëå-
ëåïèïåäå

Π = {(x, y, µ) : |x− x0| ≤ α, |y − y0| ≤ β, ‖µ− µ0‖ ≤ ν}.

Èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè â çàìêíóòîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè
ñëåäóåò åå îãðàíè÷åííîñòü:

∃M > 0 : |f(x, y, µ)| ≤M ∀(x, y, µ) ∈ Π.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y, µ) â Π óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà
ïî ïåðåìåííîé y:

|f(x, y, µ)− f(x, ȳ, µ)| ≤ L|y − ȳ|.

Òåîðåìà 6 (î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ)

Â äàííûõ óñëîâèÿõ çàäà÷à Êîøè (2.10), (2.11) íà ïðîìåæóòêå

[x0 − h, x0 + h], ãäå h < min
{
α, βM ,

1
L

}
, èìååò åäèíñòâåííîå ðå-

øåíèå y = y(x, µ), ïðè÷åì ýòî ðåøåíèå íåïðåðûâíî çàâèñèò îò

ïàðàìåòðà µ.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î
Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ è íåïðå-

ðûâíûõ ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ íà ìíîæåñòâå

|x− x0| ≤ h, ‖µ− µ0‖ ≤ ν.

Â ýòîì ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëèì ðàññòîÿíèå ïî ñëåäóþùåìó ïðà-
âèëó:

ρ(y, z) = max
|x− x0| ≤ h,
‖µ− µ0‖ ≤ ν

{
|y(x, µ)− z(x, µ)|e−γ|x−x0|

}
,

ãäå γ ≥ 0.
×åðåç F îáîçíà÷èì çàìêíóòûé øàð ðàäèóñà β ñ öåíòðîì

y = y0 ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Çàìåòèì, ÷òî F � ïîëíîå ìåòðè÷å-
ñêîå ïðîñòðàíñòâî â äàííîé ìåòðèêå.

Ïîêàæåì, ÷òî çàäà÷à Êîøè (2.10), (2.11) ýêâèâàëåíòíà çà-
äà÷å î íàõîæäåíèè íåïðåðûâíîãî ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ:

y(x, µ) = y0 +

x∫

x0

f(s, y(s, µ), µ)ds. (2.12)

Îòìåòèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (2.12) íåïðåðûâíî çàâèñèò îò ïà-
ðàìåòðà. Âñå îñòàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî
òîìó, êàê ýòî äåëàëîñü â òåîðåìå î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåí-
íîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè.

Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà F îïðåäåëèì èíòåãðàëüíûé îïåðà-
òîð

Ay = y0 +

x∫

x0

f(s, y(s, µ), µ)ds.

Ïðîâåðèì, ÷òî îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì, ò. å.

ρ(Ay,Az) ≤ qρ(y, z),
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è äåéñòâóþùèì â F , ò. å.

ρ(y0, Ay) ≤ β.

Èìååì

|Ay −Az| =

∣∣∣∣∣∣

x∫

x0

[f(s, y(s, µ), µ)− f(s, z(s, µ), µ)]ds

∣∣∣∣∣∣
≤

≤

∣∣∣∣∣∣

x∫

x0

L|y(s, µ)− z(s, µ)|ds

∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣

x∫

x0

L|y(s, µ)− z(s, µ)|e−γ|s−x0|eγ|s−x0|ds

∣∣∣∣∣∣
= I.

Çàìåòèì, ÷òî

|y(s, µ)− z(s, µ)|e−γ|s−x0| ≤ ρ(y, z),

ïîýòîìó

I ≤ Lρ(y, z)

x∫

x0

eγ|s−x0|ds =

=





Lρ(y, z)γ−1
(
eγ(x−x0) − 1

)
, x ≥ x0

Lρ(y, z)γ−1
(
e−γ(x−x0) − 1

)
, x < x0

=

= γ−1Lρ(y, z) (eγ |x− x0| − 1) ≤ Lρ(y, z)γ−1eγ|x−x0|.

Èòàê,

|Ay −Az| ≤ L

γ
ρ(y, z)eγ|x−x0|

èëè

|Ay −Az|e−γ|x−x0| ≤ L

γ
ρ(y, z).
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Èç ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ ïîëó÷àåì

ρ(Ay,Az) ≤ L

γ
ρ(y, z).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè èçíà÷àëüíî âûáðàòü γ > L, òî q = L/γ < 1,
ñëåäîâàòåëüíî A � ñæèìàþùèé îïåðàòîð.

Äàëåå

|Ay − y0| ≤

∣∣∣∣∣∣

x∫

x0

f(s, y(s, µ), µ)ds

∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣

x∫

x0

Mds

∣∣∣∣∣∣
≤Mh ≤ β

èëè
max
|x−x0|≤h

{
|Ay − y0|e−γ|x−x0|

}
≤ β.

Ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî

A : F → F.

Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ ïðèíöèïà ñæàòèÿ,
ñëåäîâàòåëüíî óðàâíåíèå (2.12) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå,
ò. å. çàäà÷à (2.10), (2.11) èìååò åäèíñòâåííîå íåïðåðûâíîå ïî
x è µ ðåøåíèå.

Çàäà÷à 7 Äîêàçàòü, ÷òî F ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ìåòðè÷åñêèì

ïðîñòðàíñòâîì â äàííîé ìåòðèêå.

2.8.2 Òåîðåìà î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè

ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè îò íà÷àëüíûõ äàííûõ

Â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, íà÷àëüíûå óñëîâèÿ èçâåñòíû ñ íåêîòîðûì ïðèáëè-
æåíèåì, òàê êàê îíè îïðåäåëÿþòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî. Â ñâÿçè
ñ ýòèì âîçíèêàåò âîïðîñ î òîì, êàê èçìåíÿåòñÿ ðåøåíèå çàäà-
÷è Êîøè y = y(x, x0, y0) ïðè íåáîëüøèõ èçìåíåíèÿõ íà÷àëüíûõ
çíà÷åíèé x0, y0.
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Òåîðåìà 7 Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè

è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè, òî ðåøåíèå çàäà÷è

(2.4), (2.5) îò íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé çàâèñèò íåïðåðûâíî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î
Ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííûõ:

{
y = z + y0,
x = t+ x0

èç (2.4), (2.5) ïîëó÷èì çàäà÷ó Êîøè

{
dz
dt = f(t+ x0, z + y0) ≡ g(t, z, x0, y0),
z(0) = 0,

â êîòîðóþ íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ x0, y0 âõîäÿò êàê ïàðàìåòðû.
Äëÿ ýòîé íà÷àëüíîé çàäà÷è âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû î
íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ. Òàêèì îáðàçîì, ðåøå-
íèå çàäà÷è Êîøè (2.4), (2.5) íåïðåðûâíî çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ
äàííûõ.

2.8.3 Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ðåøåíèÿ ïî

íà÷àëüíûì äàííûì è ïàðàìåòðàì

Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ î ãëàäêîé çàâèñèìî-
ñòè ðåøåíèé îò ïàðàìåòðîâ è íà÷àëüíûõ äàííûõ [5,6].

Òåîðåìà 8 (Î äèôôåðåíöèðóåìîñòè ïî ïàðàìåòðàì)

Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû î íåïðåðûâíîñòè çàâèñè-

ìîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè îò ïàðàìåòðîâ, è f(x, y, µ) k ðàç

íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî âñåì ïåðåìåííûì.

Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè y = y(x, µ) k ðàç äèôôåðåíöè-

ðóåìî ïî ïàðàìåòðó µ.

Òåîðåìà 9 (Î äèôôåðåíöèðóåìîñòè ïî íà÷àëüíûì äàííûì)

Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè è åäèí-
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ñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè è ôóíêöèè f k ðàç äèôôå-

ðåíöèðóåìû ïî âñåì ïåðåìåííûì. Òîãäà y = y(x, x0, y0) k ðàç

äèôôåðåíöèðóåìà ïî ïåðåìåííûì x0, y0.

2.9 Ïðîäîëæèìîñòü ðåøåíèÿ

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè áûëî
óñòàíîâëåíî, ÷òî ðåøåíèå ñóùåñòâóåò íà ïðîìåæóòêå, ìåíüøåì,
÷åì òîò, íà êîòîðîì çàäàíà ñàìà çàäà÷à Êîøè. Èñêëþ÷åíèåì
ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà

h = min

{
α,

β

M

}
= α

â óñëîâèÿõ òåîðåìû Êîøè � Ïåàíî. Îáñóäèì âîïðîñ î ïðîäîë-
æèìîñòè ðåøåíèÿ íà âåñü ïðîìåæóòîê â äðóãèõ ñëó÷àÿõ.

Ïóñòü ϕ(x) � ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ,
îïðåäåëåííîå íà I1, à ψ(x) � ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ, îïðåäåëåííîå íà I2 (ðèñ. 2.5).

Îïðåäåëåíèå 23 Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ψ(x) ÿâëÿåòñÿ ïðîäîë-

æåíèåì ϕ(x), åñëè I1 ⊂ I2 è ϕ(x) = ψ(x) ïðè x ∈ I1.

Òåîðåìà 10 Ïóñòü f(x, y) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà ïî ñîâî-

êóïíîñòè ïåðåìåííûõ â íåêîòîðîé îáëàñòè G ñ ãðàíèöåé Γ è

(x0, y0) � âíóòðåííÿÿ òî÷êà ýòîé îáëàñòè. Òîãäà ðåøåíèå çàäà-

÷è Êîøè (2.4), (2.5) ïðîäîëæèìî â îáëàñòè G âïëîòü äî ãðà-

íèöû Γ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î
Îêðóæèì òî÷êó (x0, y0) êâàäðàòîì ñ ìàêñèìàëüíîé ñòîðî-

íîé 2a0, òàê, ÷òîáû êâàäðàò öåëèêîì ëåæàë âíóòðè îáëàñòè G.
Â G âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ òåîðåìû Êîøè � Ïåàíî è, ñëå-
äîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè íà ïðîìåæóòêå
[x0, x0 + h0], ãäå h0 = min{a0, a0/M}.
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︸ ︷︷ ︸
︷ ︸︸ ︷I1

I2
x

y

y = φ(x)
y = ψ(x)

Ðèñ. 2.5: Ðåøåíèå ψ(x) ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ϕ(x) íà ïðîìå-

æóòîê I2

Âîçüìåì êðàéíþþ òî÷êó (x1, y1), ãäå

x1 = x0 + h0, y1 = y(x1) = y0 +

x1∫

x0

f(s, y(s))ds,

è, â ñâîþ î÷åðåäü, îêðóæèì åå êâàäðàòîì ñ ìàêñèìàëüíîé ñòî-
ðîíîé 2a1. Âûïóñòèì èç (x1, y1) ðåøåíèå, êîòîðîå ñóùåñòâóåò,
ñîãëàñíî òåîðåìå Êîøè � Ïåàíî, íà ïðîìåæóòêå [x1, x1 + h1],
h1 = min {a1, a1/M}. Ïîëó÷èì òî÷êó (x2, y2):

x2 = x1 + h1 = x0 + h0 + h1, y2 = y(x2)

è ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è íà îòðåçêå [x0, x2].
Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ìû ëèáî çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ

ïðîäîëæèì ðåøåíèå äî ãðàíèöû, ëèáî ìû ïîñòðîèì áåñêîíå÷-
íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê

{(xn, yn)} : xn = x0 + h0 + · · ·+ hn−1,

yn = yn−1 +

xn∫

xn−1

f(s, y(s))ds = y0 +

xn∫

x0

f(s, y(s))ds.
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Çäåñü y(t) � ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è, ïðîäîëæåííîå íà îòðå-
çîê [x0, xn].

Îòìåòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} îãðàíè÷åíà (îáëà-
ñòüþ G) è ìîíîòîííî âîçðàñòàåò. Ñëåäîâàòåëüíî,

∃x∗ : xn → x∗ (n→∞).

Èç ôóíäàìåíòàëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} ñëåäóåò ôóí-
äàìåíòàëüíîñòü {yn}:

|yn+m − yn| =

∣∣∣∣∣∣

xn+m∫

xn

f(s, y(s))ds

∣∣∣∣∣∣
≤

≤
xn+m∫

xn

|f(s, y(s))|ds ≤M |xn+m − xn|.

Ñëåäîâàòåëüíî,

∃y∗ : yn → y∗ (n→∞).

Òàêèì îáðàçîì, âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:
1) (x∗, y∗) ∈ Γ, òîãäà òåîðåìà äîêàçàíà.
2) (x∗, y∗) /∈ Γ, ò. å. (x∗, y∗) � âíóòðåííÿÿ òî÷êà îáëàñòè G.
Ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé. Ìîæíî îêðóæèòü (x∗, y∗) êâàä-

ðàòîì ñ ìàêñèìàëüíîé ñòîðîíîé 2a∗. Òàê êàê {(xn, yn)} →
(x∗, y∗), òî âñå òî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {(xn, yn)}, íà÷èíàÿ ñ
íåêîòîðîãî íîìåðà, ëåæàò âíóòðè êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé a∗. Äëÿ
ëþáîé òî÷êè âíóòðè êâàäðàòà a∗ íàéäåòñÿ êâàäðàò ñî ñòîðîíîé
2an ≥ a∗. Òàêèì îáðàçîì,

an ≥
a∗
2
> 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

hn = xn+1 − xn → 0, hn = min
{
an,

an
M

}
.

Ñëåäîâàòåëüíî, an → 0. Ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ, çíà÷èò,
âòîðîé ñëó÷àé íåâîçìîæåí.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ ïðîäîëæèìîñòü ðåøå-
íèÿ äî ãðàíèöû îáëàñòè G âëåâî.
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Ãëàâà 3

Èíòåãðàëüíûå

è äèôôåðåíöèàëüíûå

íåðàâåíñòâà

3.1 Òåîðåìà î äèôôåðåíöèàëüíîì

íåðàâåíñòâå

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó Êîøè (2.4), (2.5) è ïðåäïîëàãàòü,
÷òî ýòà çàäà÷à èìååò íà îòðåçêå [x0, x0 + h] åäèíñòâåííîå ðåøå-
íèå.

Ïóñòü f(x, y) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, à u(x) íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà [x0, x0 +h] ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé íà ýòîì
îòðåçêå âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà:

u(x0) ≤ y0,

u′(x) ≤ f(x, u(x)).

Òåîðåìà 11 Â äàííûõ óñëîâèÿõ u(x) ≤ y(x), ãäå y(x) � ðåøå-

íèå çàäà÷è (2.4), (2.5).
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ ñòðîãèõ íåðàâåíñòâ

u′(x) < f(x, u(x)),

u(x0) < y(x0),

òåîðåìà î÷åâèäíà.
Ââåäåì íåïðåðûâíóþ âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ F (x, y):

F (x, y) =

{
f(x, y), y ≥ u(x),
f(x, u(x)), y < u(x).

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè

{
z′ = F (x, z),
z(x0) = y0.

(3.1)

Ïóñòü z(x) � ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (îíî ñó-
ùåñòâóåò ñîãëàñíî òåîðåìå Êîøè � Ïåàíî).

Äîêàæåì, ÷òî z(x) ≥ u(x).
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò. å.

∃ x∗ : z(x∗) < u(x∗).

Ïóñòü x∗ � áëèæàéøàÿ ê x∗ òî÷êà ñëåâà, â êîòîðîé z(x∗) =
u(x∗). Çàìåòèì, ÷òî òàêàÿ òî÷êà îáÿçàòåëüíî íàéäåòñÿ, â ñèëó
òîãî, ÷òî

z(x0) = y0, u(x0) ≤ y0.

Ðàññìîòðèì ïðîìåæóòîê [x∗, x
∗], íà íåì z(x) < u(x). Òîãäà,

íà ýòîì ïðîìåæóòêå F (x, z) = f(x, u(x)), è (3.1) ïðèíèìàåò âèä

z′ = f(x, u(x)), z(x0) = y0.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ z(x)− u(x) íà ïðîìåæóòêå [x∗, x
∗].

Òàê êàê, ïî óñëîâèþ òåîðåìû,

u′ ≤ f(x, u(x)),
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òî
(z − u)′ ≥ 0,

è, ñëåäîâàòåëüíî,
z(x) ≥ u(x)

íà âñåì ðàññìàòðèâàåìîì ïðîìåæóòêå.
Òàêèì îáðàçîì, ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ. Çíà÷èò,

z(x) ≥ u(x) ∀x ∈ [x0, x0 + h],

è, ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à Êîøè (3.1) èìååò âèä

{
z′ = f(x, z),
z(x0) = y0.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷è (3.1) è (2.4), (2.5) ýêâèâàëåíòíû, ò. å.

z(x) ≡ y(x) ∀x ∈ [x0, x0 + h],

ñëåäîâàòåëüíî, u(x) ≤ y(x), ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

3.2 Òåîðåìà îá èíòåãðàëüíîì íåðàâåíñòâå

Òåîðåìà 12 Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y) íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóï-

íîñòè ïåðåìåííûõ è íå óáûâàåò ïî âòîðîìó àðãóìåíòó. Ïóñòü

íà ïðîìåæóòêå [x0, x0 + h] ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

y = y(x) çàäà÷è Êîøè (2.4), (2.5) è íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ u(x)

òàêàÿ, ÷òî

u(x) ≤ y0 +

x∫

x0

f(s, u(s))ds.

Òîãäà íà ïðîìåæóòêå [x0, x0 + h] ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

u(x) ≤ y(x).
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

v(x) = y0 +

x∫

x0

f(s, u(s))ds.

Òàê êàê
v(x) ≥ u(x),

òî â ñèëó ìîíîòîííîñòè f(x, y) ïî y

v′(x) = f(x, u(x)) ≤ f(x, v(x)).

Îòìåòèì, ÷òî
v(x0) = y0.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ v(x) óäîâëåòâîðÿåò âñåì óñëîâèÿì òåî-
ðåìû î äèôôåðåíöèàëüíîì íåðàâåíñòâå, ïîýòîìó v(x) ≤ y(x).

Òîãäà
u(x) ≤ v(x) ≤ y(x),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Îòìåòèì âàæíîå ñëåäñòâèå èç ïîñëåäíåé òåîðåìû.

Íåðàâåíñòâî Ãðîíóîëëà � Áåëëìàíà. Ïóñòü ôóíêöèÿ u(x)
óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

u(x) ≤ C +

x∫

x0

λu(s)ds,

ãäå x ≥ x0, à C è λ � íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà. Òîãäà

u(x) ≤ Ceλ(x−x0).

3.3 Èíòåãðàëüíûå íåðàâåíñòâà

è ïðîäîëæèìîñòü ðåøåíèé

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè (2.4), (2.5). Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþ-
ùàÿ
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Òåîðåìà 13 Ïóñòü ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ íåóáûâàþùàÿ

ôóíêöèÿ w(y), òàêàÿ, ÷òî |f(x, y)| ≤ w(|y|), è çàäà÷à Êîøè
{
z′ = w(z),

z(x0) = |y0|
(3.2)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå íà [x0, x0 + h].

Òîãäà çàäà÷à Êîøè (2.4), (2.5) èìååò ðåøåíèå, ïðîäîëæèìîå

íà ïðîìåæóòîê [x0, x0 + h].

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î
Ñâåäåì çàäà÷ó Êîøè (2.4), (2.5) ê ýêâèâàëåíòíîìó èíòå-

ãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

y(x) = y0 +

x∫

x0

f(s, y(s))ds.

Ïîêàæåì îãðàíè÷åííîñòü ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ:

|y(x)| ≤ |y0|+
x∫

x0

|f(s, y(s))|ds ≤ |y0|+
x∫

x0

w(|y(s)|)ds.

Ïóñòü |y(x)| = u(x), òîãäà ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî èìååò âèä

u(x) ≤ |y0|+
x∫

x0

w(u(s))ds,

è, ïî òåîðåìå îá èíòåãðàëüíîì íåðàâåíñòâå, íà ïðîìåæóòêå
[x0, x0 + h]

u(x) = |y(x)| ≤ z(x),

ãäå z(x) � íåïðåðûâíîå ðåøåíèå (3.2).
Êàê íåïðåðûâíàÿ íà îãðàíè÷åííîì çàìêíóòîì ìíîæåñòâå

ôóíêöèÿ z(x) îãðàíè÷åíà íà ïðîìåæóòêå [x0, x0 + h]:
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∃N > 0 : z(x) ≤ N,

ñëåäîâàòåëüíî, |y(x)| ≤ N .
Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíèê

Π = {x0 ≤ x ≤ x0 + h, |y| ≤ N + 1}

êàê îáëàñòü, â êîòîðîé çàäàíà ôóíêöèÿ f(x, y). Èç òî÷êè (x0, y0)
âûïóñòèì ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.4), (2.5). Ýòî ðåøåíèå ïðî-
äîëæèìî âïëîòü äî ãðàíèöû ïðÿìîóãîëüíèêà. Íî |y(x)| ≤ N ,
çíà÷èò, ãîðèçîíòàëüíàÿ ãðàíèöà ïðÿìîóãîëüíèêà íå ìîæåò áûòü
äîñòèãíóòà. Íî ýòî çíà÷èò, ÷òî ãðàôèê ôóíêöèè y = y(x) äîñòè-
ãàåò ïðàâîé âåðòèêàëüíîé ãðàíèöû.

Òàêèì îáðàçîì, y(x) ïðîäîëæèìà íà [x0, x0 + h], ÷òî è òðå-
áîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàäà÷à 8 Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x, y) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåí-

ñòâó

|f(x, y)| ≤ a|y|+ b,

a, b ≥ 0.

Äîêàçàòü, ÷òî òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ïðîäîëæèìî íà

âñþ îñü.

3.4 Ìåòîä ìàëîãî ïàðàìåòðà

Ïðîäîëæàÿ èññëåäîâàòü âîïðîñ î çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ çàäà-
÷è Êîøè îò ïàðàìåòðîâ, ðàññìîòðèì íà÷àëüíóþ çàäà÷ó (2.10),
(2.11) äëÿ ñëó÷àÿ ñêàëÿðíîãî ïàðàìåòðà. Èòàê, ðàññìîòðèì íà-
÷àëüíóþ çàäà÷ó {

y′ = f(x, y, µ),
y(x0, µ) = ȳ0.

(3.3)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x, y, µ) îïðåäåëåíà, íåïðåðûâíà è
(k + 1) ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî âñåì ïåðåìåííûì
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â ïàðàëëåëåïèïåäå

Π = {(x, y, µ) : |x− x0| ≤ α, |y − ȳ0| ≤ β, |µ| ≤ ν},

ãäå ν äîñòàòî÷íî ìàëàÿ âåëè÷èíà.
Èç òåîðåìû î äèôôåðåíöèðóåìîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè

ïî ïàðàìåòðó ñëåäóåò, ÷òî ïðè òàêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ðåøåíèå
y(x, µ) çàäà÷è (3.3) ñóùåñòâóåò è ÿâëÿåòñÿ k ðàç íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé x è µ íà ìíîæåñòâå |x− x0| ≤ α,
|µ| ≤ ν.

Îïðåäåëåíèå 24 Çàäà÷à âèäà

{
y′ = f(x, y, 0),

y(x0) = ȳ0

(3.4)

íàçûâàåòñÿ ïîðîæäàþùåé (âûðîæäåííîé) çàäà÷åé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåøåíèå ïîðîæäàþùåé çàäà÷è èçâåñòíî:

y = y0(x).

Ïîêàæåì, ÷òî íà ïðîìåæóòêå |x − x0| ≤ α ðåøåíèå çàäà÷è
(3.3) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàç-

ëîæåíèÿ [10] ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà µ:

y(x, µ) =

k∑

i=0

µiyi(x) + yk+1(x, µ), yk+1(x, µ) = O(µk+1). (3.5)

Ïîäñòàâèì ðàçëîæåíèå (3.5) â óðàâíåíèå (3.3):

y′ =

k∑

i=0

µiy′i(x) + y′k+1(x, µ) =

= f

(
x,

k∑

i=0

µiyi(x) + yk+1(x, µ), µ

)
=
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= F0(x) + µF1(x) + µ2F2(x) + · · ·+ µkFk(x) + Fk+1(x, µ), (3.6)

ãäå
F0(x) = f(x, y0(x), 0),

F1(x) = f ′y(x, y0(x), 0)y1(x) + f ′µ(x, y0(x), 0),

F2(x) =
1

2
{f ′′y2(x, y0(x), 0)y2

1(x) + 2f ′′yµ(x, y0(x), 0)y1(x)+

+2f ′y(x, y0(x), 0)y2(x) + f ′′µ2(x, y0(x), 0)},
. . .

Fk(x) = f ′y(x, y0(x), 0)yk(x) + Φ(x, y0, . . . , yk−1),

Fk+1(x, µ) = O(µk+1),

è â íà÷àëüíîå óñëîâèå:

y(x0, µ) =
k∑

i=0

µiyi(x0) + yk+1(x0, µ) = ȳ0. (3.7)

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ìàëîãî
ïàðàìåòðà µ â (3.6) è (3.7), ïîëó÷èì

{
y′0 = F0(x) = f(x, y0, 0),
y0(x0) = ȳ0,

{
y′1 = F1(x) = a(x)y1 + b1(x),
y1(x0) = 0,

{
y′2 = F2(x) = a(x)y2 + b2(x),
y2(x0) = 0,

. . .

{
y′k = Fk(x) = a(x)yk + bk(x),
yk(x0) = 0,

. . .
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ãäå
a(x) = fy(x, y0(x), 0),

bi(x) = bi(x, y0(x), . . . , yi−1(x)).

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ y0(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïîðîæäà-
þùåé çàäà÷è (3.4), à ôóíêöèè y1(x), . . ., yk(x) � ðåøåíèÿ çàäà÷
Êîøè äëÿ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà. Ðåøàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ýòè çàäà÷è, îïðåäåëèì ÷ëåíû ðÿ-
äà (3.5) äî k-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

Yk(x, µ) =
k∑

i=0

µiyi(x).

Äîêàæåì, ÷òî

|y(x, µ)− Yk(x, µ)| = O(µk+1),

ò. å. Yk(x, µ) ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåíèåì ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè
(3.3) è ïîãðåøíîñòü ýòîãî ïðèáëèæåíèÿ åñòü âåëè÷èíà ïîðÿä-
êà O(µk+1).

Ôóíêöèÿ Yk(x, µ) â ñèëó âûáîðà y0(x), . . ., yk(x) ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè

{
Y ′k(x, µ) = f(x, Yk(x, µ), µ) + Ψk+1(x, µ),
Yk(x0, µ) = ȳ0.

Òàê êàê

y(x, µ) = ȳ0 +

x∫

x0

f(s, y(s, µ), µ)ds,

Yk(x, µ) = ȳ0 +

x∫

x0

(f(s, Yk(s, µ), µ) + Ψk+1(s, µ))ds,

òî, èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x, y, µ) óäîâëåòâîðÿ-
åò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî âòîðîìó àðãóìåíòó ñ êîíñòàíòîé L,
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à Ψk+1(x, µ) = O(µk+1), ò. å. ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C > 0:
|Ψk+1(x, µ)| = µk+1C, ïîëó÷èì

|y(x, µ)− Yk(x, µ)| =

=

∣∣∣∣∣∣

x∫

x0

f(s, y(s, µ), µ)− f(s, Yk(s, µ), µ)−Ψk+1(s, µ)ds

∣∣∣∣∣∣
≤

≤

∣∣∣∣∣∣

x∫

x0

|f(s, y(s, µ), µ)− f(s, Yk(s, µ), µ)|+ |Ψk+1(s, µ)|ds

∣∣∣∣∣∣
≤

≤

∣∣∣∣∣∣

x∫

x0

(L|y(s, µ)− Yk(s, µ)|+ µk+1C)ds

∣∣∣∣∣∣
èëè

|yk+1(x, µ)|+ µk+1C

L
≤

≤ µk+1C

L
+

∣∣∣∣∣∣

x∫

x0

[
L|yk+1(s, µ)|+ µk+1C

]
ds

∣∣∣∣∣∣
.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

|yk+1(x, µ)|+ µk+1C

L
= U(x, µ).

Òîãäà ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

U(x, µ) ≤ µk+1C

L
+

x∫

x0

LU(s, µ)ds.

Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Ãðîíóîëëà � Áåëëìàíà, èìååì ïðè |x −
x0| ≤ α:

U(x, µ) ≤ µk+1C

L
eL(x−x0)
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èëè

|yk+1(x, µ)|+ µk+1C

L
≤ µk+1C

L
eL(x−x0).

Îòñþäà ñëåäóåò

|yk+1(x, µ)| ≤ µk+1C

L

(
eL(x−x0) − 1

)
= O(µk+1).

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèÿ ðå-
øåíèÿ åñòü âåëè÷èíà ïîðÿäêà O(µk+1). Çàìåòèì, ÷òî ýòî ñïðà-
âåäëèâî äëÿ êîíå÷íîãî ïðîìåæóòêà. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî êîí-
ñòàíòà C çàâèñèò îò k (îáû÷íî îíà âîçðàñòàåò ïðè óâåëè÷åíèè
k). Ýòî çíà÷èò, ÷òî ðÿä ìîæåò íå ñõîäèòüñÿ.
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Ãëàâà 4

Äèôôåðåíöèàëüíûå

óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà

4.1 Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âèäà:

p0(x)y(n) + p1(x)y(n−1) + · · ·+ pn(x)y = q(x), p0(x) 6= 0, (4.1)

ãäå ôóíêöèè q(x), pi(x) îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû íà íåêîòîðîì
ïðîìåæóòêå x ∈ [a, b], íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì óðàâíåíèåì n�ãî
ïîðÿäêà [1, 5, 6, 9].

Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü q(x) 6≡ 0 , òî óðàâíåíèå (4.1) íàçûâàå-
òñÿ íåîäíîðîäíûì; åñëè q(x) ≡ 0, òî (4.1) � îäíîðîäíîå óðàâíå-
íèå.

Çàäà÷à 9 Ïóñòü φ(t) � ñòðîãî ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ íà ïðî-

ìåæóòêå [t1, t2] è òàêàÿ, ÷òî φ(t1) = a, φ(t2) = b.

Åñëè ïðåäïîëàãàòü, ÷òî φ(t) n ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-

ðóåìà íà äàííîì ïðîìåæóòêå, òî çàìåíà ïåðåìåííîé x = φ(t)

îñòàâëÿåò óðàâíåíèå ëèíåéíûì.
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Çàäà÷à 10 Ïóñòü ôóíêöèè φ(x) è ψ(x) îïðåäåëåíû, n ðàç

íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû íà ïðîìåæóòêå [a, b] è φ(x) íå

îáðàùàåòñÿ â íîëü íà ýòîì ïðîìåæóòêå. Òîãäà çàìåíà ïåðå-

ìåííîé y = φ(x)z+ψ(x) ïðèâîäèò ê ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ n-ãî

ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé z.

Ïîñêîëüêó â óðàâíåíèè (4.1) êîýôôèöèåíò p0(x) 6= 0, òî íà íåãî
ìîæíî ðàçäåëèòü:

y(n) + a1(x)y(n−1) + · · ·+ an(x)y = d(x). (4.2)

Çäåñü ai(x) = pi(x)/p0(x), d(x) = q(x)/p0(x) (i = 1, n).

Ñîîòâåòñòâóþùåå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå èìååò âèä

y(n) + a1(x)y(n−1) + · · ·+ an(x)y = 0. (4.3)

Ïóñòü äëÿ óðàâíåíèÿ (4.2) çàäàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ





y(x0) = y0,
y′(x0) = y0,1,
. . .

y(n−1)(x0) = y0,n−1.

(4.4)

Èìååò ìåñòî òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøå-
íèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé n-ãî ïîðÿäêà.

Òåîðåìà 14 Ïóñòü ôóíêöèè ai(x) (i = 1, n) è d(x) îïðåäåëåíû

è íåïðåðûâíû íà ïðîìåæóòêå [a, b] è òî÷êà x0 ∈ [a, b]. Òîãäà

çàäà÷à Êîøè (4.2), (4.4) íà ýòîì ïðîìåæóòêå èìååò åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû áóäåò ïðåäñòàâëåíî íèæå êàê
ñëåäñòâèå òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ
çàäà÷è Êîøè äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì.
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Îïðåäåëåíèå 25 Âûðàæåíèå âèäà

y(n) + a1(x)y(n−1) + · · ·+ an(x)y,

ãäå ai(x) � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íà ïðîìåæóòêå [a, b], íàçûâà-

åòñÿ ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì âûðàæåíèåì n-ãî ïîðÿäêà.

Ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèàëüíîãî âûðàæåíèÿ ìîæíî çàäàòü
ëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð:

Ly = y(n) + a1(x)y(n−1) + · · ·+ an(x)y.

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Cn[a,b] ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ è n

ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ íà ïðîìåæóòêå [a, b]. Ïóñòü
y ∈ Cn[a,b], òîãäà îïåðàòîð L : Cn[a,b] 7→ C[a,b].

Ïðîâåðèì, ÷òî L � ëèíåéíûé îïåðàòîð.

L(αy) = αy(n) + a1(x)αy(n−1) + · · ·+ an(x)αy = αLy,

L(y + z) = (y + z)(n) + a1(x)(y + z)(n−1) + · · ·+ an(x)(y + z) =

= y(n) + z(n) + a1(x)y(n−1) + a1(x)z(n−1)+

+ · · ·+ an(x)y + an(x)z = Ly + Lz.

Óðàâíåíèÿ (4.2) è (4.3) óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Ly = d(x),

Ly = 0.

Îòìåòèì îñíîâíîå ñâîéñòâî ðåøåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíå-
íèÿ.

Ïóñòü y1(x), . . . , yk(x) � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.3). Òîãäà
èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ

y = c1y1(x) + c2y2(x) + · · ·+ ckyk(x)

òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (4.3). Äåéñòâèòåëüíî:

L(c1y1(x) + c2y2(x) + · · ·+ ckyk(x)) = c1Ly1 + · · ·+ ckLyk ≡ 0.
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4.1.1 Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü ôóíêöèé.

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé

Îïðåäåëåíèå 26 Ôóíêöèè φ1(x), . . . , φk(x) íàçûâàþòñÿ ëè-

íåéíî çàâèñèìûìè íà ïðîìåæóòêå [a, b], åñëè ñóùåñòâóåò òà-

êîé íåòðèâèàëüíûé íàáîð êîíñòàíò c1, . . . , ck, ÷òî

c1φ1(x) + · · ·+ ckφk(x) = 0 ∀x ∈ [a, b].

Îïðåäåëåíèå 27 Ôóíêöèè φ1(x), . . . , φk(x) íàçûâàþòñÿ ëè-

íåéíî íåçàâèñèìûìè íà ïðîìåæóòêå [a, b], åñëè îíè íå ÿâëÿ-

þòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè, ò. å.

c1φ1(x) + · · ·+ ckφk(x) ≡ 0⇐⇒ c1 = c2 = . . . = ck = 0.

Ïðèìåð 10 Ôóíêöèè 1, x, . . . , xm � ëèíåéíî íåçàâèñèìû

íà ëþáîì ïðîìåæóòêå, ò. ê. ðàâåíñòâî

c1 + c2x+ · · ·+ cm+1x
m = 0

ñïðàâåäëèâî òîëüêî â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê.

Ïðèìåð 11 Ôóíêöèè xk1 , . . . , xkm(k1 < k2 < . . . < km) � ëè-

íåéíî íåçàâèñèìû íà R.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü ôóíêöèè ëèíåéíî çàâèñè-
ìû, òîãäà

∃c1, . . . , cm : c1x
k1 + · · ·+ cmx

km ≡ 0

èëè
xk1(c1 + · · ·+ cmx

km−k1) ≡ 0.

Åñëè x 6= 0, òî èìååì

c1 + c2x
k2−k1 · · ·+ cmx

km−k1 ≡ 0.
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Ýòî òîæäåñòâî ñïðàâåäëèâî âåçäå, êðîìå íóëÿ. Íî, â ñèëó íåïðå-
ðûâíîñòè ôóíêöèè, ñòîÿùåé â ëåâîé ÷àñòè, ðàâåíñòâî íóëþ áó-
äåò è â òî÷êå x = 0. Òîãäà, ïðè x = 0, èìååì

c1 + 0 ≡ 0 ⇔ c1 = 0.

Àíàëîãè÷íî äåëàåòñÿ âûâîä î òîì, ÷òî c2 = . . . = ck = 0.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå, êîòîðîå äîêàçûâà-

åò ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü ôóíêöèé.

Çàäà÷à 11 Ðàññìîòðåòü ïðèìåð 2 íà ïðîèçâîëüíîì ïðîìå-

æóòêå, íå ñîäåðæàùåì íîëü.

Îïðåäåëåíèå 28 Ëþáûå n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé ëè-

íåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (4.3) íàçûâàþòñÿ ôóíäàìåí-

òàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé (Ô.Ñ.Ð.).

Òåîðåìà 15 Ô.Ñ.Ð. ñóùåñòâóåò.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î
Ðàññìîòðèì n çàäà÷ Êîøè âèäà:





Ly = 0,
y(x0) = 1,
y′(x0) = 0,
. . .

y(n−1)(x0) = 0;





Ly = 0,
y(x0) = 0,
y′(x0) = 1,
. . .

y(n−1)(x0) = 0;

. . .





Ly = 0,
y(x0) = 0,
y′(x0) = 0,
. . .

y(n−1)(x0) = 1.

Êàæäàÿ èç ýòèõ íà÷àëüíûõ çàäà÷ èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
Îáîçíà÷èì ýòè ðåøåíèÿ ÷åðåç

y = y1(x), y = y2(x), . . . , y = yn(x).

Âûÿñíèì, áóäóò ëè ýòè ôóíêöèè ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè.
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü îíè ëèíåéíî çàâèñèìû. Ñëå-

äîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêîé íåòðèâèàëüíûé íàáîð êîíñòàíò c1,
. . ., cn, ÷òî

c1y1(x) + c2y2(x) + · · ·+ cnyn(x) ≡ 0.
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Äèôôåðåíöèðóÿ ïîñëåäíåå òîæäåñòâî (n− 1) ðàç, ïîëó÷èì

c1y
′
1(x) + c2y

′
2(x) + · · ·+ cny

′
n(x) ≡ 0,

. . .

c1y
(n−1)
1 (x) + c2y

(n−1)
2 (x) + · · ·+ cny

(n−1)
n (x) ≡ 0.

Èç ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ïðè x = x0 èìååì





c1 = 0,
c2 = 0,
. . .
cn = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå, ÷òî è äîêàçûâàåò òåî-
ðåìó.

4.1.2 Îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî

Ïóñòü åñòü n ôóíêöèé y1(x), . . . , yn(x), îïðåäåëåííûõ è (n− 1)
ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ íà ïðîìåæóòêå [a, b].

Îïðåäåëåíèå 29 Îïðåäåëèòåëåì Âðîíñêîãî (âðîíñêèàíîì)

íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëü âèäà:

W (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1(x) y2(x) . . . yn(x)

y′1(x) y′2(x) . . . y′n(x)

. . . . . . . . . . . .

y
(n−1)
1 (x) y

(n−1)
2 (x) . . . y

(n−1)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Òåîðåìà 16 Åñëè ôóíêöèè y1(x), . . . , yn(x) ëèíåéíî çàâèñèìû

íà ïðîìåæóòêå [a, b], òî îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî, ñîñòàâëåííûé

äëÿ ýòèõ ôóíêöèé, ðàâåí íóëþ: W (x) ≡ 0.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î
Òàê êàê ôóíêöèè ëèíåéíî çàâèñèìû, òî ñóùåñòâóåò òàêîé

íåòðèâèàëüíûé íàáîð êîíñòàíò c1, . . ., cn, ÷òî

c1y1(x) + c2y2(x) + · · ·+ cnyn(x) ≡ 0.

Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, c1 6= 0, òîãäà, ïîäåëèâ ýòî òîæäåñòâî
íà c1, ïîëó÷èì

y1(x) ≡ α2y2(x) + · · ·+ αnyn(x), αi = −ci/c1.

Äèôôåðåíöèðóÿ ïîñëåäíåå òîæäåñòâî (n− 1) ðàç, ïîëó÷èì

y′1(x) ≡
n∑

i=2

αiy
′
i(x), . . . , y1(x)(n−1) ≡

n∑

i=2

αiy
(n−1)
i (x).

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ñòîëáöîâ ∀x ∈
[a, b], îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî

W (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

∑n
i=2 αiyi(x) y2(x) . . . yn(x)∑n
i=2 αiy

′
i(x) y′2(x) . . . y′n(x)

. . . . . . . . . . . .∑n
i=2 αiy

(n−1)
i (x) y

(n−1)
2 (x) . . . y

(n−1)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣

òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ íà âñåì ïðîìåæóòêå [a, b].

Òåîðåìà 17 Åñëè ôóíêöèè y1(x), . . . , yn(x) ÿâëÿþòñÿ ëèíåé-

íî íåçàâèñèìûìè íà [a, b] ðåøåíèÿìè îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

Ly = 0, òî îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî, ñîñòàâëåííûé äëÿ ýòèõ

ôóíêöèé, íå îáðàùàåòñÿ â íîëü íè â îäíîé òî÷êå [a, b].

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ õîòÿ áû â îä-

íîé òî÷êå x = x0, ò. å.W (x0) = 0. Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñèñòåìó
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé





c1y1(x0) + · · ·+ cnyn(x0) = 0,
. . .

c1y
(n−1)
1 (x0) + · · ·+ cny

(n−1)
n (x0) = 0.
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Îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû W (x0) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòå-
ìà èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå c∗1, . . . , c

∗
n. Ïîñòðîèì ôóíê-

öèþ

y(x) = c∗1y1(x) + · · ·+ c∗nyn(x).

Â òî÷êå x0 ôóíêöèÿ y(x) è âñå åå ïðîèçâîäíûå äî (n− 1) âêëþ-
÷èòåëüíî îáðàùàþòñÿ â íîëü.

Êðîìå òîãî, êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ðåøåíèé, ôóíêöèÿ
y(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ly = 0.

Íóëåâîå ðåøåíèå Ly = 0 îáëàäàåò òåìè æå ñâîéñòâàìè.
Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè,
y(x) ≡ 0, ÷òî îçíà÷àåò ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü ôóíêöèé y1(x),
. . . , yn(x).

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Ïðèìåð 12 Ðàññìîòðèì ôóíêöèè

y1(x) =

{
x2, x < 0

0, x ≥ 0
;

y2(x) =

{
0, x < 0

x2, x ≥ 0

íà ëþáîì ïðîìåæóòêå, ñîäåðæàùåì íîëü â êà÷åñòâå âíóòðåííåé

òî÷êè. Ïîñòðîèì îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî äëÿ ýòèõ ôóíêöèé:

äëÿ x < 0

W (x) =

∣∣∣∣∣
x2 0

2x 0

∣∣∣∣∣ = 0;

äëÿ x > 0

W (x) =

∣∣∣∣∣
0 x2

0 2x

∣∣∣∣∣ = 0.

Ôóíêöèè ëèíåéíî íåçàâèñèìû, à W ≡ 0, ò. ê. ýòè äâå ôóíêöèè

íå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè îäíîãî óðàâíåíèÿ Ly = 0.
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Òåîðåìà 18 Ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ly = 0 ìîæíî ïðåäñòà-

âèòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè åå Ô.Ñ.Ð.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î
Ïóñòü y1(x), . . . , yn(x) � Ô.Ñ.Ð. óðàâíåíèÿ (4.3).
Ïóñòü åñòü åùå îäíî ðåøåíèå y(x) ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëü-

íûìè óñëîâèÿìè





y(x0) = y0,
y′(x0) = y0,1,
. . .

y(n−1)(x0) = y0,n−1.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:





c1y1(x0) + · · ·+ cnyn(x0) = y0,
c1y
′
1(x0) + · · ·+ cny

′
n(x0) = y0,1,

. . .

c1y
(n−1)
1 (x0) + · · ·+ cny

(n−1)
n (x0) = y0,n−1.

Îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû W (x0) 6= 0, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùå-
ñòâóåò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå c∗1, . . . , c

∗
n.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

z(x) = c∗1y1(x) + · · ·+ c∗nyn(x).

Êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ Ô.Ñ.Ð., ôóíêöèÿ z(x) ÿâëÿåòñÿ ðå-
øåíèåì (4.3) è óäîâëåòâîðÿåò òåì æå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì, ÷òî
è y(x). Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è
Êîøè, z(x) ≡ y(x).

Èç ïîñëåäíèõ äâóõ òåîðåì ñëåäóåò âûâîä, êîòîðûé ìîæåò
áûòü ñôîðìóëèðîâàí â âèäå ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 19 Ìíîæåñòâî ðåøåíèé ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâ-

íåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíîå n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî.

Ðîëü áàçèñà èãðàåò ëþáàÿ Ô.Ñ.Ð.
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4.1.3 Ôîðìóëà Îñòðîãðàäñêîãî � Ëèóâèëëÿ

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîäíóþ îïðåäåëèòåëÿ Âðîíñêîãî W (x), ñî-
ñòàâëåííîãî äëÿ ðåøåíèé yi = yi(x) (i = 1, . . . , n) óðàâíåíèÿ
(4.3). Ïî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ îïðåäåëèòåëÿ èìååì

W ′(x) = W1(x) + · · ·+Wn(x),

ãäåWi(x) � îïðåäåëèòåëü, ïîëó÷åííûé èçW (x) äèôôåðåíöèðî-
âàíèåì i-é ñòðîêè, ïðè ýòîì ýëåìåíòû âñåõ äðóãèõ ñòðîê îñòà-
þòñÿ íåèçìåííûìè. Îïðåäåëèòåëè

W1(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

y′1 y′2 . . . y′n
y′1 y′2 . . . y′n
. . . . . . . . . . . .

y
(n−1)
1 y

(n−1)
2 . . . y

(n−1)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣
,

. . . . . . . . .

Wn−1(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1 y2 . . . yn
. . . . . . . . . . . .

y
(n−1)
1 y

(n−1)
2 . . . y

(n−1)
n

y
(n−1)
1 y

(n−1)
2 . . . y

(n−1)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ðàâíû íóëþ, òàê êàê ñîäåðæàò ïî äâå îäèíàêîâûõ ñòðîêè. Ñëå-
äîâàòåëüíî,

W ′(x) = Wn(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

y1 . . . yn
y′1 . . . y′n
. . . . . . . . .

y
(n)
1 . . . y

(n)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Òàê êàê y1 = y1(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (4.3), òî

y
(n)
1 = −a1y

(n−1)
1 − a2y

(n−2)
1 − · · · − any1 ∀x ∈ [a, b].
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Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî è îïóñêàÿ àð-
ãóìåíò x äëÿ êðàòêîñòè çàïèñè, ïîëó÷èì

W ′(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1 . . . yn
y′1 . . . y′n
. . . . . . . . .

−
n∑
i=1

aiy
(n−i)
1 . . . −

n∑
i=1

aiy
(n−i)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= −a1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1 . . . yn
y′1 . . . y′n
. . . . . . . . .

y
(n−1)
1 +

n∑
i=2

aiy
(n−i)
1
a1

. . . y
(n−1)
n +

n∑
i=2

aiy
(n−i)
n
a1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

W ′(x) = −a1W (x),

ðåøàÿ êîòîðîå ïîëó÷èì

W (x) = Ce−
∫
a1(x)dx

èëè

W (x) = W (x0)e
−

x∫
x0

a1(s)ds

.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Îñòðîãðàäñêîãî �
Ëèóâèëëÿ.

Çàäà÷à 12 Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå 2-ãî ïîðÿäêà

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0,

ó êîòîðîãî èçâåñòíî îäíî ðåøåíèå y1(x). Ïðèìåíèâ ôîðìóëó

Îñòðîãðàäñêîãî � Ëèóâèëëÿ, ïîíèçèòü ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ è ðå-

øèòü åãî.
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4.1.4 Ïîñòðîåíèå óðàâíåíèÿ ïî Ô.Ñ.Ð.

Ïóñòü ôóíêöèè y1, . . . , yn îáðàçóþò Ô.Ñ.Ð. ñðàçó äâóõ óðàâíå-
íèé:

y(n) + a1(x)y(n−1) + · · ·+ an(x)y = 0 (4.5)

è

y(n) + ã1(x)y(n−1) + · · ·+ ãn(x)y = 0, (4.6)

ãäå ai(x), ãi(x) � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè ïðè x ∈ [a, b].
Ïîêàæåì, ÷òî ýòî ìîæåò èìåòü ìåñòî òîëüêî â ñëó÷àå

ai(x) ≡ ãi(x).

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå.
Ïóñòü â íåêîòîðîé òî÷êå x0

a1(x0) 6= ã1(x0).

Òîãäà â ñèëó íåïðåðûâíîñòè êîýôôèöèåíòû íå ñîâïàäàþò è â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè. Ñëåäîâàòåëüíî, èç óðàâíå-
íèÿ

(a1 − ã1)y(n−1) + · · ·+ (an − ãn)y = 0,

ïîëó÷åííîãî âû÷èòàíèåì (4.6) èç (4.5), èìååì

y(n−1) +
a2 − ã2

a1 − ã1
y(n−2) + · · ·+ an − ãn

a1 − ã1
y = 0.

Ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ôóíêöèè y1, . . . , yn ÿâëÿþòñÿ ðåøåíè-
åì ýòîãî óðàâíåíèÿ (n−1)-ãî ïîðÿäêà. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèè
y1(x), . . . , yn−1(x) îáðàçóþò åãî Ô.Ñ.Ð., à yn(x) ÿâëÿåòñÿ ëèíåé-
íîé êîìáèíàöèåé ýòèõ ôóíêöèé, êàê ëþáîå ðåøåíèå îäíîðîä-
íîãî óðàâíåíèÿ (n − 1)-ãî ïîðÿäêà. Íî ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî
ôóíêöèè y1(x), . . . , yn(x) ëèíåéíî çàâèñèìû. Ïîëó÷èëè ïðîòè-
âîðå÷èå.

Ñëåäîâàòåëüíî,
a1(x) ≡ ã1(x).
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Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

a2(x) ≡ ã2(x), . . . , an(x) ≡ ãn(x).

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî

Óòâåðæäåíèå 1 Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ óðàâíåíèÿ

(4.5) è (4.6) ñîâïàäàþò.

Ïîñòàâèì ïåðåä ñîáîé çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ äèôôåðåíöèàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ, äëÿ êîòîðîãî èçâåñòíà åãî Ô.Ñ.Ð.

Èòàê, ïóñòü ôóíêöèè y1, . . . , yn îáðàçóþò Ô.Ñ.Ð. Ðàññìîò-
ðèì óðàâíåíèå

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1 y2 . . . yn y
y′1 y′2 . . . y′n y′

. . . . . . . . . . . .

y
(n−1)
1 y

(n−1)
2 . . . y

(n−1)
n y(n−1)

y
(n)
1 y

(n)
2 . . . y

(n)
n y(n)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0, (4.7)

ãäå y � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ.
Âñå ôóíêöèè y1, . . . , yn ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíå-

íèÿ.
Äåéñòâèòåëüíî, ïîäñòàâëÿÿ âìåñòî y îäíó èç ýòèõ ôóíêöèé,

â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ìû ïîëó÷àåì îïðåäåëèòåëü ñ äâóìÿ
îäèíàêîâûìè ñòîëáöàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (4.7) îáðà-
ùàåòñÿ â òîæäåñòâî.

Ðàçëîæèì îïðåäåëèòåëü â (4.7) ïî ýëåìåíòàì ïîñëåäíåãî
ñòîëáöà:

a0(x)y(n) + a1(x)y(n− 1) + · · ·+ an(x)y = 0,

ãäå
a0(x) = W (x), a1(x) = −W ′(x).

Òàê êàê ôóíêöèè y1, . . . , yn îáðàçóþò Ô.Ñ.Ð., òî îíè ëèíåéíî
íåçàâèñèìû, ñëåäîâàòåëüíî

W (x) 6= 0.
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Ïîýòîìó ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

y(n) + p1(x)y(n−1) + · · ·+ pn(x)y = 0,

ãäå

p1 = −W
′(x)

W (x)
.

Çàìå÷àíèå 4 Îòñþäà ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëó Îñòðîãðàä-

ñêîãî � Ëèóâèëëÿ.

Î÷åâèäíî, ÷òî W (x) óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó
óðàâíåíèþ

W ′(x) + p1(x)W (x) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

W (x) = W (x0)e
−

x∫
x0

p1(s)ds

.

Ïðèìåð 13 Ðàññìîòðèì Ô.Ñ.Ð., ñîñòîÿùóþ èç ôóíêöèé

y1 = 1, y2 = x, y3 = x2.

Ïîñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå òðåòüåãî ïîðÿäêà.

Òàê êàê îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî

W (x) =

∣∣∣∣∣∣∣

1 x x2

0 1 2x

0 0 2

∣∣∣∣∣∣∣
= 2,

ýòî âîçìîæíî.

Èñïîëüçóÿ îïèñàííûé âûøå àëãîðèòì, èìååì

2y(3) = 0.
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4.1.5 Ïîíèæåíèå ïîðÿäêà ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ

óðàâíåíèé

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå:

y(n) + a1(x)y(n−1) + · · ·+ an(x)y = 0. (4.8)

Ïóñòü èçâåñòíî íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå y = y1(x).
Â óðàâíåíèè (4.8) ñäåëàåì çàìåíó

y = y1(x)z.

Äëÿ ýòîãî íàéäåì âñå ïðîèçâîäíûå y äî n-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷è-
òåëüíî ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Ëåéáíèöà:

y′ = y′1z + y1z
′,

y′′ = y′′1z + 2y′1z
′ + y1z

′′,

. . .

y(n) =

n∑

i=0

Ciny
(i)
1 z(n−i).

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-
íåíèå, èìååì

n∑

i=0

Ciny
(i)
1 z(n−i) + a1

n−1∑

i=0

Cin−1y
(i)
1 z(n−1−i)+

+ · · ·+ any1(x)z = 0. (4.9)

Êîýôôèöèåíò ïðè z(n) â óðàâíåíèè (4.1.4) ðàâåí y1, à ïðè z:

any1 + an−1y
′
1 + · · ·+ a1y

(n−1)
1 + y

(n)
1 ≡ 0,

òàê êàê y1(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (4.8).
Òàêèì îáðàçîì, (4.1.4) ïðèíèìàåò âèä

q0z
(n) + q1z

(n−1) + · · ·+ qn−1z
′ = 0.
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Ââîäÿ íîâóþ ôóíêöèþ u = z′, ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ïåðåïèøåì
â âèäå

q0u
(n−1) + q1u

(n−2) + · · ·+ qn−1u = 0.

Îòìåòèì, ÷òî ïîñëåäíåå óðàâíåíèå èìååò ïîðÿäîê (n − 1),
ò. å. ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ (4.8) ïîíèæåí ñ ïîìîùüþ çàìåíû

u =

[
y(x)

y1(x)

]′
.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýòî óðàâíåíèå íà ïðîìåæóòêå, â êî-
òîðîì y1(x) íå îáðàùàåòñÿ â íîëü.

Ïóñòü u1(x), . . . , un−1(x) � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ðåøåíèÿ
ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ. Âîçíèêàåò âîïðîñ: ìîæíî ëè ïî ýòèì
ðåøåíèÿì íàéòè Ô.Ñ.Ð. óðàâíåíèÿ (4.8)? Îêàçûâàåòñÿ, ýòî âîç-
ìîæíî.

Ïóñòü

ui =

[
yi+1(x)

y1(x)

]′
, i = 1, n− 1.

Îòñþäà, èíòåãðèðóÿ, èìååì

yi+1(x)

y1(x)
=

∫
ui(s)ds.

Ñëåäîâàòåëüíî,

yi+1 = y1(x)

∫
ui(s)ds, i = 1, n− 1.

Ïîêàæåì, ÷òî ïîëó÷åííûå òàêèì îáðàçîì ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ëè-
íåéíî íåçàâèñèìûìè.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü îíè ëèíåéíî çàâèñèìû,
ò. å. ñóùåñòâóåò òàêîé íåòðèâèàëüíûé íàáîð ÷èñåë c1, . . . , cn,
÷òî

c1y1(x) + · · ·+ cnyn(x) ≡ 0. (4.10)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé yi(x), ïîëó÷èì

c1y1(x) + c2y1(x)

∫
u1(s)ds+ · · ·+ cny1(x)

∫
un−1(s)ds ≡ 0
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èëè

c1 + c2

∫
u1(s)ds+ · · ·+ cn

∫
un−1(s)ds ≡ 0.

Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî òîæäåñòâî ïî x, ïîëó÷èì

c2u1(x) + . . .+ cnun−1(x) ≡ 0,

îòêóäà, ñ ó÷åòîì ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ôóíêöèé ui(x), ñëå-
äóåò, ÷òî c2 = . . . = cn = 0. Òîãäà èç (4.10)

c1y1(x) ≡ 0 =⇒ c1 = 0.

Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ, òàê êàê íàáîð êîíñòàíò èçíà÷àëüíî
íåòðèâèàëåí.

Ïóñòü äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî óðàâíåíèÿ (4.8) èçâåñòíû k ëè-
íåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé y1(x), . . . , yk(x). Ñäåëàâ çàìåíó ïå-
ðåìåííîé u = (y/y1)′, ïîëó÷èì óðàâíåíèå (n−1)-ãî ïîðÿäêà äëÿ
u. Ïðè ýòîé çàìåíå y1(x), . . . , yk(x) ïåðåéäóò â ôóíêöèè

u1 =

(
y2

y1

)′
, . . . , uk−1 =

(
yk
y1

)′
.

Ïîêàæåì, ÷òî ïîëó÷åííûå (k − 1) íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ
ëèíåéíû íåçàâèñèìû. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü u1, . . .,
uk−1 � ëèíåéíî çàâèñèìû, ò. å. ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíûé íà-
áîð ÷èñåë c1, . . . , ck−1 òàêîé, ÷òî

c1u1 + . . .+ ck−1uk−1 ≡ 0

èëè

c1

(
y2

y1

)′
+ . . .+ ck−1

(
yk
y1

)′
≡ 0.

Îòñþäà, èíòåãðèðóÿ, èìååì

c1
y2

y1
+ . . .+ ck−1

yk
y1

+ ck ≡ 0
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èëè
c1y2 + . . .+ ck−1yk + cky1 ≡ 0.

Â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ôóíêöèé y1, . . . , yn ïîñëåäíåå
òîæäåñòâî îçíà÷àåò, ÷òî c1 = c2 = . . . = ck = 0. Ïîëó÷åííîå
ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëèíåéíîé íåçàâèñèìî-
ñòè ôóíêöèé u1, . . ., uk−1.

Ïîâòîðÿÿ îïèñàííóþ ïðîöåäóðó, ìîæíî ïîíèçèòü ïîðÿäîê
èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ íà k åäèíèö, ò. å. ïîëó÷èòü óðàâíåíèå ïî-
ðÿäêà (n− k).

Ðàññìîòðèì ïðèìåð.

Ïðèìåð 14 Ïóñòü äëÿ óðàâíåíèÿ

y′′ + 2y′ + y = 0

èçâåñòíî ðåøåíèå

y1 = e−x.

Ââîäÿ çàìåíó

u = (yex)′ = y′ex + exy,

ïîëó÷èì

u′ = y′′ex + 2y′ex + yex = (y′′ + 2y′ + y)ex.

Â ñèëó èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî u′ = 0, îòêóäà

u = C.

Èòàê, (y2e
x)′ = C èëè, ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ,

y2e
x = C1 + Cx.

Òàêèì îáðàçîì,

y2 = (Cx+ C1)e−x,

ò. å. â êà÷åñòâå âòîðîãî ðåøåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû

ìîæíî âçÿòü y2 = xe−x.
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4.1.6 Ëèíåéíûå íåîäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå:

y(n) + a1(x)y(n−1) + . . .+ an(x)y = d(x),

êîòîðîå óäîáíåå çàïèñàòü â âèäå

Ly = d(x).

Èññëåäóåì ñíà÷àëà óðàâíåíèå 2-ãî ïîðÿäêà

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = d(x).

Ñîîòâåòñòâóþùåå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå èìååò âèä

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè φ1(x) è φ2(x) îáðàçóþò Ô.Ñ.Ð. Òî-
ãäà îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä:

c1φ1(x) + c2φ2(x).

Ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ áóäåì èñêàòü ìåòîäîì âàðè-
àöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ, ò. å. â âèäå:

y(x) = c1(x)φ1(x) + c2(x)φ2(x),

ãäå c1(x), c2(x) � íåèçâåñòíûå ôóíêöèè.
Òîãäà y′ = c′1(x)φ1(x) + c1(x)φ′1(x) + c′2(x)φ2(x) + c2(x)φ′2(x).

Ïîòðåáóåì äîïîëíèòåëüíî âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ

c′1(x)φ1(x) + c′2(x)φ2(x) = 0.

Òîãäà y′′ = c′1(x)φ′1(x) + c1(x)φ′′1(x) + c′2(x)φ′2(x) + c2φ
′′
2(x).

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ y, y′, y′′ â íåîäíîðîäíîå äèôôåðåí-
öèàëüíîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì

c′1(x)φ′1(x) + c1(x)φ′′1(x)+
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+c′2(x)φ′2(x) + c2φ
′′
2(x) + p(x)

(
c1(x)φ′1(x) + c2(x)φ′2(x)

)
+

+q(x)

(
c1φ1(x) + c2φ2(x)

)
= d(x).

Ïðåäñòàâèì ïîñëåäíåå óðàâíåíèå â âèäå

c1(x)

(
φ′′1(x) + p(x)φ′1(x) + q(x)φ1(x)

)
+

+c2(x)

(
φ′′2(x) + p(x)φ′2(x) + q(x)φ2(x)

)
+

+c′1(x)φ′1(x) + c′2φ
′
2(x) = d(x).

Âûðàæåíèÿ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ,
ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ c′1 è c

′
2 ïîëó÷àåòñÿ ëèíåéíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ

ñèñòåìà 



c′1(x)φ1(x) + c′2(x)φ2(x) = 0,

c′1(x)φ′1(x) + c′2(x)φ′2(x) = d(x),

îïðåäåëèòåëü êîòîðîé åñòü âðîíñêèàí W (x), ñîñòàâëåííûé äëÿ
φ1 è φ2. Òàê êàê ýòîò îïðåäåëèòåëü íå îáðàùàåòñÿ â íîëü, òî
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû

c1(x) = C1 +

∫ x

x0

[φ2(s)d(s)/W (s)] ds,

c2(x) = C2 +

∫ x

x0

[φ1(s)d(s)/W (s)] ds.

Òàêèì îáðàçîì íàéäåíî îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî íåîäíî-
ðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà

y = C1φ1(x) + C2φ2(x) + φ1(x)

∫ x

x0

[φ2(s)d(s)/W (s)] ds+

+φ2(x)

∫ x

x0

[φ1(s)d(s)/W (s)] ds.

Âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèÿì n-ãî ïîðÿäêà.

75



Óòâåðæäåíèå 2 Îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî

äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà ïðåäñòàâèìî â âè-

äå ñóììû îáùåãî ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâ-

íåíèÿ è ëþáîãî ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î
Ïóñòü y = yo(x) � îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ,

y = ỹ(x) � ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Òîãäà, â
ñèëó ñâîéñòâ ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà

L(yo + ỹ) = Lyo + Lỹ ≡ 0 + d(x) = d(x),

ò. å. y = yo + ỹ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
Ly = d(x).

Ïóñòü z = z(x) � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü (z − ỹ). Î÷åâèäíî, ÷òî

L(z − ỹ) = Lz − Lỹ ≡ d(x)− d(x) ≡ 0,

ò. å. ôóíêöèÿ (z − ỹ) óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ,
ñëåäîâàòåëüíî, z − ỹ = yo.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâ-
íåíèÿ z = yo + ỹ, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ïóñòü ôóíêöèè φ1(x), . . . , φn(x) îáðàçóþò Ô.Ñ.Ð. îäíîðîä-
íîãî ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ly = 0.

Òîãäà ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ áóäåì èñêàòü ìå-
òîäîì âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ â âèäå

y = c1(x)φ1(x) + · · ·+ cn(x)φn(x),

ãäå c1(x), . . . , cn(x) � íåèçâåñòíûå ôóíêöèè.
Èìååì

y′ = c1φ
′
1 + · · ·+ cnφ

′
n + c′1φ1 + · · ·+ c′nφn.
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Ïîòðåáóåì äîïîëíèòåëüíî âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ

c′1φ1 + · · ·+ c′nφn = 0.

Òîãäà
y′′ = c1φ

′′
1 + · · ·+ cnφ

′′
n + c′1φ

′
1 + · · ·+ c′nφ

′
n.

Áåðÿ â êà÷åñòâå ñëåäóþùåãî äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ

c′1φ
′
1 + · · ·+ c′nφ

′
n = 0,

è ò. ä., ïîëó÷èì

y(n−1) = c1φ
(n−1)
1 + · · ·+ cnφ

(n−1)
n + c′1φ

(n−2)
1 + · · ·+ c′nφ

(n−2)
n .

Ïóñòü, äàëåå,

c′1φ
(n−2)
1 + · · ·+ c′nφ

(n−2)
n = 0,

òîãäà

y(n) = c1φ
(n)
1 + · · ·+ cnφ

(n)
n + c′1φ

(n−1)
1 + · · ·+ c′nφ

(n−1)
n .

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ y, y′, . . ., y(n) â íåîäíîðîäíîå äèô-
ôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Ly = d(x), ïîëó÷èì àíàëîãè÷íî òîìó,
êàê ýòî áûëî â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà, ëèíåéíóþ
íåîäíîðîäíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî íåèçâåñò-
íûõ c′1, . . . , c

′
n





c′1φ1 + · · ·+ c′nφn = 0,
c′1φ
′
1 + · · ·+ c′nφ

′
n = 0,

. . .

c′1φ
(n−2)
1 + · · ·+ c′nφ

(n−2)
n = 0,

c′1φ
(n−1)
1 + · · ·+ c′nφ

(n−1)
n = d(x),

îïðåäåëèòåëü êîòîðîé åñòü W (x), ñîñòàâëåííûé äëÿ Ô.Ñ.Ð.
φ1, . . . , φn. Ñëåäîâàòåëüíî, W (x) 6= 0 è äàííàÿ ñèñòåìà èìå-
åò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

c′1 = γ1(x), . . . , c′n = γn(x).
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Îòñþäà

c1 =

∫ x

x0

γ1(s)ds+ C1, . . . , cn =

∫ x

x0

γn(s)ds+ Cn.

Òàêèì îáðàçîì,

y = φ1(x)

(∫ x

x0

γ1(s)ds+ C1

)
+

+ · · ·+ φn(x)

(∫ x

x0

γn(s)ds+ Cn

)

èëè y = yo(x) + ỹ(x), ãäå

yo(x) = C1φ1(x) + · · ·+ Cnφn(x),

y1(x) = φ1(x)

∫ x

x0

γ1(s)ds+ · · ·+ φn(x)

∫ x

x0

γn(s)ds.

Ïðèìåð 15 Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå y′′ + 2y′ + y = xe−x.

Îáùåå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ðàâíî

(c1x + c2)e−x. Òîãäà ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ áóäåì

èñêàòü ìåòîäîì âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ â âèäå

y = c1(x)e−x + c2(x)xe−x.

Èìååì

y′ = −c1e
−x + c2(e−x − xe−x) + c′1e

−x + c′2xe
−x

è c′1e
−x + c′2xe

−x = 0,

y′′ = c1e
−x + c2(−2e−x + xe−x)− c′1e−x + c′2(e−x − xe−x).

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ y, y′, . . ., y(n) â íåîäíîðîäíîå óðàâ-

íåíèå, ïîëó÷èì ñèñòåìó




c′1e
−x + c′2xe

−x = 0,

c′1(−e−x) + c′2(e−x − xe−x) = xe−x,
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èç êîòîðîé íàõîäèì

c′2 = x =⇒ c2 =
1

2
x2 + C2,

c′1 = −x2 =⇒ c1 = −x
3

3
+ C1.

Ñëåäîâàòåëüíî,

y = (C1 + C2x)e−x +
1

6
x3e−x.

4.2 Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà

c ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

4.2.1 Ëèíåéíûå îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ

c ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå

y(n) + a1y
(n−1) + · · ·+ any = 0, (4.11)

ãäå a1, . . . , an � äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.
Ïðè n = 1 èìååì óðàâíåíèå 1-ãî ïîðÿäêà

y′ + ay = 0,

ðåøåíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ y = e−ax.
Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà òàêæå áóäåì èñêàòü â âèäå

ýêñïîíåíöèàëüíûõ ôóíêöèé eλx (èäåÿ Ýéëåðà), ãäå λ � íåêîòî-
ðûå êîíñòàíòû, ïîäëåæàùèå îïðåäåëåíèþ.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòó ôóíêöèþ â óðàâíåíèå (4.11), èìååì

λneλx + a1λ
n−1eλx + · · ·+ ane

λx = 0.
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Òàê êàê eλx 6= 0, òî èç ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ ñëåäóåò òàê íàçû-
âàåìîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

λn + a1λ
n−1 + · · ·+ an = 0.

Ìíîãî÷ëåí, ñòîÿùèé â ëåâîé ÷àñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíå-
íèÿ, îáîçíà÷àþò ÷åðåç P (λ) è íàçûâàþò õàðàêòåðèñòè÷åñêèì.

Èòàê, ïóñòü λ1, . . . , λn � êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ. Ïðè ýòîì âîçìîæíû ñëó÷àè ïðîñòûõ è êðàòíûõ, âåùå-
ñòâåííûõ è êîìïëåêñíûõ êîðíåé. Ðàññìîòðèì âñå ýòè ñëó÷àè.

Ñëó÷àé ïðîñòûõ âåùåñòâåííûõ êîðíåé

Ïóñòü âñå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âåùåñòâåííû
è ðàçëè÷íû. Òîãäà ïîëó÷èì n ðàçëè÷íûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ
ðåøåíèé

eλ1x, . . . , eλnx

óðàâíåíèÿ (4.11). ×òîáû äîêàçàòü ýòî, ñîñòàâèì âðîíñêèàí äëÿ
ýòèõ ôóíêöèé è âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì âûðàæåíèåì äëÿ
îïðåäåëèòåëÿ Âàíäåðìîíäà:

W (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

eλ1x eλ2x . . . eλnx

λ1e
λ1x λ2e

λ2x . . . λne
λnx

λ2
1e
λ1x λ2

2e
λ2x . . . λ2

ne
λnx

. . . . . . . . . . . .

λn−1
1 eλ1x λn−1

2 eλ2x . . . λn−1
n eλnx

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= eλ1x · . . . · eλnx ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1
λ1 λ2 . . . λn
λ2

1 λ2
2 . . . λ2

n

. . . . . . . . . . . .

λn−1
1 λn−1

2 . . . λn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

= eλ1x · . . . · eλnx ·
∏

j 6=i
(λj − λi) 6= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, eλ1x, . . . , eλnx îáðàçóþò Ô.Ñ.Ð.
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Ñëó÷àé ïðîñòûõ êîìïëåêñíûõ êîðíåé

Îòìåòèì, ÷òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ðå-
øåíèé â ñëó÷àå 4.1.6 íèãäå íå èñïîëüçîâàëñÿ òîò ôàêò, ÷òî õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêèå êîðíè âåùåñòâåííû. Ïîýòîìó äîêàçàòåëüñòâî
ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ðåøåíèé eλ1x, . . . , eλnx â íàøåì ñëó÷àå
ñîâïàäàåò ñ ïðåäûäóùèì.

Ïóñòü λ1 = α+ iβ. Òîãäà

eλ1x = e(α+iβ)x = eαx(cosβx+ i sinβx).

Âìåñòî ïàðû ðåøåíèé e(α±iβ)x âîçüìåì äðóãóþ ïàðó: eαx cosβx
è eαx sinβx. Ýòî ìîæíî äåëàòü â ñèëó ñëåäóþùåãî ôàêòà.

Óòâåðæäåíèå 3 Äëÿ òîãî, ÷òîáû êîìïëåêñíàÿ ôóíêöèÿ φ(x)+

iψ(x) áûëà ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4.11) ñ âåùåñòâåííûìè êîýô-

ôèöèåíòàìè, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû φ(x) è ψ(x) ÿâëÿ-

ëèñü ðåøåíèÿìè ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè φ è ψ � ðåøåíèÿ (4.11), òî èõ ëèíåéíàÿ

êîìáèíàöèÿ (φ+ iψ) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (4.11).
Îáðàòíî, åñëè

L(φ+ iψ) ≡ 0 =⇒ Lφ+ iLψ ≡ 0.

Êîìïëåêñíîå ÷èñëî ðàâíî íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàâ-
íû íóëþ åãî âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü è êîýôôèöèåíò ïðè ìíèìîé
÷àñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, Lφ ≡ 0 è Lψ ≡ 0, à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ôóíêöèè φ è ψ ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè (4.11).

Òàêèì îáðàçîì, âìåñòî ôóíêöèé

e(α+iβ)x, e(α−iβ)x, eλ3x, . . . , eλnx

â êà÷åñòâå Ô.Ñ.Ð. âîçüìåì íàáîð ôóíêöèé

eαx cosβx, eαx sinβx, eλ3x, . . . , eλnx.
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Ïîêàæåì, ÷òî ýòè ôóíêöèè ëèíåéíî íåçàâèñèìû è, ñëåäîâàòåëü-
íî, äåéñòâèòåëüíî îáðàçóþò Ô.Ñ.Ð.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíûé
íàáîð êîíñòàíò C1, . . . , Cn, òàêèõ, ÷òî

C1e
αx cosβx+ C2e

αx sinβx+ C3e
λ3x + · · ·+ Cne

λnx ≡ 0.

Äåëàÿ çàìåíó â òîæäåñòâå

cosβx =
eiβx + e−iβx

2
, sinβx =

eiβx − e−iβx
2i

,

ïîëó÷èì

C1e
αx · e

iβx + e−iβx

2
+ C2e

αx · e
iβx − e−iβx

2i
+

+C3e
λ3x + · · ·+ Cne

λnx ≡ 0.

Ïåðåãðóïïèðîâàâ ñëàãàåìûå, èìååì

eαx

(
C1i(e

iβx + e−iβx) + C2(eiβx − e−iβx)

2i

)
+

+C3e
λ3x + · · ·+ Cne

λnx =

= e(α+iβ)x

(
C1

2
− C2i

2

)
+ e(α−iβ)x

(
C1

2
+
C2i

2

)
+

+C3e
λ3x + · · ·+ Cne

λnx ≡ 0.

Èç ïîñëåäíåãî òîæäåñòâà, â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ôóíê-
öèé, ïîëó÷àåì àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó





C1 − iC2 = 0,
C1 + iC2 = 0,
C3 = 0,
. . .
Cn = 0,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî C1 = C2 = . . . = Cn = 0. Ïîëó÷åííîå ïðîòè-
âîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.
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Ïðèìåð 16 Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

y(3) + y′ = 0

õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå

λ3 + λ = 0.

Äëÿ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ λ1 = 0 è λ2,3 = ±i
âûïèøåì Ô.Ñ.Ð.:

1, cosx, sinx.

Òîãäà îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

ëèíåéíîé êîìáèíàöèè åãî Ô.Ñ.Ð.:

y = C1 + C2 cosx+ C3 sinx.

Ñëó÷àé êðàòíûõ êîðíåé

Ïóñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí P (λ) èìååò âåùåñòâåííûé
êîðåíü λ = η êðàòíîñòè k. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

P (η) = 0, P ′(η) = 0, P ′′(η) = 0, . . . ,

P (k−1)(η) = 0, P (k)(η) 6= 0. (4.12)

Èç êóðñà àëãåáðû èçâåñòíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

P (λ) = (λ− η)kQ(λ), Q(λ) 6= 0.

Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèè

eηx, xeηx, x2eηx, . . . , xk−1eηx (4.13)

îáðàçóþò Ô.Ñ.Ð. óðàâíåíèÿ (4.11).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î
Ôóíêöèè (4.13) èìåþò âèä

xreηx, r = 0, 1, . . . , k − 1.
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Âû÷èñëèì L (xreηx). Äëÿ ýòîãî ïðåäâàðèòåëüíî âûïèøåì
L(uv), ãäå u è v � íåêîòîðûå n ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðó-
åìûå ôóíêöèè. Òàê êàê

(uv)(n) = u(n)v + C1
nu

(n−1)v′ + · · · ,

(uv)(n−1) = u(n−1)v + C1
n−1u

(n−2)v′ + · · · ,
(uv)(n−2) = u(n−2)v + C1

n−2u
(n−3)v′ + · · · ,

. . .

(uv)′ = u′v + uv′,

(uv)(0) = uv,

òî, óìíîæàÿ ýòè âûðàæåíèÿ íà êîýôôèöèåíòû
1, a1, a2, . . . , an−1, an, ñîîòâåòñòâåííî, èìååì

L(uv) = vLu+
v′

1!
L1u+

v′′

2!
L2u+ · · · , (4.14)

ãäå
Lu = u(n) + a1u

(n−1) + · · · ,
L1u = nu(n−1) + (n− 1)a1u

(n−2) + · · · ,
L2u = n(n− 1)u(n−2) + (n− 1)(n− 2)a1u

(n−3) + · · · ,
. . .

Lnu = n(n− 1)(n− 2) · · · 1 · u.
×åðåç P1(λ), P2(λ) è ò. ä. îáîçíà÷èì õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìíî-
ãî÷ëåíû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ L1u, L2u
è ò. ä., ñîîòâåòñòâåííî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

P1(λ) = P ′(λ), P2(λ) = P ′′(λ), . . . .

Èç âûðàæåíèÿ (4.14), ïîëàãàÿ u = eηx, v = xr (r < k), ñ ó÷åòîì
óñëîâèÿ (4.12), ïîëó÷èì

L(uv) = xrL(eηx) +
rxr−1

1!
L1(eηx)+
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+
r(r − 1)xr−2

2!
L2(eηx) + · · · =

= xreηxP (η) +
rxr−1

1!
eηxP1(η)+

+
r(r − 1)xr−2

2!
eηxP2(η) + · · · =

= xreηxP (η) +
rxr−1

1!
eηxP ′(η)+

+
r(r − 1)xr−2

2!
eηxP ′′(η) + · · · ≡ 0.

Ýòî òîæäåñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèè (4.13) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíè-
ÿìè óðàâíåíèÿ (4.11). Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ýòèõ ðåøåíèé
ñëåäóåò èç ïðèìåðà 10. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèè (4.13) îáðàçó-
þò Ô.Ñ.Ð. óðàâíåíèÿ (4.11).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî-
÷ëåíà P (λ) âåùåñòâåííûå è êðàòíûå:

η1 � êîðåíü êðàòíîñòè k1,
η2 � êîðåíü êðàòíîñòè k2,
. . .
ηs � êîðåíü êðàòíîñòè ks,

ãäå k1 + k2 + · · ·+ ks = n.
Òîãäà êàæäîìó êîðíþ ηi (i = 1, 2, . . . , s) îòâå÷àþò ðåøåíèÿ

eηix, xeηix, x2eηix, . . . , xki−1eηix.

Ïîêàæåì, ÷òî âñå ýòè ðåøåíèÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìû è, ñëåäîâà-
òåëüíî, îáðàçóþò Ô.Ñ.Ð.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíûé
íàáîð êîíñòàíò c1, . . . , cn, òàêîé, ÷òî

P1(x)eη1x + P2(x)eη2x + · · ·+ Ps(x)eηsx ≡ 0,

ãäå P1(x), . . . , Ps(x) ìíîãî÷ëåíû ïîðÿäêà (k1 − 1), . . . , (ks − 1),
ñîîòâåòñòâåííî, ñ êîýôôèöèåíòàìè c1, . . . , cn. Â ñèëó ïðåäïîëî-
æåíèÿ, õîòÿ áû îäèí èç ìíîãî÷ëåíîâ îòëè÷åí îò íóëÿ. Áóäåì
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ñ÷èòàòü, ÷òî â ñóììå

s∑

i=1

Pi(x)eηix ≡ 0

îïóùåíû âñå ñëàãàåìûå, òîæäåñòâåííî ðàâíûå íóëþ.
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëà

η1, . . . , ηs óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ. Óìíîæàÿ ïîñëåäíåå
òîæäåñòâî íà e−η1x, ïîëó÷èì

P1(x) +

s∑

i=2

Pi(x)e(ηi−η1)x ≡ 0.

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïîëó÷åííîå òîæäåñòâî k1 ðàç. Â ðåçóëüòà-
òå èìååì ∑

i 6=1

Qi(x)e(ηi−η1)x ≡ 0. (4.15)

Îòìåòèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí Qi(x) èìååò òó æå ñòåïåíü, ÷òî è Pi(x).
Äåéñòâèòåëüíî,

(Pi(x)eηix)′ =
[
(p0x

m + p1x
m−1 + · · ·+ pm)eηix

]′
=

= [p0mx
m−1 + p1(m− 1)xm−2 + · · ·+ pm−1]eηix+

+ηi[p0x
m + p1x

m−1 + · · ·+ pm]eηix =

= [p0ηix
m + (p0m+ p1ηi)x

m−1 + · · ·]eηix,
ãäåm = ki−1. Èòàê, ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè òàêèõ âûðàæåíèé
ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà ñîõðàíÿåòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, Qi(x) 6≡ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïîâòî-
ðèòü âåñü ïðîöåññ äëÿ èíäåêñà i = 2: óìíîæàÿ (4.15) íà e(η2−η1)x,
ïîëó÷èì

Q2(x) +
∑

i 6=1,2

Qi(x)e(ηi−η2)x ≡ 0.

Äèôôåðåíöèðóÿ k2 ðàç, ïîëó÷èì
∑

i 6=1,2

Si(x)e(ηi−η2)x ≡ 0
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è ò. ä. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ïîëó÷èì

Ts(x)e(ηs−ηs−1)x ≡ 0,

÷òî îçíà÷àåò ðàâåíñòâî íóëþ âñåõ êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà
Ts(x). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Ñëó÷àé êðàòíûõ êîìïëåêñíûõ êîðíåé

Åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí P (λ) èìååò ïàðó êîìïëåêñ-
íûõ êîðíåé λ = α ± iβ êðàòíîñòè k, òî, ñîãëàñíî âûâîäàì, ñäå-
ëàííûì â ïðåäûäóùèõ ïóíêòàõ äàííîãî ïàðàãðàôà, ýòîé ïàðå
ñîîòâåòñòâóþò ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ðåøåíèÿ

eαx cosβx, eαx sinβx, xeαx cosβx, xeαx sinβx, . . . ,

xk−1eαx cosβx, xk−1eαx sinβx. (4.16)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïîâòîðèòü ðàññóæäåíèÿ ïðåäûäóùåãî
ïóíêòà, à çàòåì âûäåëèòü âåùåñòâåííóþ ÷àñòü è êîýôôèöèåíò
ïðè ìíèìîé ÷àñòè â êàæäîì ðåøåíèè

xre(α±iβ)x, r = 0, 1, . . . , k − 1,

òî, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 3, ôóíêöèè (4.16) îáðàçóþò Ô.Ñ.Ð.
óðàâíåíèÿ (4.11) â ýòîì ñëó÷àå.

Ïðèìåð 17 Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

yIV + 2y′′ + y = 0.

Åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä

λ4 + 2λ2 + 1 = 0

èëè

(λ2 + 1)2 = 0.
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Ñëåäîâàòåëüíî, P (λ) èìååò ïàðó êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ êîð-

íåé λ = ±i êðàòíîñòè k = 2. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèè

cosx, sinx, x cosx, x sinx

îáðàçóþò Ô.Ñ.Ð. äàííîãî óðàâíåíèÿ, à åãî îáùåå ðåøåíèå èìååò

âèä

y = (c1 + xc2) cosx+ (c3 + xc4) sinx,

ãäå c1, . . . , c4 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.

4.2.2 Ëèíåéíûå íåîäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ n-ãî

ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

è ïðàâîé ÷àñòüþ â âèäå êâàçèïîëèíîìà

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíå-
íèå ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

y(n) + a1y
(n−1) + . . .+ any = d(x), (4.17)

ãäå ôóíêöèÿ èìååò âèä êâàçèïîëèíîìà

d(x) = eαx [Rm(x) cosβx+Ql(x) sinβx] .

Çäåñü Rm(x) è Ql(x) � èçâåñòíûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè m è l,
ñîîòâåòñòâåííî.

Êàê áûëî äîêàçàíî ðàíåå, îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(4.17) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó îáùåãî ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ è ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíî-
ãî.

Ïîñòàâèì ïåðåä ñîáîé çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (4.17). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ñëó÷àè.

I. Ïóñòü β = 0, ò. å. ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (4.17) èìååò
âèä

d(x) = Rm(x)eαx
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è
P (α) 6= 0,

ãäå P (λ) � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí óðàâíåíèÿ.
Â ýòîì ñëó÷àå ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

áóäåì èñêàòü â âèäå
ỹ = Tm(x)eαx, (4.18)

ãäå Tm(x) = t0x
m + t1x

m−1 + · · · + tm � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m,
êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (4.14), ãäå u = eαx, v = Tm(x), èìååì

L (Tm(x)eαx) = Tm(x)L(eαx)+

+
T ′m(x)

1!
L1(eαx) +

T ′′m(x)

2!
L2(eαx) + · · · =

= Tm(x)eαxP (α) +
T ′m(x)

1!
eαxP1(α)+

+
T ′′m(x)

2!
eαxP2(α) + · · · =

= Tm(x)eαxP (α) +
T ′m(x)

1!
eαxP ′(α)+

+
T ′′m(x)

2!
eαxP ′′(α) + · · · ≡ Rm(x)eαx.

Îòñþäà ñëåäóåò

Tm(x)P (α) +
T ′m(x)

1!
P ′(α)+

+
T ′′m(x)

2!
P ′′(α) + · · · ≡ Rm(x). (4.19)

Òàê êàê ìíîãî÷ëåíû P (x) è Rm(x) èçâåñòíû, òî èç (4.19) ìåòî-
äîì íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ ìîæíî íàéòè êîýôôèöè-
åíòû ìíîãî÷ëåíà Tm(x).

II. Ïóñòü β = 0 è α ÿâëÿåòñÿ êîðíåì êðàòíîñòè k õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà P (λ), ò. å.

P (α) = P ′(α) = . . . = P (k−1)(α) = 0, P (k)(α) 6= 0.
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Â ýòîì ñëó÷àå ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.17) áóäåì èñêàòü â
âèäå

ỹ = xkTm(x)eαx. (4.20)

III. Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà β 6= 0 è P (α± iβ) 6= 0.
Ýòîò ñëó÷àé ëåãêî ñâîäèòñÿ ê ïåðâîìó. Òàê êàê

cosβx =
eiβx + e−iβx

2
, sinβx =

eiβx − e−iβx
2i

,

òî d(x) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

d(x) = eαx
[
Rm(x)

eiβx + e−iβx

2
+Ql(x)

eiβx − e−iβx
2i

]
=

= e(α+iβ)x

[
Rm(x)

2
+
Ql(x)

2i

]
+

+e(α−iβ)x

[
Rm(x)

2
− Ql(x)

2i

]
=

= e(α+iβ)xA(x) + e(α−iβ)xB(x),

ãäå ÷åðåç As(x) è Bs(x) îáîçíà÷åíû ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè s =
max {m, l}.

Òàêèì îáðàçîì, d(x) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó äâóõ ôóíê-
öèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îòâå÷àåò ñëó÷àþ I.

Èìååò ìåñòî

Óòâåðæäåíèå 4 Ïóñòü y = ŷ(x) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ly =

d1(x), à y = y̌(x) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ly = d2(x), ãäå d1 è

d2 � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè.

Òîãäà ỹ = ŷ+ y̌ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ly = d1 + d2.

Òàê êàê, â ñèëó ëèíåéíîñòè îïåðàòîðà L,

Lỹ ≡ L (ŷ + y̌) ≡ Lŷ + Ly̌ ≡ d1 + d2,

òî äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî.
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Â ñèëó ýòîãî óòâåðæäåíèÿ è ïóíêòà I äàííîãî ïàðàãðàôà, â
ñëó÷àå III ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

ŷ + y̌ = e(α+iβ)xTs(x) + e(α−iβ)xT̄s(x), (4.21)

ãäå s = max {m, l}.
Îòìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû â óðàâíåíèè (4.17) âåùåñòâåí-

íû, ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 3, îêîí÷àòåëüíî ïî-
ëó÷èì ÷àñòíîå ðåøåíèå, âûäåëÿÿ âåùåñòâåííóþ ÷àñòü è êîýô-
ôèöèåíò ïðè ìíèìîé ÷àñòè â (4.21)

y = eαx[Hs(x) cosβx+ H̄s(x) sinβx], s = max {m, l},

ãäå Hs(x) è H̄s(x) � íåêîòîðûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè s.

IV. Ïóñòü α ± iβ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì êðàòíîñòè k õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà. Òîãäà, ñîãëàñíî âûâîäàì, ñäåëàííûì â
ïóíêòàõ II è III äàííîãî ïàðàãðàôà, ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(4.17) èìååò âèä

y = xkeαx[Hs(x) cosβx+ H̄s(x) sinβx], s = max {m, l},

ãäå Hs(x) è H̄s(x) � íåêîòîðûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè s.

Ïðèìåð 18 ×àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y(4) + 2y(2) + y = e2x,

ñîãëàñíî ïóíêòó I (α = 2, β = 0,m = 0, k = 0), áóäåì èñêàòü â

âèäå

ỹ = Ae2x,

ãäå A � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.

Ïðèìåð 19 ×àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y(4) + 2y(2) + y = e2x cos 3x
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(α = 2, β = 3,m = 0, k = 0) èìååò âèä

ỹ = e2x(A cos 3x+B sin 3x),

ãäå A è B � íåêîòîðûå êîíñòàíòû.

Ïðèìåð 20 ×àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y(4) + 2y(2) + y = cosx

(α = 0, β = 1,m = 0, k = 2) èìååò âèä

ỹ = x2(A cosx+B sinx).

Ïðèìåð 21 Ðåøèì óðàâíåíèå

yIV + y′′ = x+ sin 2x.

Åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

λ4 + λ2 = 0

èìååò êîðíè

λ1,2 = 0, λ3,4 = ±i.

Ô.Ñ.Ð. óðàâíåíèÿ ñîñòàâëÿþò ôóíêöèè

1, x, cosx, sinx,

à îáùåå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ èìå-

åò âèä

yo = c1 + c2x+ c3 cosx+ c4 sinx.

Òàê êàê ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó

äâóõ ôóíêöèé, òî ÷àñòíîå ðåøåíèå òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñóììîé:

ỹ = ŷ + y̌,
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ãäå

ŷ = x2(Ax+B) (α = 0, β = 0, m = 1, k = 2),

y̌ = C cos 2x+D sin 2x (α = 0, β = 2, m = 0, k = 0),

A,B,C,D � íåêîòîðûå êîíñòàíòû.

Ïîäñòàâëÿÿ y = ŷ â óðàâíåíèå Ly = x, èìååì

0 + 6Ax+ 2B = x.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî A =
1

6
, B = 0.

Ïîäñòàâëÿÿ y = y̌ â óðàâíåíèå Ly = sin 2x, èìååì

16C cos 2x+ 16D sin 2x− 4C cos 2x− 4D sin 2x = sin 2x

èëè

12C cos 2x+ 12D sin 2x = sin 2x.

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè sin 2x è cos 2x â îáåèõ ÷àñòÿõ

ýòîãî âûðàæåíèÿ, ïîëó÷àåì

C = 0, D =
1

12
.

Òàêèì îáðàçîì, èñêîìîå ðåøåíèå y = yo + ŷ + y̌ èìååò âèä

y = c1 + c2x+ c3 cosx+ c4 sinx+
1

6
x3 +

1

12
sin 2x.

4.3 Ìåõàíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ

Ðàññìîòðèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü êîëåáàíèé ìåõàíè÷åñêîé
ñèñòåìû, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àáñîëþòíî òâåðäîå òåëî
ìàññîé m, ñ äâóõ ñòîðîí ãîðèçîíòàëüíî çàêðåïëåííîå ïðóæèíà-
ìè (ðèñ. 4.1).

×åðåç x(t) îáîçíà÷èì ïîëîæåíèå (ñìåùåíèå îò íà÷àëüíîé
òî÷êè) öåíòðà òÿæåñòè òåëà â ìîìåíò âðåìåíè t. Êîëåáàíèÿ ïðî-
èñõîäÿò ïîä äåéñòâèåì ñëåäóþùèõ ñèë:
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x0
✲

Ðèñ. 4.1: Ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà

� ñèëû óïðóãîñòè F1 = −cx, ãäå c � êîýôôèöèåíò óïðóãîñòè
ïðóæèí;

� ñèëû òðåíèÿ F2 = −kẋ(t), ãäå k � êîýôôèöèåíò òðåíèÿ
ñèñòåìû;

� âíåøíåé ñèëû F3 = ρ sinωt.

Èç âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà ñëåäóåò

mẍ = F1 + F2 + F3

èëè
mẍ+ kẋ+ cx = ρ sinωt. (4.22)

Ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (4.22) îòðàæàåò âíóòðåííèå ñâîé-
ñòâà ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû, à ïðàâàÿ õàðàêòåðèçóåò âíåøíèå ñè-
ëû.

Èññëåäóåì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü (4.22).

4.3.1 Ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ

Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ âíåøíåé ñèëû (ρ = 0), óðàâíåíèå (4.22)
èìååò âèä

mẍ+ kẋ+ cx = 0. (4.23)

Ïðè ýòîì ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ìîäåëü êàê ñ ó÷åòîì, òàê è áåç
ó÷åòà ñèëû òðåíèÿ.
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I. Ïóñòü ñèëà òðåíèÿ íå ó÷èòûâàåòñÿ, ò. å. k = 0. Òîãäà
óðàâíåíèå (4.23) ïðèíèìàåò âèä

mẍ+ cx = 0

èëè
ẍ+ a2x = 0, a2 =

c

m
.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

λ2 + a2 = 0

èìååò êîðíè λ1,2 = ±ia. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå (4.23) èìååò
âèä

x(t) = A cos at+B sin at =

=
√
A2 +B2

[ A√
A2 +B2

cos at+
B√

A2 +B2
sin at

]
=

=
√
A2 +B2 [sinβ cos at+ cosβ sin at] = R sin(β + at),

ãäå R =
√
A2 +B2 íàçûâàåòñÿ àìïëèòóäîé êîëåáàíèé.

II. Ïóñòü k 6= 0. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (4.23) â âèäå

ẍ+ 2nẋ+ a2x = 0, 2n =
k

m
, a2 =

c

m
.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

λ2 + 2nλ+ a2 = 0

èìååò êîðíè λ1,2 = −n ±
√
n2 − a2. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè òðåíèå

ìàëî (n < a), òî

λ = −n± iη, η2 = a2 − n2,

è ðåøåíèå èìååò âèä

x(t) = e−nt
[
A cos ηt+B sin ηt

]
=
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=
√
A2 +B2e−nt

[ A√
A2 +B2

cos ηt+
B√

A2 +B2
sin ηt

]
=

= Re−nt sin(β + ηt).

Ïðè ýòîì ãðàôèê ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèíóñîèäó ñ
ïåðèîäîì T = 2π

η è ñî ñëàáî ãàñíóùåé àìïëèòóäîé, ò. å. íàáëþ-
äàåòñÿ ïî÷òè êîëåáàòåëüíûé ïðîöåññ. Âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé
ñêîðîñòè çàòóõàíèÿ òàêîãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà

γ =
−2πn

η
,

íàçûâàåìàÿ ëîãàðèôìè÷åñêèì äåêðåìåíòîì êîëåáàíèé, êîòîðàÿ
ðàâíà íàòóðàëüíîìó ëîãàðèôìó îòíîøåíèÿ äâóõ ïîñëåäîâàòåëü-
íûõ ìàêñèìóìîâ ðåøåíèÿ x(t). Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå
òâåðäîå òåëî ïðîõîäèò ÷åðåç ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ áåñêîíå÷íîå
÷èñëî ðàç.

Åñëè n > a, ò. å. òðåíèå âåëèêî, òî

λ1,2 = −n± b < 0, b2 = n2 − a2,

è ðåøåíèå èìååò âèä

x(t) = c1e
λ1t + c2e

λ2t.

Â ýòîì ñëó÷àå êîëåáàíèÿ ñðàçó æå çàòóõàþò è ìàÿòíèê ëèáî íå
ïðîõîäèò ÷åðåç ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, ëèáî ïðîõîäèò îäèí ðàç.

Àíàëîãè÷íîå ïîâåäåíèå ñèñòåìû íàáëþäàåòñÿ, åñëè n = a,
òàê êàê ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé

x(t) = e−nt (c1 + c2t) .

4.3.2 Âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ

Ïóñòü ρ 6= 0.
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I. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (4.22) äëÿ ñëó÷àÿ k = 0 â âèäå

ẍ+ a2x = p sinωt, a2 =
c

m
, p =

ρ

m
.

Íàéäåì ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Òàê êàê êîð-
íè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà λ = ±ia, òî âîçìîæíû äâà
ñëó÷àÿ:

i) a 6= ω, ò. å. ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé ñèñòåìû íå
ðàâíà âíåøíåé ÷àñòîòå. Òîãäà ôóíêöèÿ

x̃(t) =
p

a2 − ω2
sinωt

ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ðåøåíèåì.
Î÷åâèäíî, ÷òî ÷åì ìåíüøå ðàçíèöà ìåæäó ñîáñòâåííîé è

âíåøíåé ÷àñòîòàìè, òåì áîëüøå àìïëèòóäà êîëåáàíèé

x(t) = R sin(β + at) +
p

a2 − ω2
sinωt.

ii). Åñëè æå a = ω, òî ÷àñòíîå ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå

x̃(t) = t
[
A cosωt+B sinωt

]
.

Ïîäñòàâëÿÿ x = x̃(t) â óðàâíåíèå, ïîëó÷èì

A =
−p
2ω

, B = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ èìååò âèä

x(t) = R sin(β + at)− p

2ω
t cosωt.

Â ýòîì ñëó÷àå àìïëèòóäà íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò. Òàêîå ÿâ-
ëåíèå ïîëó÷èëî íàçâàíèå ðåçîíàíñà.

II. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé:

ẍ+ 2nẋ+ a2x = p sinωt, n < a.

97



Òàê êàê ±iω íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëå-
íà, òî ÷àñòíîå ðåøåíèå èùåì â âèäå

x̃(t) = A cosωt+B sinωt = C sin (ωt+ ν).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé

x(t) = Re−nt sin (ηt+ β) + C sin (ωt+ ν).

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè t → ∞ ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ (ïåðâîå ñëà-
ãàåìîå) ïðàêòè÷åñêè èñ÷åçíóò.

Ïðè n > a, êàê óæå îòìå÷àëîñü ðàíåå, ñîáñòâåííûå êîëåáà-
íèÿ áûñòðî çàòóõàþò.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè íàëè÷èè âíåøíåé ñèëû, ñïóñòÿ íåêî-
òîðîå âðåìÿ, ðîëü ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû ñòàíîâèò-
ñÿ íåçíà÷èòåëüíîé, è ïðîöåññ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ âíåøíèì
âîçäåéñòâèåì.
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Ãëàâà 5

Êðàåâûå çàäà÷è

5.1 Êðàåâûå óñëîâèÿ

Ðàíåå ìû ðàññìàòðèâàëè çàäà÷è, â êîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûå
óñëîâèÿ çàäàâàëèñü ïðè îäíîì è òîì æå çíà÷åíèè íåçàâèñè-
ìîé ïåðåìåííîé. Îäíàêî ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ îòûñêèâàòü ðåøåíèÿ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå îáëàäàþò îïðåäåëåí-
íûìè ñâîéñòâàìè íà ãðàíèöàõ èíòåðâàëà èçìåíåíèÿ íåçàâèñè-
ìîé ïåðåìåííîé. Òàêèå çàäà÷è íàçûâàþòñÿ êðàåâûìè èëè ãðà-

íè÷íûìè [10, 15].
Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

a0(x)y(n) + ...+ an(x)y = f(x), (5.1)

êîòîðîå óäîáíåå çàïèñàòü â âèäå Ly = f(x).
Ôóíêöèè ai(x) (i = 0, 1 . . . , n) è f(x) îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû
íà ïðîìåæóòêå [x0, x1].

Ðàññìîòðèì òàê íàçûâàåìûé îïåðàòîð êðàåâûõ óñëîâèé

Ui(y) (i = 1, n):

Ui(y) = αi0y(x0) + αi1y
′(x0) + · · ·+ αi,n−1y

(n−1)(x0)+

+βi0y(x1) + βi1y
′(x1) + · · ·+ βi,n−1y

(n−1)(x1).
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Óðàâíåíèå (5.1) è êðàåâûå óñëîâèÿ

Ui(y) = 0, i = 1, n (5.2)

îïðåäåëÿþò êðàåâóþ çàäà÷ó.
Ðåøèòü êðàåâóþ çàäà÷ó � çíà÷èò íàéòè òàêîå ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ (5.1), êîòîðîå óäîâëåòâîðÿëî áû êðàåâûì óñëîâèÿì
(5.2).

Îòìåòèì, ÷òî êðàåâûå óñëîâèÿ (5.2) ìîæíî èíà÷å çàïèñàòü
â âèäå

U(y) = 0, U =




U1(y)
...

Un(y)


 .

Êðàåâûå óñëîâèÿ (5.2) ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè.
Íåîäíîðîäíûå êðàåâûå óñëîâèÿ ìîæíî ñâåñòè ê îäíîðîä-

íûì, åñëè íàéòè êàêóþ-íèáóäü ôóíêöèþ p(x), óäîâëåòâîðÿþ-
ùóþ íåîäíîðîäíûì óðàâíåíèÿì êðàåâûõ óñëîâèé U(p) = b. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ñ ïîìîùüþ çàìåíû

y = z + p, p : U(p) = b,

ïîëó÷èì {
Lz = f(x)− Lp,
Uz = 0.

Îòìåòèì, ÷òî íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷à-
åì íåîäíîðîäíûõ êðàåâûõ óñëîâèé.

Ðàññìîòðèì îäíîðîäíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó

Ly = 0, Uy = 0. (5.3)

Ïóñòü φ1(x), . . . , φn(x) � ôóíêöèè, îáðàçóþùèå Ô.Ñ.Ð. Òîãäà îá-
ùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ èìååò âèä

y = c1φ1(x) + · · ·+ cnφn(x).
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Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðåøåíèå â êðàåâûå óñëîâèÿ, ïîëó÷èì

Ui




n∑

j=1

cjφj(x)


 =

n∑

j=1

cjUi (φj(x)) =
n∑

j=1

cjγij = 0.

Çäåñü γij = Ui (φj(x)) � ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà (i, j = 1, n).
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè ëèíåéíóþ îäíîðîäíóþ àëãåáðàè-

÷åñêóþ ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ c1, . . . , cn ñ îïðåäåëè-
òåëåì Γ = det{γij}.

Åñëè Γ 6= 0, òî çàäà÷à (5.3) èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðå-
øåíèå.

Åñëè Γ = 0, òî çàäà÷à (5.3) èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå.

Óòâåðæäåíèå 5 Íåîäíîðîäíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à (5.1)�(5.2) èìå-

åò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îäíîðîäíàÿ

çàäà÷à (5.3) èìååò ëèøü òðèâèàëüíîå ðåøåíèå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î
Íåîáõîäèìîñòü î÷åâèäíà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî-

ñòè ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü åñòü äâà ðåøåíèÿ y1, y2 êðà-
åâîé çàäà÷è (5.1)�(5.2). Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

z = y1(x)− y2(x).

Òàê êàê

Lz = L(y1(x))− L(y2(x)) ≡ f(x)− f(x) = 0, U(z) ≡ 0,

ñëåäîâàòåëüíî, z óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíîé êðàåâîé çàäà÷å.
Íî çàäà÷à (5.3) èìååò ëèøü òðèâèàëüíîå ðåøåíèå, ò. å.

z = y1(x)− y2(x) ≡ 0⇐⇒ y1(x) ≡ y2(x).

Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü Γ 6= 0.
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s

x

x0 x1

x0

x1

Ω1

Ω2

0

Ðèñ. 5.1: Êâàäðàò Ω

5.2 Ôóíêöèÿ Ãðèíà

Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (5.1)�(5.2)
èìååò âèä

F (x) =

x1∫

x0

G(x, s)f(s)ds,

ãäå G(x, s) � ôóíêöèÿ Ãðèíà, îïðåäåëåííàÿ â íåêîòîðîì êâàä-
ðàòå Ω, (ðèñ. 5.1).

Îïðåäåëåíèå 30 Ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ G(x, s), îïðåäå-

ëåííàÿ íà êâàäðàòå

Ω = {(x, s) : x0 ≤ x ≤ x1, x0 ≤ s ≤ x1},

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ãðèíà êðàåâîé çàäà÷è (5.1)�(5.2), åñëè

îíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1o. Ôóíêöèÿ G(x, s) äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ s ∈
[x0, x1] ïî àðãóìåíòó x ∈ [x0, x1] óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

LG = 0 ∀x 6= s.
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2o. Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì s ôóíêöèÿ G(x, s) óäîâëåòâî-

ðÿåò êðàåâûì óñëîâèÿì

UG = 0.

3o. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèêè

Ω1 = {x0 ≤ x < s ≤ x1}, Ω2 = {x0 ≤ s < x ≤ x1}.

Ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì s â êàæäîì òðåóãîëüíèêå Ω1 è Ω2

ôóíêöèÿ G(x, s) íåïðåðûâíà âìåñòå ñ åå ïðîèçâîäíûìè

G(k)(x, s) =
∂kG(x, s)

∂xk
, k = 1, n.

4o. Ôóíêöèÿ G(x, s) íà äèàãîíàëè x = s êâàäðàòà Ω íåïðåðûâ-

íà âìåñòå ñî âñåìè ñâîèìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïî x äî

(n-2)-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî, à ïðîèçâîäíàÿ (n-1)-ãî ïîðÿäêà

ïðåòåðïåâàåò ðàçðûâ I ðîäà ñî ñêà÷êîì, ðàâíûì 1
a0
:

G(n−1)(s+ 0, s)−G(n−1)(s− 0, s) =
1

a0(s)
.

5.3 Ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è

Óòâåðæäåíèå 6 Åñëè G(x, s) � ôóíêöèÿ Ãðèíà êðàåâîé çàäà-

÷è (5.1)�(5.2), òî ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è äàåòñÿ ôîðìóëîé

F (x) =

x1∫

x0

G(x, s)f(s)ds. (5.4)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î
Óáåäèìñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ F , îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëîé (5.4),

óäîâëåòâîðÿåò êðàåâûì óñëîâèÿì (5.2) íà îñíîâàíèè ñâîéñòâ
ôóíêöèè Ãðèíà. Äåéñòâèòåëüíî,
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Ui(F ) = Ui




x1∫

x0

G(x, s)f(s)ds


 =

=

n−1∑

j=0

αij

x1∫

x0

G(j)(x0, s)f(s)ds+

n−1∑

j=0

βij

x1∫

x0

G(j)(x1, s)f(s)ds =

=

x1∫

x0

[n−1∑

j=0

αijG
(j)(x0, s) +

n−1∑

j=0

βijG
(j)(x1, s)

]
f(s)ds =

=

x1∫

x0

Ui(G(x, s))f(s)ds ≡ 0.

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü òîò ôàêò, ÷òî ôóíêöèÿ F óäîâëåòâîðÿ-
åò è óðàâíåíèþ (5.1).

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè F (x) äî n-ãî ïîðÿäêà
âêëþ÷èòåëüíî.

F ′ =

x1∫

x0

G′(x, s)f(s)ds,

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

F (n−2) =

x1∫

x0

G(n−2)(x, s)f(s)ds,

F (n−1) =

x1∫

x0

G(n−1)(x, s)f(s)ds =

x∫

x0

G(n−1)(x, s)f(s)ds+

+

x1∫

x

G(n−1)(x, s)f(s)ds = I1(x) + I2(x).
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Ïîñëåäíèé èíòåãðàë ðàçáèëè íà äâà, òàê êàê ôóíêöèÿ G(n−1)

ïðåòåðïåâàåò ðàçðûâ I ðîäà â òî÷êå x = s. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ïðîèçâîäíîé n-ãî ïîðÿäêà íàéäåì ïðîèçâîäíûå èíòåãðàëîâ I1(x)
è I2(x).

I ′1(x) = lim
∆x→0

I1(x+ ∆x)− I1(x)

∆x
=

= lim
∆x→0



x+∆x∫

x0

G(n−1)(x+ ∆x, s)

∆x
f(s)ds−

−
x∫

x0

G(n−1)(x, s)

∆x
f(s)ds


 =

= lim
∆x→0




x∫

x0

G(n−1)(x+ ∆x, s)−G(n−1)(x, s)

∆x
f(s)ds+

+
1

∆x

x+∆x∫

x

G(n−1)(x+ ∆x, s)f(s)ds


 .

Òàê êàê ïðè âû÷èñëåíèè I ′1 ìû èìååì äåëî ñ îáëàñòüþ Ω2, â
êîòîðîé ôóíêöèÿ G(n−1)(x, s) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìîé, òî

lim
∆x→0

G(n−1)(x+ ∆x, s)−G(n−1)(x, s)

∆x
= G(n)(x, s),

lim
∆x→0

1

∆x

x+∆x∫

x

G(n−1)(x+ ∆x, s)f(s)ds =

= G(n−1)(x+ 0, x)f(x).

Ñëåäîâàòåëüíî,

I ′1 =

x∫

x0

G(n)(x, s)f(s)ds+G(n−1)(x+ 0, x)f(x).
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Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì

I ′2 =

x1∫

x

G(n)(x, s)f(s)ds+G(n−1)(x− 0, x)f(x).

Òàêèì îáðàçîì,

F (n) = I ′1 + I ′2 =

x1∫

x0

G(n)(x, s)f(s)ds+

+
[
G(n−1)(x+ 0, x)−G(n)(x− 0, x)

]
f(x).

Ïîäñòàâèì âûðàæåíèÿ äëÿ y è åå ïðîèçâîäíûõ â óðàâíåíèå
Ly = f(x). Ïîëó÷èì

a0(x)

x1∫

x0

G(n)(x, s)f(s)ds+

+a0(x)
[
G(n−1)(x+ 0, x)−G(n)(x− 0, x)

]
f(x)+

+a1(x)

x1∫

x0

G(n−1)(x, s)f(s)ds+

+a2(x)

x1∫

x0

G(n−2)(x, s)f(s)ds+

+ · · ·+ an(x)

x1∫

x0

G(x, s)f(s)ds = f(x).

Âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ â ïðàâîé ÷àñòè äàííîãî âûðà-
æåíèÿ, â ñèëó ñâîéñòâà 4o ôóíêöèè Ãðèíà, ðàâíî 1/a0(x). Ñëå-
äîâàòåëüíî, ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

f(x) +

x1∫

x0

[
a0(x)G(n)(x, s) + a1(x)G(n−1)(x, s)+
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+ · · ·+ an(x)G(x, s)
]
f(s)ds =

= f(x) +

x1∫

x0

L
(
G(x, s)

)
f(s)ds ≡ f(x) + 0 ≡ f(x).

Äàííîå òîæäåñòâî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

5.4 Ïîñòðîåíèå ôóíêöèè Ãðèíà

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, â òðåóãîëüíèêàõ Ω1 è Ω2 ôóíêöèÿ Ãðèíà
G(x, s) ïî àðãóìåíòó x óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ LG = 0. Ñëå-
äîâàòåëüíî, G(x, s) åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ Ô.Ñ.Ð. óðàâíåíèÿ
(5.1) ñ êîýôôèöèåíòàìè, çàâèñÿùèìè îò s:

G(x, s) =





n∑
j=1

Cj(s)φj(x), x0 ≤ x ≤ s ≤ x1,

n∑
j=1

C̄j(s)φj(x), x0 ≤ s ≤ x ≤ x1.

Çäåñü φ1(x), . . . , , φn(x) îáðàçóþò Ô.Ñ.Ð. óðàâíåíèÿ (5.1), ôóíê-
öèè Cj(s), C̄j(s) ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ.

Ïåðåéäåì îò íåèçâåñòíûõ Cj è C̄j ê Aj è Bj , ãäå

Cj(s) = Aj(s) +Bj(s), C̄j(s) = Aj(s)−Bj(s).

Òàê êàê ìàòðèöà ïåðåõîäà
(

1 1
1 −1

)

íåâûðîæäåííàÿ, òî, íàéäÿ Aj è Bj , ìû, òåì ñàìûì, îäíîçíà÷íî
îïðåäåëèì Cj è C̄j .

Èòàê, áóäåì èñêàòü ôóíêöèþ Ãðèíà â âèäå

G(x, s) =





n∑
j=1

(
Aj(s) +Bj(s)

)
φj(x), x0 ≤ x ≤ s ≤ x1,

n∑
j=1

(
Aj(s)−Bj(s)

)
φj(x), x0 ≤ s ≤ x ≤ x1.

(5.5)
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Îòìåòèì, ÷òî (5.5) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó ñ 2n íåèç-
âåñòíûìè. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ýòèõ íåèçâåñòíûõ âîñïîëüçóåìñÿ
ñâîéñòâàìè ôóíêöèè Ãðèíà.

Ñâîéñòâî 1o óæå èñïîëüçîâàëîñü â ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèè
Ãðèíà â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè Ô.Ñ.Ð.

Ñîãëàñíî ñâîéñòâó 4o ïðè x = s ôóíêöèÿ G(x, s) íåïðåðûâ-
íà, ò. å.

G(s+ 0, s)−G(s− 0, s) = 0.

Ñ ó÷åòîì (5.5) îòñþäà ïîëó÷àåì

n∑

j=1

(
Aj(s)−Bj(s)

)
φj(s)−

n∑

j=1

(
Aj(s) +Bj(s)

)
φj(s) = 0

èëè
n∑

j=1

Bj(s)φj(s) = 0. (5.6)

Äàëåå, òàê êàê

G′x(s+ 0, s)−G′x(s− 0, s) = 0,

òî

n∑

j=1

(
Aj(s)−Bj(s)

)
φ′j(s)−

n∑

j=1

(
Aj(s) +Bj(s)

)
φ′j(s) = 0

èëè
n∑

j=1

Bj(s)φ
′
j(s) = 0, (5.7)

è ò. ä.
Èç óñëîâèÿ

G(n−2)
x (s+ 0, s)−G(n−2)

x (s− 0, s) = 0

ïîëó÷àåì
n∑

j=1

Bj(s)φ
(n−2)
j (s) = 0. (5.8)
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Ïðîèçâîäíàÿ (n− 1)-ãî ïîðÿäêà ïðåòåðïåâàåò ðàçðûâ:

G(n−1)
x (s+ 0, s)−G(n−1)

x (s− 0, s) =
1

a0(s)
,

ñëåäîâàòåëüíî,

n∑

j=1

Bj(s)φ
(n−1)
j (s) = − 1

2a0(s)
. (5.9)

Èòàê, äëÿ n íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé Bi(s) ìû ïîëó÷èëè ëè-
íåéíóþ íåîäíîðîäíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó n-ãî ïîðÿäêà
(5.6)�(5.9), îïðåäåëèòåëåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ âðîíñêèàí Ô.Ñ.Ð.
Òàê êàê W (x) 6= 0, òî èç ïîëó÷åííîé ñèñòåìû îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëÿþòñÿ ôóíêöèè Bj(s), (j = 1, n).

Ïóñòü âñå Bj(s) èçâåñòíû. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

D(x, s) = ±
n∑

j=1

Bj(s)φj(x),

ãäå çíàê ¾+¿ ñîîòâåòñòâóåò x ∈ Ω1, à çíàê ¾−¿ � x ∈ Ω2. Òîãäà

G(x, s) =
n∑

j=1

Aj(s)φj(x) +D(x, s), (5.10)

ãäå D(x, s) � èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ. Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü ñâîé-
ñòâîì 2o. Ïîäñòàâëÿÿ (5.10) â êðàåâûå óñëîâèÿ (5.2), ïîëó÷èì

Ui(G) = Ui




n∑

j=1

Aj(s)φj(x) +D(x, s)


 =

=

n∑

j=1

Aj(s)Ui (φj(x)) + Ui

(
D(x, s)

)
=

=

n∑

j=1

Aj(s)γij + Ui

(
D(x, s)

)
= 0, i = 1, n,
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èëè
n∑

j=1

Aj(s)γij = −Ui
(
D(x, s)

)
, i = 1, n,

ãäå Ui

(
D(x, s)

)
� èçâåñòíûå ÷èñëà. Èòàê, äëÿ n íåèçâåñòíûõ

ôóíêöèé Aj(s) ìû ïîëó÷èëè ëèíåéíóþ íåîäíîðîäíóþ àëãåáðà-
è÷åñêóþ ñèñòåìó n-ãî ïîðÿäêà, îïðåäåëèòåëåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ
Γ = det{γij} 6= 0 ïî ïðåäïîëîæåíèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ñèñòå-
ìà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ôóíêöèè Aj(s), (j = 1, n).

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ Ãðèíà ïîñòðîåíà.

5.5 Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè Ãðèíà

è ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è

1. Íàéòè Ô.Ñ.Ð. óðàâíåíèÿ (5.1).

2. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü Γ. Åñëè Γ 6= 0, òî

3. Çàïèñàòü ñèñòåìó äëÿ íàõîæäåíèÿ ôóíêöèé Bj(s) (j =
1, n) è ðåøèòü åå.

4. Çàïèñàòü ñèñòåìó äëÿ íàõîæäåíèÿ ôóíêöèé Aj(s) (j =
1, n) è ðåøèòü åå.

5. Çàïèñàòü ôóíêöèþ Ãðèíà ïî ôîðìóëå (5.5).

6. Âû÷èñëèòü ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (5.1)�(5.2) ñ ïîìîùüþ
ôîðìóëû (5.4).
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Ãëàâà 6

Ñèñòåìû

äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé

6.1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 31 Íîðìàëüíîé ñèñòåìîé n-ãî ïîðÿäêà íàçûâà-

åòñÿ ñèñòåìà âèäà



ẋ1 = f1(t, x1, . . . , xn),

ẋ2 = f2(t, x1, . . . , xn),

. . .

ẋn = fn(t, x1, . . . , xn),

(6.1)

ãäå x1, . . . , xn � íåèçâåñòíûå ôóíêöèè (ôàçîâûå ïåðåìåííûå),

t � íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, ôóíêöèè fi îïðåäåëåíû è íåïðå-

ðûâíû â íåêîòîðîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà Rn+1.

Îïðåäåëåíèå 32 Ðåøåíèåì ñèñòåìû (6.1) íàçûâàåòñÿ íàáîð

îïðåäåëåííûõ è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ íà ïðîìåæóòêå
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I ôóíêöèé x1(t), . . . , xn(t), êîòîðûé ïðè ïîäñòàíîâêå â ñèñòåìó

(6.1) îáðàùàåò åå â n òîæäåñòâ.

Îïðåäåëåíèå 33 Ïðîñòðàíñòâî ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ

x1, . . . , xn ñèñòåìû (6.1) íàçûâàåòñÿ ôàçîâûì ïðîñòðàí-

ñòâîì. Ãðàôèê ðåøåíèÿ ñèñòåìû (6.1) â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå

íàçûâàåòñÿ ôàçîâîé òðàåêòîðèåé (èëè òðàåêòîðèåé).

Îïðåäåëåíèå 34 Ïðîñòðàíñòâî ïåðåìåííûõ t, x1, . . . , xn ñè-

ñòåìû (6.1) íàçûâàåòñÿ ðàñøèðåííûì ôàçîâûì ïðîñòðàí-

ñòâîì, à ãðàôèê ðåøåíèÿ ñèñòåìû (6.1) â íåì íàçûâàåòñÿ èí-

òåãðàëüíîé êðèâîé.

Ñèñòåìà (6.1) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âåêòîðíîé ôîðìå
çàïèñè

ẋ = f(t, x), (6.2)

ãäå x =




x1

x2
...
xn


 è f(t, x) =




f1(t, x1, . . . , xn)
f2(t, x1, . . . , xn)

...
fn(t, x1, . . . , xn)


.

Ðåøåíèåì (6.2) ÿâëÿåòñÿ n-ìåðíàÿ ôóíêöèÿ x = x(t), êîòî-
ðàÿ íà èíòåðâàëå I óäîâëåòâîðÿåò âåêòîðíîìó óðàâíåíèþ (6.2).

Îòìåòèì, ÷òî ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ðàç-
ðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ, ìîæíî ïðèâåñòè
ê íîðìàëüíîé ñèñòåìå.

Äåéñòâèòåëüíî, èç ñèñòåìû

y
(n1)
1 = F1

(
t, y1, ẏ1, . . . , y

(n1−1)
1 , . . . , ym, ẏm, . . . , y

(nm−1)
m

)
,

y
(n2)
2 = F2

(
t, y1, ẏ1, . . . , y

(n1−1)
1 , . . . , ym, ẏm, . . . , y

(nm−1)
m

)
,

. . .

y(nm)
m = Fm

(
t, y1, ẏ1, . . . , y

(n1−1)
1 , . . . , ym, ẏm, . . . , y

(nm−1)
m

)
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çàìåíîé

y1 = x1, ẏ1 = ẋ1 = x2, . . . , y
(n1−1)
1 = xn1 , y

(n1)
1 = ẋn1 ,

y2 = xn1+1, ẏ2 = ẋn1+1 = xn1+2, . . . ,

y
(n2−1)
2 = xn1+n2 , y

(n2)
2 = ẋn1+n2

. . .

ym = xn1+...+nm−1+1, ẏm = xn1+...+nm−1+2, . . . ,

y(nm−1)
m = xn1+...+nm , y

(n2)
m = ẋn1+...+nm (6.3)

ïîëó÷àåì íîðìàëüíóþ ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç (n−m) óðàâíåíèé
(6.3) è ñëåäóþùèõ m óðàâíåíèé

ẋn1 = F1(t, x1, x2, . . . , xn),
. . .
ẋn1+...+nm = Fm(t, x1, x2, . . . , xn),

ãäå

m∑

i=1

ni = n.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð ïðèâåäåíèÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ê íîðìàëüíîé ôîðìå.

Ïðèìåð 22 Óðàâíåíèå

y′′ = f(x, y, y′)

ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå íîðìàëüíîé ñèñòåìû âòîðîãî ïî-

ðÿäêà {
y′ = z,

z′ = f(x, y, z),

ãäå x � íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ.

113



6.2 Çàäà÷à Êîøè

Äëÿ ñèñòåìû (6.1) çàäàäèì íà÷àëüíîå óñëîâèå

x1(t0) = x0
1,

. . .
xn(t0) = x0

n.
(6.4)

À äëÿ ñèñòåìû (6.2):
x(t0) = x0, (6.5)

ãäå x0 =
(
x0

1, . . . , x
0
n

)T
.

Çàäà÷åé Êîøè (6.2), (6.5) íàçûâàåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ
òàêîãî èíòåðâàëà I (t0 ∈ I) è òàêîé âåêòîðíîé ôóíêöèè x = x(t),
ãäå t ∈ I, êîòîðàÿ ÿâëÿëàñü áû ðåøåíèåì (6.2) íà èíòåðâàëå I è
óäîâëåòâîðÿëà áû íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (6.5).

Çàäà÷à 13 Äàòü ïðèìåð ñèñòåìû, êîòîðóþ íåëüçÿ ïðèâåñòè

ê óðàâíåíèþ n-ãî ïîðÿäêà.

6.3 Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè

{
ẋ = f(t, x),
x(t0) = x0,

(6.6)

x ∈ Rn, f(t, x) ∈ Rn.
Ðàññìîòðèì öèëèíäð P ñ öåíòðîì â (t0, x

0):

P = {(t, x) : |t− t0| ≤ α, ‖x− x0‖ ≤ β}.

Ïóñòü âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ f(t, x) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà ïî
ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ â öèëèíäðå P è óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ Ëèïøèöà ïî ïåðåìåííîé x:

‖f(t, x)− f(t, x̄)‖ ≤ L‖x− x̄‖.
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Èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f(t, x) íà çàìêíóòîì îãðàíè÷åííîì
ìíîæåñòâå P ñëåäóåò:

∃M > 0 ‖f(t, x)‖ ≤M ∀(t, x) ∈ P.

Òåîðåìà 20 Â äàííûõ óñëîâèÿõ çàäà÷à Êîøè (6.6) íà ïðîìå-

æóòêå ‖t − t0‖ ≤ h, ãäå h < min{α, βM , 1
L}, èìååò åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î
Ïîêàæåì, ÷òî çàäà÷à Êîøè (6.6) ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å î íà-

õîæäåíèè íåïðåðûâíîãî ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

x(t) = x0 +

t∫

t0

f(s, x(s))ds. (6.7)

Ïóñòü x(t) � ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è (6.6), ò.å.

ẋ(t) ≡ f(t, x(t)). (6.8)

Èíòåãðèðóÿ òîæäåñòâî (6.8), ñ ó÷åòîì x(t0) = x0, ïîëó÷àåì:

x(t) ≡ x0 +

t∫

t0

f(s, x(s))ds, (6.9)

÷òî îçíà÷àåò, ÷òî x(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (6.7).
Ïóñòü òåïåðü x(t) � íåïðåðûâíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.7).

Òîãäà èìååò ìåñòî âåêòîðíîå òîæäåñòâî (6.9). Ïîëàãàÿ â íåì
t = t0, ïîëó÷èì íà÷àëüíîå óñëîâèå (6.5).

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè f(t, x), ïðàâàÿ ÷àñòü (6.9) � íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Çíà÷èò, x(t) íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìà. Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ (6.9), ïîëó÷àåì òîæ-
äåñòâî (6.8), èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî x(t) � ðåøåíèå çàäà÷è
Êîøè (6.6). Ïîëàãàÿ â (6.9) t = t0, ïîëó÷èì íà÷àëüíîå óñëîâèå
çàäà÷è Êîøè (6.6). Òàêèì îáðàçîì, ýêâèâàëåíòíîñòü äîêàçàíà.
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Ðàññìîòðèì çàìêíóòûé øàð F ðàäèóñà β ñ öåíòðîì â òî÷êå
x0 â ïðîñòðàíñòâå nC[t0−h,t0+h] íåïðåðûâíûõ n-ìåðíûõ âåêòîð-
íûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà èíòåðâàëå [t0 − h, t0 + h]. Îòìåòèì,
÷òî F ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì â ìåòðèêå
ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè

ρ(x, y) = max
|t−t0|≤h

‖x(t)− y(t)‖.

Îïðåäåëèì íà ýëåìåíòàõ F èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð:

Ax = x0 +

t∫

t0

f (s, x(s)) ds.

Äëÿ âñåõ s ∈ [t0, t] ôóíêöèÿ f(s, x(s)) � íåïðåðûâíàÿ, ñëåäîâà-
òåëüíî A ∈ nC[t0−h,t0+h]. Äîêàæåì, ÷òî A : F → F , è â ìåòðèêå
ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ýòîò îïåðàòîð ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì.
Òàê êàê îöåíêà

‖Ax− x0‖ =

∥∥∥∥∥∥

t∫

t0

f(s, x(s))ds

∥∥∥∥∥∥
≤

≤

∣∣∣∣∣∣

t∫

t0

‖f(s, x(s))‖ ds

∣∣∣∣∣∣
≤M |t− t0| ≤Mh < β

èìååò ìåñòî ïðè âñåõ t, òî âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ ìàêñèìóìà, ò. å.

max
|t−t0|≤h

∥∥Ax− x0
∥∥ ≤Mh ≤ β ⇒ ρ(Ax, x0) ≤ β.

Ñ ó÷åòîì íåïðåðûâíîñòè Ax ýòî îçíà÷àåò, ÷òî A : F → F .
Äàëåå, îöåíèì íîðìó

‖Ax−Ay‖ =

∥∥∥∥∥∥

t∫

t0

f(s, x(s))ds−
t∫

t0

f(s, y(s))ds

∥∥∥∥∥∥
≤
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≤

∣∣∣∣∣∣

t∫

t0

‖f(s, x(s))− f(s, y(s))‖ ds

∣∣∣∣∣∣
≤

≤

∣∣∣∣∣∣

t∫

t0

L‖x(s)− y(s)‖ds

∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣

t∫

t0

Lρ(x, y)ds

∣∣∣∣∣∣
≤ Lρ(x, y)h.

Òàê êàê Lh < 1, òî ïîñëåäíÿÿ îöåíêà îçíà÷àåò, ÷òî îïåðàòîð
A� ñæèìàþùèé. Äåéñòâèòåëüíî, ïåðåõîäÿ â ëåâîé ÷àñòè îöåíêè
ê ìàêñèìóìó ïî t ∈ [t0 − h, t0 + h], èìååì

ρ(Ax,Ay) ≤ Lhρ(x, y).

Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó ïðèíöèïà ñæàòèÿ, ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ F , êîòîðàÿ ÿâëÿ-
åòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì (6.7), à çíà÷èò, è åäèíñòâåííûì
ðåøåíèåì (6.6), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

6.4 Ëèíåéíûå ñèñòåìû

Íîðìàëüíîé ëèíåéíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ñèñòåìîé n-ãî ïîðÿä-
êà íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà âèäà [1, 5�7,9�13,15]

ẋ = A(t)x+ f(t), (6.10)

ãäå x � âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ ðàçìåðíîñòè n, A(t) � ìàòðè÷íàÿ
ôóíêöèÿ n × n, f(t) � n-ìåðíàÿ âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ, t � íåçà-
âèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ýëåìåíòû ìàòðèöû A(t) è êîìïî-
íåíòû âåêòîðíîé ôóíêöèè f(t) îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû íà
íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå [α, β]. Åñëè f(t) � íóëåâàÿ âåêòîðíàÿ
ôóíêöèÿ, òî ñèñòåìà

ẋ = A(t)x (6.11)

íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé.
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Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû
{
ẋ = A(t)x+ f(t),

x(t0) = x0,

ãäå t0 ∈ I. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè
ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ òåîðåìû 20 î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ
çàäà÷è Êîøè äëÿ íîðìàëüíûõ ñèñòåì. Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå
óñëîâèÿ Ëèïøèöà äëÿ ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (6.10) íà îòðåçêå
[α, β]:

‖A(t)x+ f(t)−A(t)y − f(t)‖ = ‖A(t)(x− y)‖ ≤
≤ ‖A(t)‖‖x− y‖ ≤ L‖x− y‖.

Çäåñü
L = max

t∈I
‖A(t)‖,

òàê êàê A(t) � íåïðåðûâíà, à çíà÷èò îãðàíè÷åíà íà îòðåçêå I.
Îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèå (6.10) ïðîäîëæèìî íà âåñü ïðîìåæóòîê
I, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê çàäà÷å Êîøè äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ
n-ãî ïîðÿäêà





y(n) + a1(x)y(n−1) + . . .+ an(x)y = d(x),
y(x0) = y0,
y′(x0) = y0,1,
. . .
yn−1
n (x0) = y0,n−1,

ãäå ôóíêöèè a1(x), . . . , an(x), d(x) îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû
äëÿ x ∈ [a, b].

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ
ïðèâåäåì óðàâíåíèå ê íîðìàëüíîé ñèñòåìå:

x = t,
y = x1,
ẋ1 = x2,ẋ2 = x3,
. . .
ẋn−1 = xn,
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ẋn = −a1(t)xn − a2(t)xn−1 − . . .

−anx1 + d(t).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè ñèñòåìó âèäà (6.10), ãäå

A =




0 1 0 0 . . . 0
0 0 1 0 . . . 0
0 0 0 0 . . . 1
−an −an−1 −an−2 −an−3 . . . −a1


 ,

f(t) =
(

0, 0, . . . , d(t)
)T

è íà÷àëüíîå óñëîâèå x(t0) = x0, ãäå

x0 =
(
y0, y0,1, . . . , y0,n−1

)T
.

Òåì ñàìûì äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.

6.5 Ëèíåéíûå îäíîðîäíûå ñèñòåìû

Òåîðåìà 21 Ìíîæåñòâî ðåøåíèé ëèíåéíîé îäíîðîäíîé ñèñòå-

ìû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíîå n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î
Ïóñòü y(t), z(t) � ðåøåíèÿ ñèñòåìû (6.11), à c1 è c2 � ïðî-

èçâîëüíûå ÷èñëà. Ïîêàæåì, ÷òî âåêòîð c1y(t) + c2z(t) òàêæå ÿâ-
ëÿåòñÿ ðåøåíèåì (6.11).

Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó ëèíåéíîñòè îïåðàöèè äèôôåðåíöè-
ðîâàíèÿ è îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà âåêòîð

d

dt
[c1y(t) + c2z(t)] ≡ c1ẏ(t) + c2ż(t) ≡

≡ c1A(t)y(t) + c2A(t)z(t) ≡ A(t) [c1y(t) + c2z(t)] .

Òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíîñòü äîêàçàíà.
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Òåïåðü äîêàæåì n-ìåðíîñòü.
Ïîñòðîèì n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé. Äëÿ ýòîãî ðàñ-

ñìîòðèì n çàäà÷ Êîøè âèäà:
{
ẋ = A(t)x,
x(t0) = ei,

(6.12)

ãäå ei � âåêòîð, ðàçìåðíîñòè n, ó êîòîðîãî i-ÿ êîìïîíåíòà �
åäèíèöà, à âñå îñòàëüíûå ðàâíû íóëþ.

Â ñèëó òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøå-
íèÿ çàäà÷è Êîøè ñóùåñòâóþò ðîâíî n âåêòîðíûõ ôóíêöèé
x = ϕ1(t), . . ., x = ϕn(t) � ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ íà÷àëüíûõ
çàäà÷. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíè ëèíåéíî çàâèñèìû, ò. å. ñóùåñòâó-
åò íåòðèâèàëüíûé íàáîð êîíñòàíò c1, . . . , cn, òàêîé ÷òî:

c1ϕ1(t) + . . .+ cnϕn(t) ≡ 0.

Ïîëàãàÿ â ýòîì òîæäåñòâå t = t0, èç (6.12) èìååì c1 = c2 = . . . =
cn = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ. Çíà÷èò, ôóíêöèè ϕ1,
. . ., ϕn � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå.

Ïóñòü x = ψ(t) � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå (6.11). Ðàçëîæèì
ψ(t0) ïî âåêòîðàì ei:

ψ(t0) = c∗1e1 + · · ·+ c∗nen.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ χ(t) = c∗1ϕ1(t) + · · · + c∗nϕn(t). ßñíî, ÷òî
ôóíêöèÿ χ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (6.11) êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
åå ðåøåíèé, è â íà÷àëüíîé òî÷êå îíà ñîâïàäàåò ñ x = ψ(t). Ñëå-
äîâàòåëüíî, â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè,

χ(t) ≡ ψ(t).

Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå x = ψ(t) åñòü ëèíåéíàÿ
êîìáèíàöèÿ ôóíêöèé ϕ1, . . ., ϕn, ò. å. òåîðåìà äîêàçàíà.

6.5.1 Ôóíäàìåíòàëüíûå ìàòðèöû

Îïðåäåëåíèå 35 Ëþáûå n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé ñè-

ñòåìû (6.11) îáðàçóþò åå ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé

(Ô.Ñ.Ð.)
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Îïðåäåëåíèå 36 Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà � ýòî ìàòðè-

öà, ñòîëáöû êîòîðîé ϕi(t) (i = 1, n) îáðàçóþò Ô.Ñ.Ð.:

ϕi =




ϕ1i

ϕ2i

...

ϕni



, Φ =




ϕ11 ϕ12 . . . ϕ1n

ϕ21 ϕ22 . . . ϕ2n

. . . . . . . . . . . .

ϕn1 ϕn2 . . . ϕnn



.

Ëåììà. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà óäîâëåòâîðÿåò ìàòðè÷-
íîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ:

Ẋ = A(t)X.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î
Â ìàòðè÷íîì ðàâåíñòâå

Φ̇ = AΦ

ñðàâíèì ñòîëáöû â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ. Èìååì

ϕ̇1 = Aϕ1,
. . .
ϕ̇n = Aϕn,

÷òî ñïðàâåäëèâî íà âñåì ïðîìåæóòêå, ÷òî è äîêàçûâàåò ëåììó.

Îïðåäåëåíèå 37 Îïðåäåëèòåëåì Âðîíñêîãî (âðîíñêèàíîì)

äëÿ ñèñòåìû n-ìåðíûõ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ âåêòîð-

íûõ ôóíêöèé ϕ1, . . . , ϕn íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëü âèäà

W (t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ11 . . . ϕ1n

ϕ21 . . . ϕ2n

. . . . . . . . .

ϕn1 . . . ϕnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Çàäà÷à 14 Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà îïðåäå-

ëåíèå âðîíñêèàíà ïîëó÷àåòñÿ êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé âðîíñêèàíà

äëÿ ñèñòåìû.
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6.5.2 Ôîðìóëà Îñòðîãðàäñêîãî � Ëèóâèëëÿ

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì îïðåäåëèòåëü ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû
(âðîíñêèàí) W (t) = |Φ(t)|. Ñîãëàñíî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâà-
íèÿ îïðåäåëèòåëÿ, èìååì

Ẇ (t) = W1(t) + · · ·+Wn(t),

ãäå Wi(t) ïîëó÷åíî èç W (t) äèôôåðåíöèðîâàíèåì ýëåìåíòîâ i-é
ñòðîêè. Òàêèì îáðàçîì,

W1(t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ̇11 . . . ϕ̇1n

ϕ21 . . . ϕ2n

. . . . . . . . .
ϕn1 . . . ϕnn

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

a11ϕ11 + · · ·+ a1nϕn1 . . . a11ϕ1n + · · ·+ a1nϕnn
ϕ21 . . . ϕ2n

. . . . . . . . .
ϕn1 . . . ϕnn

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= a11W (t).

Àíàëîãè÷íî,

W2(t) = a22W (t), . . . , Wn(t) = annW (t).

Îòñþäà èìååì
Ẇ (t) = W (t)TrA(t)

èëè

W (t) = W (t0)e

t∫
t0

TrA(s)ds

.

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå íàçûâàþò ôîðìóëîé Îñòðîãðàäñêîãî �
Ëèóâèëëÿ.

Çàäà÷à 15 Ïîêàçàòü, ÷òî ôîðìóëà Îñòðîãðàäñêîãî � Ëè-

óâèëëÿ äëÿ óðàâíåíèé n-ãî ïîðÿäêà åñòü ñëåäñòâèå ôîðìóëû

Îñòðîãðàäñêîãî � Ëèóâèëëÿ äëÿ ñèñòåì.
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6.5.3 Êðèòåðèé ôóíäàìåíòàëüíîñòè ìàòðèö

Òåîðåìà 22 Äëÿ òîãî ÷òîáû ìàòðèöà Φ(t), óäîâëåòâîðÿþùàÿ

íà [α, β] ìàòðè÷íîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ:

Ẋ = AX,

áûëà ôóíäàìåíòàëüíîé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû åå

îïðåäåëèòåëü íå îáðàùàëñÿ â íîëü íè â îäíîé òî÷êå ýòîãî ïðî-

ìåæóòêà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î
1. Íåîáõîäèìîñòü
Ïóñòü ìàòðèöà Φ(t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ. Ïîêàæåì, ÷òî

det Φ(t) 6= 0 íà âñåì ïðîìåæóòêå [α, β].
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò. å.

∃t0 : det Φ(t0) = 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñòîëáöû φi(t0), ïîñòîÿííûå âåêòîðû, ëèíåéíî
çàâèñèìû, ò. å. ñóùåñòâóåò òàêîé íåòðèâèàëüíûé íàáîð êîíñòàíò
c1, . . . , cn, ÷òî

c1ϕ1(t0) + · · ·+ cnϕn(t0) = 0.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

ξ(t) = c1ϕ1(t) + · · ·+ cnϕn(t).

Êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ Ô.Ñ.Ð. ξ(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì îäíî-
ðîäíîé ñèñòåìû, è ξ(t0) = 0. Íî íóëåâîå ðåøåíèå îäíîðîäíîé
ñèñòåìû èìååò òî æå íà÷àëüíîå óñëîâèå, òîãäà, â ñèëó åäèí-
ñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè, ξ(t) ≡ 0, ò. å. ϕ1, . . . , ϕn �
ëèíåéíî çàâèñèìû. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäîâàòåëüíî,

det Φ(t) 6= 0 ∀t ∈ [α, β].
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2. Äîñòàòî÷íîñòü
Ïóñòü

det Φ(t) 6= 0 ∀t ∈ [α, β].

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñòîëáöû ìàòðèöû ϕ1, . . . , ϕn � ëèíåéíî íåçà-
âèñèìû. Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ, ìàòðèöà Φ(t) ÿâëÿåòñÿ ôóíäà-
ìåíòàëüíîé.

6.5.4 Ñâîéñòâà ôóíäàìåíòàëüíûõ ìàòðèö

I. Åñëè ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó Φ(t) óìíîæèòü íà ÷èñëî c 6=
0, òî ìàòðèöà cΦ(t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ñâîéñòâà ñëåäóåò èç êðèòåðèÿ ôóíäà-
ìåíòàëüíîñòè ìàòðèö.

II. Ïóñòü C � ïîñòîÿííàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà,
Φ(t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà. Òîãäà Φ(t)C � ôóíäàìåí-
òàëüíàÿ ìàòðèöà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î
Òàê êàê

d

dt
(Φ(t)C) ≡ dΦ(t)

dt
C ≡ AΦ(t)C

è |Φ(t)C| = |Φ(t)| · |C| 6= 0, òî, ïî êðèòåðèþ ôóíäàìåíòàëüíîñòè
ìàòðèö, ìàòðèöà Φ(t)C ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé.

III. Åñëè Φ(t) è Ψ(t) � ôóíäàìåíòàëüíûå ìàòðèöû, òî ñó-
ùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà C, ÷òî

Ψ(t) = Φ(t)C.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î
Ðàññìîòðèì ìàòðèöó

D(t) = Φ−1(t)Ψ(t).

Îòìåòèì, ÷òî detD(t) 6= 0, êàê îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ
íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö.
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Äëÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ìàòðèö Ψ(t) è Φ(t) èìååì

Φ̇ = AΦ, Ψ̇ = AΨ, ΦD = Ψ.

Òîãäà
Φ̇D + ΦḊ = Ψ̇

èëè
AΦD + ΦḊ = AΨ = AΦD.

Òàêèì îáðàçîì,
ΦḊ = 0

Îòñþäà
Ḋ = 0,

÷òî îçíà÷àåò, ÷òî D � ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà.

6.6 Ëèíåéíûå íåîäíîðîäíûå ñèñòåìû

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ íåîäíîðîäíóþ ñèñòåìó

ẋ = A(t)x+ f(t).

Ïóñòü Φ(t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåé
îäíîðîäíîé ñèñòåìû. Òîãäà îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå Φ(t)C, ãäå C = (c1, . . . , cn)T � ïðîèç-
âîëüíûé ïîñòîÿííûé âåêòîð.

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû â âèäå

x(t) = Φ(t)C(t),

ãäå C(t) � íåèçâåñòíàÿ âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ, ò. å. ïðè ïîìîùè
ìåòîäà âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ. Ïîäñòàâëÿÿ ôóíê-
öèþ x(t) â ñèñòåìó, ïîëó÷èì

Φ̇(t)C(t) + Φ(t)Ċ(t) = A(t)Φ(t)C(t) + f(t)

èëè
A(t)Φ(t)C(t) + Φ(t)Ċ(t) = A(t)Φ(t)C(t) + f(t),
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îòêóäà Φ(t)Ċ(t) = f(t), ò. å. Ċ(t) = Φ−1(t)f(t). Ñëåäîâàòåëüíî,

C(t) = C̄ +

t∫

t0

Φ−1(s)f(s)ds.

Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû

x(t) = Φ(t)C̄ +

t∫

t0

Φ(t)Φ−1(s)f(s)ds

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó îáùåãî ðåøåíèÿ (xo) ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé îäíîðîäíîé ñèñòåìû è ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ (x̃) íåîäíîðîäíîé
ñèñòåìû.

Åñëè çàäàíî íà÷àëüíîå óñëîâèå

x(t0) = x0,

òî
C̄ = Φ−1(t0)x0,

x(t) = Φ(t)Φ−1(t0)x0 +

t∫

t0

Φ(t)Φ−1(s)f(s)ds.

Èñïîëüçóÿ ìàòðèöó Êîøè K(t, s) = Φ(t)Φ−1(s), ïîëó÷èì

x(t) = K(t, t0)x0 +

t∫

t0

K(t, s)f(s)ds.

6.7 Ëèíåéíûå îäíîðîäíûå ñèñòåìû

ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ îäíîðîäíóþ ñèñòåìó ñ ïîñòîÿííûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè

ẋ = Ax, (6.13)
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ãäå x � n-ìåðíûé âåêòîð, A � ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíî-
ñòüþ n× n.

6.7.1 Ìàòðè÷íàÿ ýêñïîíåíòà

Îïðåäåëåíèå 38 Ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòîé eA ïîñòîÿííîé

ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ ñóììà ðÿäà

I +
A

1!
+
A2

2!
+ · · · ,

ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.

Îòìåòèì, ÷òî ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A.
Èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 23 Ìàòðèöà eAt ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé äëÿ ñè-

ñòåìû (6.13).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î
Ïðîâåðèì, ÷òî ìàòðèöà eAt óäîâëåòâîðÿåò ñîîòâåòñòâóþùå-

ìó ìàòðè÷íîìó óðàâíåíèþ Ẋ = AX. Òàê êàê

eAt = I +
At

1!
+

(At)2

2!
+ · · · ,

òî
d

dt
eAt =

d

dt

(
I +

At

1!
+
A2t2

2!
+ · · ·+ Antn

n!
+ · · ·

)
=

=
A

1!
+
A2t2

1!
+ · · ·+ Antn−1

(n− 1)!
+ · · · =

= A

(
I +

At

1!
+
A2t2

2!
+ · · ·+ An−1tn−1

(n− 1)!
+ · · ·

)
= AeAt.

Êðîìå òîãî, eAt � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà. Äåéñòâèòåëüíî,
det eAt0 = det I = 1, ñëåäîâàòåëüíî, det eAt 6= 0 ïðè âñåõ çíà-
÷åíèÿõ t. Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó êðèòåðèÿ ôóíäàìåíòàëüíîñòè
ìàòðèö, eAt � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû (6.13).

Îòìåòèì îñíîâíûå ñâîéñòâà ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû. Ïóñòü
A,B,C � íåêîòîðûå ìàòðèöû, òîãäà
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1.
(
eA
)−1

= e−A.

2. eA+B = eAeB = eBeA ⇐⇒ AB = BA.

3. B = C−1AC =⇒ eB = C−1eAC.

Ïóñòü Λ � æîðäàíîâà íîðìàëüíàÿ ôîðìà ìàòðèöû A,
ò. å. ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà T , òàêàÿ, ÷òî

Λ = T−1AT.

Çäåñü ìàòðèöà Λ � áëî÷íî äèàãîíàëüíàÿ:

Λ = diag(Λ0,Λ1, . . . ,Λk),

ãäå Λ0,Λ1, . . . ,Λk � æîðäàíîâû êëåòêè

Λ0 = diag(λ1, . . . , λs),

Λi = λs+iImi + Zmi , s+
k∑

i=s+1

mi = n.

Çäåñü Imi � åäèíè÷íàÿ (mi×mi)-ìàòðèöà, à (mi×mi)-ìàòðèöà
Zmi èìååò âèä

Zmi =




0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 1
0 0 0 . . . 0



.

Çàìåòèì, ÷òî

Z2
mi =




0 0 1 0 . . . 0
0 0 0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 1
0 0 0 0 . . . 0
0 0 0 0 . . . 0



,
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. . .

Zmi−1
mi




0 0 0 0 . . . 1
0 0 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 0
0 0 0 0 . . . 0
0 0 0 0 . . . 0



,

Zmimi � íóëåâàÿ ìàòðèöà.
Ïîñòðîèòü ìàòðè÷íóþ ýêñïîíåíòó æîðäàíîâîé ìàòðèöû

ïðîùå, ïîýòîìó èçó÷èì ñòðóêòóðó ìàòðèöû eΛt, à çàòåì âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâàìè ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû. Äëÿ ýòîãî íàé-
äåì ñíà÷àëà ìàòðèöó T .

Èòàê, èìååì ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå

AT = TΛ. (6.14)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T1, . . . , Tn � ñòîëáöû ìàòðèöû T . Òîãäà èç
(6.14) ñëåäóåò

AT1 = λ1T1,

ò. å. λ1 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì (èëè õàðàêòåðèñòè÷åñêèì) ÷èñ-

ëîì, à T1 � ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû A, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèì λ1. Äàëåå,

AT2 = λ2T2,

ò. å. λ2 � ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû A, à T2 � ñîîòâåòñòâóþùèé
ñîáñòâåííûé âåêòîð, è ò. ä.

ATs = λsTs,

ATs+1 = λs+1Ts+1,

ATs+2 = λs+1Ts+2 + Ts+1,

÷òî îçíà÷àåò, ÷òî Ts+2 � ïðèñîåäèíåííûé âåêòîð ê ñîáñòâåííîìó
âåêòîðó Ts+1. Àíàëîãè÷íî,

ATs+3 = λs+1Ts+3 + Ts+2,
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. . .

ATs+m1 = λs+1Ts+m1 + Ts+m1−1,

ATs+m1+1 = λs+2Ts+m1+1,

. . .

ATs+m1+2 = λs+2Ts+m1+2 + Ts+m1+1,

. . . .

Òàêèì îáðàçîì, ñòîëáöàìè ìàòðèöû T ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåí-
íûå è ïðèñîåäèíåííûå âåêòîðû ìàòðèöû A.

Òàê êàê A = TΛT−1, òî eAt = TeΛtT−1, ãäå

eΛt = diag(eΛ0t, eΛ1t, . . . , eΛkt).

Íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî

eΛ0t = diag(eλ1t, . . . , eλst).

eΛ1t = e(λs+1Im1+Zm1 )t = eλs+1Im1 teZm1 t,

ãäå

eZm1 t = I +
Zm1t

1!
+
Z2
m1
t

2!
+ · · ·+ Zm1−1

m1
tm1−1

(m1 − 1)!
=

=




1 t t2

2!
t3

3! . . . tm1−1

(m1−1)!

0 1 t t2

2! . . . tm1−2

(m1−2)!

0 0 1 t . . . tm1−3

(m1−3)!

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 1



.

Îòñþäà, ñ ó÷åòîì òîæäåñòâà eλs+1Im1 t = eλs+1tIm1 , ïîëó÷àåì

eΛ1t =




eλs+1t teλs+1t t2

2!e
λs+1t . . . tm1−1

(m1−1)!e
λs+1t

0 eλs+1t teλs+1t . . . tm1−2

(m1−2)!e
λs+1t

0 0 eλs+1t . . . tm1−3

(m1−3)!e
λs+1t

. . .
0 0 0 . . . eλs+1t



.
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Àíàëîãè÷íóþ ñòðóêòóðó èìåþò ìàòðè÷íûå ýêñïîíåíòû eΛ2t,
. . ., eΛkt.

6.7.2 Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé

Êàê óæå îòìå÷àëîñü ðàíåå, ñòîëáöû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû
eAt ñèñòåìû (6.13) îáðàçóþò åå Ô.Ñ.Ð. Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå
áûëè ïîñòðîåíû ìàòðèöû eΛt è T , òàêèå, ÷òî eAt = TeΛtT−1.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ Ô.Ñ.Ð. (6.13) îáîçíà÷èì â ìàòðè÷íîì ðà-
âåíñòâå

eAtT = TeΛt (6.15)

ñòîëáöû ìàòðèöû eAtT ÷åðåç âåêòîðíûå ôóíêöèè
ϕ1(t), . . . , ϕn(t). Òîãäà èç (6.15) è âèäà ìàòðèö T è eΛt ñëåäóåò,
÷òî

ϕ1(t) = eλ1tT1,
ϕ2(t) = eλ2tT2,
. . .
ϕs(t) = eλstTs,
ϕs+1(t) = eλs+1tTs+1,
ϕs+2(t) = eλs+1t[Ts+2 + tTs+1],

ϕs+3(t) = eλs+1t[Ts+3 + tTs+2 + t2

2 Ts+1],
. . .

ϕs+m1(t) = eλs+1t[Ts+m1 + tTs+m1−1 + . . .+ tm1−1

(m1−1)!Ts+1],

ϕs+m1+1(t) = eλs+2tTs+m1+1,
. . . .

Â çàêëþ÷åíèå îñòàëîñü îòìåòèòü, ÷òî â ñèëó âòîðîãî ñâîé-
ñòâà ôóíäàìåíòàëüíûõ ìàòðèö, ôóíêöèè ϕ1(t), . . . , ϕn(t) îá-
ðàçóþò Ô.Ñ.Ð.
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6.8 Ëèíåéíûå îäíîðîäíûå ñèñòåìû

ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ îäíîðîäíóþ ñèñòåìó

ẋ = A(t)x, (6.16)

ãäå x � âåêòîð ðàçìåðíîñòè n, A � ìàòðèöà ñ ïåðèîäè÷åñêèìè
êîýôôèöèåíòàìè ðàçìåðíîñòè n×n, ò. å. ∃ω 6= 0 : A(t+ω) ≡ A(t).

6.8.1 Òåîðåìà Ôëîêå

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (Ã. Ôëîêå) [7].

Òåîðåìà 24 Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ëèíåéíîé ñèñòåìû ñ

ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè ïðåäñòàâèìà â âèäå ïðîèç-

âåäåíèÿ ïåðèîäè÷åñêîé ìàòðèöû íà ýêñïîíåíòó îò ïîñòîÿííîé

ìàòðèöû, ò. å.

Φ(t) = P (t)eRt,

ãäå Φ(t) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà (6.16), P (t) � ìàòðèöà ñ

ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè, R � ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î
Ðàññìîòðèì ìàòðèöó Φ(t). Èç êðèòåðèÿ ôóíäàìåíòàëüíîñòè

ìàòðèö ñëåäóåò, ÷òî

det Φ(t+ ω) 6= 0 ∀t

è
dΦ(t)

dt
≡ A(t)Φ(t).

Çàìåíÿÿ t íà (t+ ω), èç ïîñëåäíåãî òîæäåñòâà ïîëó÷èì

dΦ(t+ ω)

d(t+ ω)
≡ A(t+ ω)Φ(t+ ω).
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Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî A(t+ ω) ≡ A(t), d(t+ ω) ≡ dt, èìååì
dΦ(t+ ω)

dt
≡ A(t)Φ(t+ ω).

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî Φ(t + ω) óäîâëåòâîðÿåò ìàòðè÷íîìó
óðàâíåíèþ Ẋ = AX. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó êðèòåðèÿ ôóíäà-
ìåíòàëüíîñòè ìàòðèö, ìàòðèöà Φ(t + ω) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ôóí-
äàìåíòàëüíîé äëÿ ñèñòåìû (6.16). Òîãäà, ïî òðåòüåìó ñâîéñòâó
ôóíäàìåíòàëüíûõ ìàòðèö, ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ íåâû-
ðîæäåííàÿ ìàòðèöà C, ÷òî

Φ(t+ ω) = Φ(t)C.

Â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû C ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìàò-
ðèöà R, ÷òî C = eωR èëè R = 1

ω lnC.
Ðàññìîòðèì òåïåðü P (t) = Φ(t)e−Rt. Ïîêàæåì, ÷òî ýòà ìàò-

ðèöà ïåðèîäè÷åñêàÿ:

P (t+ ω) = Φ(t+ ω)e−R(t+ω) = Φ(t)Ce−Rt−Rω =

= Φ(t)eωRe−Rte−Rω = Φ(t)eωRe−ωRe−Rt =

= Φ(t)e−Rt = P (t).

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî

Φ(t) = P (t)eRt.

Îïðåäåëåíèå 39 Ñîáñòâåííûå ÷èñëà µ1, . . . , µn ìàòðèöû C

íàçûâàþòñÿ ìóëüòèïëèêàòîðàìè ñèñòåìû (6.16).

Îïðåäåëåíèå 40 Ñîáñòâåííûå ÷èñëà λ1, . . . , λn ìàòðèöû R

íàçûâàþòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ïîêàçàòåëÿìè ñèñòåìû

(6.16).

Çàäà÷à 16 Äîêàçàòü êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèé (ò. å., ÷òî

ìóëüòèïëèêàòîðû è õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè íå çàâè-

ñÿò îò âûáîðà ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû).
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Î÷åâèäíà ñâÿçü ìåæäó õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ïîêàçàòåëÿìè
è ìóëüòèïëèêàòîðàìè ñèñòåìû, à èìåííî

µk = eλkω,

λk =
1

ω
lnµk.

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî

Reλk = 0⇐⇒ |µk| = 1,

Reλk < 0⇐⇒ |µk| < 1,

Reλk > 0⇐⇒ |µk| > 1.

6.8.2 Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (6.16). Ïóñòü Λ � æîðäàíîâà íîðìàëüíàÿ
ôîðìà ìàòðèöû R, ò. å. Λ = T−1RT èëè R = TΛT−1, ãäå
T � íåâûðîæäåííàÿ ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà. Òîãäà, ïî ñâîéñòâó
ìàòðè÷íîé ýêñïîíåíòû,

Φ(t) = P (t)eRt = P (t)TeΛtT−1

èëè

Φ(t)T = P (t)TeΛt.

Ïî òðåòüåìó ñâîéñòâó ôóíäàìåíòàëüíûõ ìàòðèö, ìàòðèöà
Ψ(t) = Φ(t)T òàêæå ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: ÷åðåç ψ1, . . . , ψn îáîçíà÷èì
ñòîëáöû ìàòðèöû Ψ, à ÷åðåç q1, . . . , qn îáîçíà÷èì ñòîëáöû ïåðè-
îäè÷åñêîé ìàòðèöû Q(t) = P (t)T .

Ñðàâíèâàÿ ñòîëáöû â ìàòðè÷íîì ðàâåíñòâå

Ψ(t) = Q(t)eΛt
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ñëåâà è ñïðàâà, ïîëó÷èì

ψ1(t) = eλ1tq1(t),
ψ2(t) = eλ2tq2(t),
. . .
ψs+1(t) = eλs+1tqs+1(t),
ψs+2(t) = eλs+1t[qs+2(t) + tqs+1(t)],

ψs+3(t) = eλs+1t[qs+3(t) + tqs+2(t) + t2

2 qs+1(t)],
. . .
ψs+m1(t) = eλs+1t[qs+m1(t) + tqs+m1−1(t)+

+ · · ·+ tm1−1

(m1−1)!qs+1(t)],

ψs+m1+1 = eλs+2tqs+m1+1,
. . .

Òàêèì îáðàçîì, ñòðóêòóðà ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû ñè-
ñòåì ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè àíàëîãè÷íà ñòðóêòóðå
ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû ñèñòåì ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåí-
òàìè.
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Ãëàâà 7

Óñòîé÷èâîñòü äâèæåíèÿ

7.1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

ẋ = f(t, x), (7.1)

ãäå t � íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, x � âåêòîð ðàçìåðíîñòè n,
f � âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ è íåïðåðûâíàÿ ïî ñîâî-
êóïíîñòè ïåðåìåííûõ ïðè t ∈ [t0,∞], x ∈ D ⊂ Rn.

Îïðåäåëåíèå 41 Ðåøåíèå x = ϕ(t), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëü-

íîìó óñëîâèþ ϕ(t0) = x0 è îïðåäåëåííîå ïðè ∀t ≥ t0, íàçûâàåòñÿ
óñòîé÷èâûì (óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó), åñëè äëÿ ∀t0 è ∀ε > 0

∃δ = δ(ε, t0) òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ x = x(t) ñèñòåìû

(7.1), óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ ‖x(t0)− ϕ(t0)‖ < δ, âûïîëíÿ-

åòñÿ:

1) x(t) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t ≥ t0,
2) ‖x(t)− ϕ(t)‖ < ε ∀t ≥ t0.
Åñëè âûáîð δ íå çàâèñèò îò t0, à îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü ε, òî

óñòîé÷èâîñòü íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíîé.
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Îïðåäåëåíèå 42 Ðåøåíèå x = ψ(t) ñèñòåìû (7.1) íàçûâàåòñÿ

íåóñòîé÷èâûì, åñëè ∃t0 è ∃ε > 0 òàêèå, ÷òî ∀δ ñóùåñòâóåò
òàêîå ðåøåíèå x = x(t) ñèñòåìû (7.1), ÷òî

‖x(t0)− ψ(t0)‖ < δ,

è ñóùåñòâóåò òàêîå t∗ > t0, ÷òî x(t∗) ëèáî íå îïðåäåëåíî, ëèáî

‖x(t∗)− ψ(t∗)‖ ≥ ε.

Îïðåäåëåíèå 43 Ðåøåíèå x = ϕ(t) íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè-

÷åñêè óñòîé÷èâûì (ïî Ëÿïóíîâó), åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷è-

âûì, è δ â îïðåäåëåíèè óñòîé÷èâîñòè ìîæåò áûòü âûáðàíî

òàêèì, ÷òî

‖x(t)− ϕ(t)‖ → 0 ïðè t→∞.

Ïðèìåð 23 Èññëåäóåì íà óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèå x = ϕ(t) óðàâ-

íåíèÿ

ẋ = ax,

óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ ϕ(0) = 1.

Îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä x(t) = x0e
at, ãäå

x0 = x(0). Òîãäà ϕ(t) = eat.

Çàïèøåì îïðåäåëåíèå óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ x = ϕ(t):

∀ε > 0 ∃δ = δ(ε) : ∀x(t) = x0e
at : ‖x0 − 1‖ < δ ⇒

⇒ ‖ϕ(t)− x(t)‖ = |x0e
at − eat| = |x0 − 1|eat < δeat.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

ïðè a = 0 ðåøåíèå ϕ(t) óñòîé÷èâî è δ = ε;

ïðè a > 0 � íåóñòîé÷èâî,

ïðè a < 0 � àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî (δ = ε).

137



Èññëåäîâàíèå íà óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ x = ϕ(t) ñèñòåìû
(7.1) ìîæíî ñâåñòè ê èññëåäîâàíèþ íà óñòîé÷èâîñòü òðèâèàëü-
íîãî, òî åñòü òîæäåñòâåííî ðàâíîãî íóëþ ðåøåíèÿ íåêîòîðîé
äðóãîé ñèñòåìû. Äåéñòâèòåëüíî, ñ ïîìîùüþ çàìåíû x = ϕ(t)+y
èç ñèñòåìû (7.1) ïîëó÷àåì

ẏ = F (t, y), (7.2)

ãäå F (t, y) = f(t, y + ϕ(t)) − f(t, ϕ(t)). Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèþ
x = ϕ(t) ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèå y ≡ 0 ñèñòåìû (7.2).

Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîñòè äëÿ òðèâèàëüíîãî ðå-
øåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 44 Òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (7.2) íàçû-

âàåòñÿ óñòîé÷èâûì (óñòîé÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó), åñëè ∀t0 è

∀ε > 0 ∃δ = δ(ε, t0) òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ y(t) ñèñòå-

ìû (7.2), óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ ‖y(t0)‖ < δ, âûïîëíÿåòñÿ:

1) y(t) îïðåäåëåíî ïðè âñåõ t ≥ t0,
2) ‖y(t)‖ < ε ∀t ≥ t0.

Îïðåäåëåíèå 45 Òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (7.2) íàçûâà-

åòñÿ íåóñòîé÷èâûì, åñëè ∃t0 è ∃ε > 0 òàêèå, ÷òî ∀δ ñóùåñòâó-
åò òàêîå ðåøåíèå y(t) ñèñòåìû (7.2), ÷òî ‖y(t0)‖ < δ è ∃t = t∗:

y(t∗) ëèáî íåîïðåäåëåíà, ëèáî ‖y(t∗)‖ ≥ ε.

Îïðåäåëåíèå 46 Òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (7.2) íàçûâà-

åòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì (ïî Ëÿïóíîâó), åñëè îíî ÿâ-

ëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì, è δ â îïðåäåëåíèè óñòîé÷èâîñòè ìîæåò

áûòü âûáðàíî òàêèì, ÷òî ‖y(t)‖ → 0 ïðè t→∞.

Ïðèìåð 24 Èññëåäóåì íà óñòîé÷èâîñòü òðèâèàëüíîå ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ

ẋ = x2.
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Îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

x(t) = − 1

t− x0
−1
,

ãäå x0 = x(0).

Îòìåòèì, ÷òî ïðè x0 > 0 â òî÷êå t = x0
−1 ðåøåíèå x(t) íå

îïðåäåëåíî, òî åñòü ïåðâîå óñëîâèå â îïðåäåëåíèè óñòîé÷èâîñòè

íàðóøåíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå x ≡ 0 óðàâíåíèÿ íåóñòîé÷è-

âî.

7.2 Óñòîé÷èâîñòü ëèíåéíûõ ñèñòåì

ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó
dx

dt
= Ax, (7.3)

ãäå x ∈ Rn � âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ,A� ïîñòîÿííàÿ n×n-ìàòðèöà.

Óòâåðæäåíèå 7 Åñëè âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A èìå-

þò îòðèöàòåëüíóþ âåùåñòâåííóþ ÷àñòü, òî ñóùåñòâóþò òàêèå

÷èñëà κ ≥ 1 è α > 0, ÷òî

‖eAt‖ ≤ κe−αt ∀t ≥ 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î
Ïóñòü Λ � æîðäàíîâà ôîðìà ìàòðèöû A, òîãäà

eAt = TeΛtT−1, ‖eAt‖ ≤ ‖T‖‖T−1‖‖eΛt‖.

Ýëåìåíòû ìàòðèöû eΛt èìåþò âèä:

ëèáî
tk

k!
e−µt ïðè λ = −µ (µ > 0),
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ëèáî
tk

k!
e−µt cos νt èëè

tk

k!
e−µt sin νt ïðè λ = −µ± iν.

Òàê êàê ñóùåñòâóåò òàêîå α > 0, ÷òî −µ ≤ −2α < 0, òî äëÿ
t ≥ 0 èìååò ìåñòî îöåíêà

tk

k!
e−µt = e−αt

tk

k!
e(µ+α)t ≤ Ce−αt,

ãäå C � íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.
Â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèé sin νt è cos νt, àíàëîãè÷-

íûå îöåíêè ñïðàâåäëèâû äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû eΛt. Äëÿ
çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàëîñü îòìåòèòü, ÷òî ìàòðèöû T
è T−1 ïîñòîÿííûå, ñëåäîâàòåëüíî èõ íîðìû ðàâíû êîíñòàíòàì.

Çàäà÷à 17 Ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ íîðìû ìàòðèöû äëÿ ñëå-

äóþùèõ òðåõ îñíîâíûõ ôîðì âåêòîðíîé íîðìàëè

1.
√
x2

1 + x2
2 + . . .

2. |x1|+ |x2|+ . . .

3. sup
i
|xi|

Óòâåðæäåíèå 8 Åñëè âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A, èìå-

þùèå íóëåâûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè, ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè è ïîëó-

ïðîñòûìè, ò. å. èõ ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòü (êîëè÷åñòâî ñîîò-

âåòñòâóþùèõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ) ñîâ-

ïàäàåò ñ èõ àëãåáðàè÷åñêîé êðàòíîñòüþ (êðàòíîñòüþ ñîáñòâåí-

íîãî êîðíÿ), à ó îñòàëüíûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë âåùåñòâåííûå ÷à-

ñòè îòðèöàòåëüíûå, òî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî κ ≥ 1, ÷òî

‖eAt‖ ≤ κ ∀t ≥ 0.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî îòìå-
òèòü, ÷òî ñîáñòâåííûì ÷èñëàì ñ íóëåâîé âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ
ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòû 1, sin νt, cos νt ìàòðèöû eΛt (Λ � æîð-
äàíîâà ôîðìà ìàòðèöû A), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè
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ôóíêöèÿìè. À ýëåìåíòû, îòâå÷àþùèå îñòàëüíûì ñîáñòâåííûì
÷èñëàì, óäîâëåòâîðÿþò îöåíêàì, ïîëó÷åííûì â ïðåäûäóùåì
óòâåðæäåíèè.

Òåîðåìà 25 (îá óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ ïîñòîÿí-

íûìè êîýôôèöèåíòàìè)

I. Åñëè âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A èìåþò îòðèöà-

òåëüíóþ âåùåñòâåííóþ ÷àñòü, òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (7.3)

óñòîé÷èâî, ïðè÷åì àñèìïòîòè÷åñêè.

II. Åñëè õîòÿ áû îäíî ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû A èìååò ïî-

ëîæèòåëüíóþ âåùåñòâåííóþ ÷àñòü, òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû

íåóñòîé÷èâî.

III. Ïóñòü ñðåäè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû A èìåþòñÿ ÷èñ-

ëà ñ íóëåâîé âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ, à ó îñòàëüíûõ ñîáñòâåííûõ

÷èñåë âåùåñòâåííûå ÷àñòè îòðèöàòåëüíû. Åñëè âñå ñîáñòâåííûå

÷èñëà ñ íóëåâîé âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè è ïî-

ëóïðîñòûìè, òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû óñòîé÷èâî. Â ïðîòèâ-

íîì ñëó÷àå íóëåâîå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû íåóñòîé÷èâî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î
I. Îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (7.3) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

x = x0e
At, x(0) = x0.

Åñëè âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A èìåþò îòðèöàòåëüíóþ
âåùåñòâåííóþ ÷àñòü, òî, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 7,

‖x(t)‖ ≤ κe−αt‖x0‖.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî
â îïðåäåëåíèè óñòîé÷èâîñòè ïîëîæèòü δ = ε/κ. À òàê êàê

lim
t→∞
‖x(t)‖ = 0,

òî ýòà óñòîé÷èâîñòü àñèìïòîòè÷åñêàÿ.
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II. Åñëè ñðåäè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû A åñòü âå-
ùåñòâåííîå ïîëîæèòåëüíîå λ, òîãäà åìó îòâå÷àåò ðåøåíèå
x(t) = Ceλtp, ãäå p � ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííûé âåêòîð,
C � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Âûáèðàÿ C òàê, ÷òîáû

‖x(0)‖ = C‖p‖ < δ,

ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå

ε > 0, t∗ =
1

λ
ln
ε

δ
: ‖x(t∗)‖ > ε.

Ñëåäîâàòåëüíî, íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû íåóñòîé÷èâî.
Åñëè λ = α ± iβ (α > 0), òî ìîæíî âûáðàòü ðåøåíèå

x(t) = Ceαt cosβt · p, ãäå C‖p‖ < δ. Òîãäà

∃ε > 0 ∃t∗ =
πk

β
(k ∈ N), t∗ >

1

λ
ln
ε

δ
: ‖x(t∗)‖ > ε.

Òàêèì îáðàçîì, è â ýòîì ñëó÷àå íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû
íåóñòîé÷èâî.

III. Â ñëó÷àå ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ñ íóëåâîé âåùåñòâåííîé
÷àñòüþ, äîïóñêàþùèõ ëèøü ïðîñòûå ýëåìåíòàðíûå äåëèòåëè,
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî
â îïðåäåëåíèè ïîëîæèòü δ = ε/κ, òàê êàê, ñîãëàñíî óòâåðæäå-
íèþ 8,

‖x(t)‖ = x0e
At ≤ κ‖x0‖.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ âèäà

p1t+ p2, (p1t+ p2) cosβt, (p1t+ p2) sinβt,

ãäå p1 è p2 � ñîáñòâåííûé è ïðèñîåäèíåííûé âåêòîðû ñîîòâåò-
ñòâåííî. Íåóñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ñëåäóåò èç
íåîãðàíè÷åííîñòè ýòèõ ôóíêöèé ïðè t→∞.

Çàäà÷à 18 Äîêàçàòü, ÷òî âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû

ẋ = A(t)x+B(t)

îäíîâðåìåííî óñòîé÷èâû (àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâû) ëèáî

íåóñòîé÷èâû.
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7.3 Óñòîé÷èâîñòü ëèíåéíûõ ñèñòåì

c ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè

Òåîðåìà 26 (îá óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ ïåðèîäè÷å-

ñêèìè êîýôôèöèåíòàìè)

I. Åñëè âñå ìóëüòèïëèêàòîðû ëèíåéíîé ñèñòåìû ñ ïåðèîäè÷å-

ñêèìè êîýôôèöèåíòàìè ïî ìîäóëþ ìåíüøå åäèíèöû (âñå õàðàê-

òåðèñòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè èìåþò îòðèöàòåëüíóþ âåùåñòâåííóþ

÷àñòü), òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû óñòîé÷èâî, ïðèòîì àñèìï-

òîòè÷åñêè.

II. Åñëè õîòÿ áû îäèí ìóëüòèïëèêàòîð ñèñòåìû ïî ìîäóëþ áîëü-

øå åäèíèöû (õîòÿ áû îäèí õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîêàçàòåëü èìå-

åò ïîëîæèòåëüíóþ âåùåñòâåííóþ ÷àñòü), òî íóëåâîå ðåøåíèå ñè-

ñòåìû íåóñòîé÷èâî.

III. Ïóñòü ÷àñòü ìóëüòèïëèêàòîðîâ ñèñòåìû ïî ìîäóëþ ðàâíû

åäèíèöå, à îñòàëüíûå ïî ìîäóëþ áîëüøå åå (÷àñòü õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé èìåþò íóëåâóþ âåùåñòâåííóþ ÷àñòü, à

îñòàëüíûå � ïîëîæèòåëüíóþ). Åñëè ìóëüòèïëèêàòîðû, ìîäóëè

êîòîðûõ ðàâíû åäèíèöå, äîïóñêàþò ëèøü ïðîñòûå ýëåìåíòàð-

íûå äåëèòåëè, òî íóëåâîå ðåøåíèå óñòîé÷èâî. Â ïðîòèâíîì ñëó-

÷àå îíî íåóñòîé÷èâî.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îñíîâûâàåòñÿ íà àíàëîãèè ñòðóê-
òóð ôóíäàìåíòàëüíûõ ìàòðèö ñèñòåì ñ ïîñòîÿííûìè è ïåðèî-
äè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè [4, 11].

7.4 Ìåòîä ôóíêöèé Ëÿïóíîâà

Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ V = V (x), îïðåäåëåííóþ â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ U0 = {‖x‖ < h}. Ââåäåì îñíîâíûå
îïðåäåëåíèÿ çíàêîïîñòîÿííûõ è çíàêîîïðåäåëåííûõ ôóíêöèé.
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Îïðåäåëåíèå 47 Ôóíêöèÿ V (x) íàçûâàåòñÿ çíàêîïîñòîÿííîé

(çíàêîïîëîæèòåëüíîé èëè çíàêîîòðèöàòåëüíîé) â U0, åñëè

V (x) ≥ 0 (V (x) ≤ 0) ∀x ∈ U0.

Îïðåäåëåíèå 48 Ôóíêöèÿ V (x) íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåííîé â U0, åñëè

V (x) > 0 ∀x ∈ U0 \ 0, V (0) = 0.

Îïðåäåëåíèå 49 Ôóíêöèÿ V (x) íàçûâàåòñÿ îòðèöàòåëüíî

îïðåäåëåííîé â U0, åñëè

V (x) < 0 ∀x ∈ U0 \ 0, V (0) = 0.

Îïðåäåëåíèå 50 Ôóíêöèÿ V (x) íàçûâàåòñÿ çíàêîïåðåìåí-

íîé, åñëè îíà íå ÿâëÿåòñÿ çíàêîïîñòîÿííîé, ò. å. â ëþáîé

îêðåñòíîñòè íóëÿ îíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ.

Ïðèìåð 25 V (x, y) = x2 + y2 � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ

ôóíêöèÿ.

Ïðèìåð 26 V (x, y) = x2 � çíàêîïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ.

Ïðèìåð 27 V (x) = x2 � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ôóíê-

öèÿ.

Ïðèìåð 28 V (x, y) = x2 + y2 − y3 � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí-

íàÿ ôóíêöèÿ.

Ïðèìåð 29 V (x, y) = x2 + y � çíàêîïåðåìåííàÿ ôóíêöèÿ.

Ïðèìåð 30 V (x) = x � çíàêîïåðåìåííàÿ ôóíêöèÿ.
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Ïðèìåð 31 V (x, y) = x2 + y2 + 2xy � çíàêîïîëîæèòåëüíàÿ

ôóíêöèÿ.

Óòâåðæäåíèå 9 Ïóñòü V (x) � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ

ôóíêöèÿ. Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ c ïîâåðõíî-

ñòè óðîâíÿ V (x) = c ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè è îêðóæàþò íà÷àëî

êîîðäèíàò.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ êðè-

âàÿ, âûïóùåííàÿ èç íà÷àëà êîîðäèíàò, îáÿçàòåëüíî ïåðåñå÷åò
ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ôóíêöèþ V (x) íà
íåêîòîðîé ñôåðå S ðàäèóñà h

S = {x : ‖x‖ = h}.

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè V (x) è çàìêíóòîñòè ìíîæåñòâà
S èìååì

∃ min
‖x‖=h

V (x) = l > 0.

Âîçüìåì íåêîòîðîå ÷èñëî c: 0 < c < l. Ïðîâåäåì ïðîèçâîëü-
íóþ íåïðåðûâíóþ êðèâóþ, ñîåäèíÿþùóþ íà÷àëî êîîðäèíàò ñ
íåêîòîðîé òî÷êîé ñôåðû S. Ïóñòü x = x(t) � ïàðàìåòðè÷åñêîå
çàäàíèå ýòîé êðèâîé, ïðè÷åì

‖x(t0)‖ = 0, ‖x(t1)‖ = h.

Äëÿ ôóíêöèè v(t) = V (x(t)) èìååì

v(t0) = 0, v(t1) ≥ l.

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèÿ v(t) áóäåò ïðèíèìàòü âñå
ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ îò 0 äî l. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâó-
åò òàêîå çíà÷åíèå t∗, ïðè êîòîðîì v(t∗) = V (x(t∗)) = c, ÷òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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7.4.1 Òåîðåìà Ëÿïóíîâà îá óñòîé÷èâîñòè

Îïðåäåëåíèå 51 Àâòîíîìíîé íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ñèñòåìà,

ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðîé íå çàâèñèò ÿâíûì îáðàçîì îò t, ò. å.

ñèñòåìà âèäà

ẋ = f(x), (7.4)

ãäå x ∈ Rn, f(x) � íåïðåðûâíàÿ n-ìåðíàÿ âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ.

Ïóñòü f(0) = 0, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà (7.4) èìååò òðè-
âèàëüíîå ðåøåíèå.

Ïóñòü ôóíêöèÿ V (x) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U0 íà÷àëà êîîðäèíàò. Ïðî-
äèôôåðåíöèðóåì V (x) ïî t, ñ÷èòàÿ, ÷òî x � ðåøåíèå ñèñòåìû
(7.4):

dV (x)

dt
=
dV

dx
· dx
dt

=
dV

dx
· f(x) = V̇ (x),

V̇ (x) = (grad V, f) =
n∑

i=1

∂V

∂xi
fi. (7.5)

Îïðåäåëåíèå 52 Ôóíêöèÿ V̇ (x), îïðåäåëåííàÿ (7.5), íàçûâà-

åòñÿ ïîëíîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè V (x) ïî âðåìåíè, âû÷èñëåí-

íîé â ñèëó ñèñòåìû (7.4).

Ïðèìåð 32 Ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè V (x, y) = x2 + y2 ïî

âðåìåíè, âû÷èñëåííàÿ â ñèëó ñèñòåìû

{
ẋ = y,

ẏ = −x,

ðàâíà

V̇ = 2xẋ+ 2yẏ = 2xy − 2yx = 0.
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Ïðèìåð 33 Ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè V = x2 + y2 + xz ïî

âðåìåíè, âû÷èñëåííàÿ â ñèëó ñèñòåìû





ẋ = x+ y + z,

ẏ = z2,

ż = −5y,

ðàâíà

V̇ = (2x+ z)(x+ y + z) + 2yz2 − 5xy.

Òåîðåìà 27 (Ëÿïóíîâà îá óñòîé÷èâîñòè)

Åñëè äëÿ ñèñòåìû (7.4) ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ

ôóíêöèÿ V (x), ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîé ïî âðåìåíè, âû÷èñ-

ëåííàÿ â ñèëó äàííîé ñèñòåìû, ÿâëÿåòñÿ çíàêîîòðèöàòåëüíîé

ôóíêöèåé, òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû óñòîé÷èâî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î
Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0, è ðàññìîòðèì ñôåðó Sε ðà-

äèóñà ε. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè V (x) è çàìêíóòîñòè
ìíîæåñòâà Sε

∃ min
‖x‖=ε

V (x) = l > 0.

Âîçüìåì íåêîòîðîå ÷èñëî c: 0 < c < l, è ðàññìîòðèì ïîâåðõ-
íîñòü óðîâíÿ V (x) = c, êîòîðàÿ ëåæèò âíóòðè ñôåðû Sε. Âíóò-
ðè ýòîé ïîâåðõíîñòè âûäåëèì øàð ðàäèóñà δ > 0. Ïóñòü x0 �
íåêîòîðàÿ âíóòðåííÿÿ òî÷êà ýòîãî øàðà, ò. å. ‖x0‖ < δ. Âûïó-
ñòèì èç ýòîé òî÷êè ðåøåíèå x = x(t), x(0) = x0. Äîêàæåì, ÷òî
äëÿ âñåõ t ≥ 0 ýòî ðåøåíèå ïîëíîñòüþ ëåæèò â ñôåðå Sε, ÷òî
áóäåò îçíà÷àòü óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ, ñîãëàñíî îïðå-
äåëåíèþ.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ∃t∗ ≥ 0 : x(t∗) ∈ Sε. Ðàññìîòðèì
ôóíêöèþ v(t) = V (x(t)). Òàê êàê

dv

dt
= V̇ (x(t)) ≤ 0,
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ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ V(t) íà ïðîìåæóòêå [0, t∗] íå âîçðàñòà-
åò, è

v(0) = V (x(t0)) < l.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

v(t∗) = V (x(t∗)) ≥ l.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

7.4.2 Òåîðåìà îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè

Òåîðåìà 28 (Ëÿïóíîâà îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè)

Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (7.4) ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí-

íàÿ ôóíêöèÿ V (x), ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ êîòîðîé ïî âðåìåíè, âû-

÷èñëåííàÿ â ñèëó äàííîé ñèñòåìû, åñòü îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåí-

íàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû àñèìïòîòè÷åñêè

óñòîé÷èâî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î
Â ñèëó òåîðåìû îá óñòîé÷èâîñòè íóëåâîå ðåøåíèå (7.4)

óñòîé÷èâî: ∀ε > 0 ∃δ(ε) > 0 :

∀x(t) : ‖x(0)‖ < δ =⇒ ‖x(t)‖ < ε ∀t ≥ 0,

ò. å. ëþáîå ðåøåíèå, âûïóùåííîå èç òî÷êè x0 (‖x0‖ < δ), öåëèêîì
íàõîäèòñÿ âíóòðè ñôåðû Sε.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ v(t) = V (x(t)). Òàê êàê

dv

dt
= V̇ (x(t)) < 0 ∀t > 0,

ò. å. ôóíêöèÿ v(t) ìîíîòîííî óáûâàåò è îãðàíè÷åíà ñíèçó íóëåì.
Ñëåäîâàòåëüíî, îíà èìååò ïðåäåë

lim
t→∞

v(t) = α ≥ 0.
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Ïóñòü α > 0, òîãäà ∃β > 0 : ‖x(t)‖ ≥ β. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè òàêîãî ÷èñëà íå ñóùåñòâóåò, òî ‖x(t)‖ ìîæåò ïðèíèìàòü
ñêîëü óãîäíî ìàëûå çíà÷åíèÿ. Íî â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíê-
öèè V (x(t)), ýòî îçíà÷àåò, ÷òî è v(t) ìîæåò ïðèíèìàòü ñêîëü
óãîäíî ìàëûå çíà÷åíèÿ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ α > 0. Ñëå-
äîâàòåëüíî,

∃γ > 0 : V̇ (x(t)) ≤ −γ,
òàê êàê, åñëè òàêîãî ÷èñëà íå ñóùåñòâóåò, òî ôóíêöèÿ V̇ (x(t))
ìîæåò ïðèíèìàòü ñêîëü óãîäíî ìàëûå çíà÷åíèÿ. Íî òîãäà, â ñè-
ëó åå íåïðåðûâíîñòè, x(t) ìîæåò ïðèíèìàòü ñêîëü óãîäíî ìàëûå
çíà÷åíèÿ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ β > 0.

Òîãäà

v(t) = V (x(t)) = V (x0) +

t∫

0

V̇ (x(s))ds ≤ V (x0)− γt < 0

ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå, êîòîðîå äî-
êàçûâàåò, ÷òî α íå ìîæåò áûòü áîëüøå íóëÿ.

Ñëåäîâàòåëüíî, α = 0, ò. å. v(t) = V (x(t))→ 0 ïðè t→∞. Â
ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè V (x) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ‖x(t)‖ → 0
ïðè t→∞, ò. å. àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøå-
íèÿ.

Ïðèìåð 34 Ïðèìåíèì òåîðåìû Ëÿïóíîâà îá óñòîé÷èâîñòè è

àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ê ñèñòåìå
{
ẋ = y + αx3,

ẏ = −x+ αy3.

Ðàññìîòðèì ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííóþ ôóíêöèþ V = x2+y2.

Òàê êàê

V̇ = 2α(x4 + y4),

òî ïðè α = 0 íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû óñòîé÷èâî, à ïðè

α < 0 � àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.
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7.4.3 Òåîðåìà Ëÿïóíîâà

î íåóñòîé÷èâîñòè

Òåîðåìà 29 (Ëÿïóíîâà î íåóñòîé÷èâîñòè)

Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (7.4) ñóùåñòâóåò V (x), ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ

êîòîðîé ïî âðåìåíè, âû÷èñëåííàÿ â ñèëó ñèñòåìû, ÿâëÿåòñÿ ïî-

ëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ôóíêöèåé, è â ëþáîé îêðåñòíîñòè íà-

÷àëà êîîðäèíàò ñóùåñòâóþò òî÷êè, â êîòîðîé ôóíêöèÿ ïðèíè-

ìàåò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ:

∀ε > 0 ∃x0 : ‖x0‖ < ε : V (x0) > 0.

Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû íåóñòîé÷èâî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î
Âûáåðåì ε òàê, ÷òîáû â øàðå Sε ðàäèóñà ε ôóíêöèÿ V̇ (x)

ïðèíèìàëà òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Çàôèêñèðóåì ïðî-
èçâîëüíîå δ < ε. Ñîãëàñíî óñëîâèÿì òåîðåìû, â øàðå Sδ ñó-
ùåñòâóåò x0 : V (x0) > 0. Èç ýòîé òî÷êè âûïóñòèì ðåøåíèå
x(t) : x(0) = x0.

Ïîêàæåì, ÷òî ýòî ðåøåíèå x(t) ïðè íåêîòîðîì t = t∗ ïî-
êèäàåò øàð Sε, ÷òî îçíà÷àåò íåóñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ
ñèñòåìû ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ∀t ‖x(t)‖ < ε. Ðàññìîòðèì ôóíê-
öèþ v(t) = V (x(t)). Òàê êàê

dv(t)

dt
= V̇ (x(t)) > 0,

òî ôóíêöèÿ v(t) � âîçðàñòàþùàÿ, ïðè ýòîì îíà îãðàíè÷åíà â
ñèëó îãðàíè÷åííîñòè ‖x(t)‖.

Òàê êàê v(t) ≥ V (x0) > 0, òî ∃β > 0 : ‖x(t)‖ ≥ β. Â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ v(t) ìîãëà áû ïðèíèìàòü ñêîëü óãîäíî
ìàëûå çíà÷åíèÿ (ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îá àñèìïòîòè÷å-
ñêîé óñòîé÷èâîñòè, ñòð. 148).

150



Ñëåäîâàòåëüíî, γ > 0 : V̇ (x(t)) ≥ γ ∀t ≥ 0. Òîãäà ôóíêöèÿ

v(t) = V (x(t)) = V (x0) +

t∫

0

V̇ (x(s))ds ≥ V (x0) + γt

íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò. Ðàíåå áûëî îòìå÷åíî, ÷òî ýòà ôóíê-
öèÿ îãðàíè÷åííà äëÿ âñåõ t ≥ 0. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çà-
âåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Ïðèìåð 35 Ïðèìåíèì òåîðåìó Ëÿïóíîâà î íåóñòîé÷èâîñòè ê

ñèñòåìå

{
ẋ = y + αx3,

ẏ = −x+ αy3.

Ðàññìîòðèì ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííóþ ôóíêöèþ V = x2 +y2.

Òàê êàê

V̇ = 2α(x4 + y4),

òî ïðè α > 0 íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû íåóñòîé÷èâî.

7.4.4 Òåîðåìà ×åòàåâà î íåóñòîé÷èâîñòè

Ðàññìîòðèì øàð Sh ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è ðàäèóñîì
h. Ïóñòü U � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, ïðèìûêàþùåå ê íà÷àëó êî-
îðäèíàò. ×åðåç Γ îáîçíà÷èì òó ÷àñòü ãðàíèöû ìíîæåñòâà U ,
êîòîðàÿ ëåæèò âíóòðè øàðà Sh.

Òåîðåìà 30 Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (7.4) ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ

V (x), êîòîðàÿ â îáëàñòè U ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ

è îáðàùàåòñÿ â íîëü íà Γ, è ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ýòîé ôóíê-

öèè ïî âðåìåíè, âû÷èñëåííàÿ â ñèëó äàííîé ñèñòåìû V̇ (x) > 0

∀x ∈ U . Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû íåóñòîé÷èâî.
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Ðèñ. 7.1: Èëëþñòðàöèÿ ê òåîðåìå ×åòàåâà 30

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î
Ðàññìîòðèì ñôåðó Sε = {x : ‖x‖ = ε} (ðèñ. 7.1). Èç ïðî-

èçâîëüíîé òî÷êè x0 îáëàñòè U , òàêîé, ÷òî ‖x0‖ < ε, âûïóñòèì
òðàåêòîðèþ x = x(t).

Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû
Ëÿïóíîâà î íåóñòîé÷èâîñòè, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñî âðåìåíåì
òðàåêòîðèÿ x = x(t) ïîêèíåò îáëàñòü U . Äîêàæåì, ÷òî òðàåêòî-
ðèÿ ïîêèíåò îáëàñòü U íå ÷åðåç ãðàíèöó Γ.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå:

∃t∗ : x(t∗) ∈ Γ.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ v(t) = V (x(t)). Òàê êàê

v(t0) = V (x0) > 0,
dv(t)

dt
= V̇ (x(t)) > 0 ∀t ∈ [t0, t

∗],

ñëåäîâàòåëüíî, v(t) âîçðàñòàåò ∀t ∈ [t0, t
∗] è v(t∗) > 0. Íî, ñ

äðóãîé ñòîðîíû,

x(t∗) ∈ Γ =⇒ v(t∗) = V (x(t∗)) = 0.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî ðåøåíèå x = x(t) ïî-
êèäàåò îáëàñòü U , ïåðåñåêàÿ ñôåðó Sε, ÷òî îçíà÷àåò íåóñòîé÷è-
âîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ.
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Ïðèìåð 36 Ðàññìîòðèì ñèñòåìó
{
ẋ = xy + x2,

ẏ = −y.
Ïóñòü U = {(x, y) : x ≥ 0, y ≥ 0}, V (x, y) = x+ xy.

Òàê êàê íà ãðàíèöå Γ = {x = 0, y = −x} V (x, y) = 0, à â

îáëàñòè U

V (x, y) > 0, V̇ (x, y) = x2(1 + y) + y2x > 0,

òî, ñîãëàñíî òåîðåìå ×åòàåâà, íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû íåóñòîé-

÷èâî.

7.5 Óñòîé÷èâîñòü ïî òàíãàæó ñïóòíèêà íà

êðóãîâîé îðáèòå

Ðàññìîòðèì ïëîñêîå äâèæåíèå ñèììåòðè÷íîãî ñïóòíèêà ïî êðó-
ãîâîé îðáèòå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî óãîë òàíãàæà x è ñêîðîñòü
y = ẋ îïèñûâàþòñÿ ñèñòåìîé äâóõ ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé:

{
ẋ = y,
ẏ = − sinx+ l sin 2x− ηy. (7.6)

Ïîñòîÿííûå η è l îïðåäåëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè äâèæåíèÿ ñïóòíè-
êà, η � äèíàìè÷åñêèé êîýôôèöèåíò àýðîäèíàìè÷åñêîãî ñîïðî-
òèâëåíèÿ, l < 1/2 � ìîìåíò ñèë òÿãîòåíèÿ. Çàäà÷à ñîñòîèò â
îïðåäåëåíèè óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû
(7.6). Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà âèäà

V (x, y) =
1

2
η2x2 + ηxy + y2 + 4

(
1− 2l cos2 x

2

)
sin2 x

2
.

Äëÿ V̇ (x, y) ïîëó÷àåòñÿ âûðàæåíèå

V̇ (x, y) = −ηy2 − η (1− 2l cosx)x sinx.

Ñëåäîâàòåëüíî, íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (7.6) àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâî, òàê êàê ïðè l < 1/2 âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû
Ëÿïóíîâà îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè.
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7.6 Óñòîé÷èâîñòü ïî ïåðâîìó

ïðèáëèæåíèþ

Òàê êàê ïîíÿòèå óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû
(7.4) ñâÿçàíî ñ ìàëîé îêðåñòíîñòüþ íà÷àëà êîîðäèíàò â ôàçî-
âîì ïðîñòðàíñòâå, òî îïðåäåëÿþùèìè ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ ñèñòå-
ìû áóäóò ãëàâíûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ f(x) ïî x â îêðåñòíîñòè
x = 0. Òàê êàê f(0) = 0, òî ãëàâíûìè áóäóò ëèíåéíûå ÷ëåíû
ðàçëîæåíèÿ f ïî x, ò. å. ÷ëåíû ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẋ = f(x), f(x) = Ax+ g(x), (7.7)

ãäå
‖g(x)‖
‖x‖ → 0 ïðè ‖x‖ → 0. Ñèñòåìà

ẋ = Ax (7.8)

íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ (7.7).
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñêàëÿðíûé ñëó÷àé ñèñòåìû (7.4):

ẋ = f(x), f(0) = 0.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèè f(x) è ñîîòíîøåíèå
f(0) = 0, ïîëó÷èì

f(x) = f ′(0)x+ g(x),

ãäå g(x) = O(x2) ïðè x→ 0. Ðîëü ñèñòåìû ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ
èãðàåò óðàâíåíèå

ẋ = ax,

ãäå a = f ′(0).
Â âåêòîðíîì ñëó÷àå ðîëü ñèñòåìû ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ èã-

ðàåò ñèñòåìà

ẋ = Ax,
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ãäå

A =




∂f1(0)

∂x1
· · · ∂f1(0)

∂xn
∂f2(0)

∂x1
· · · ∂f2(0)

∂xn
· · · · · · · · ·

∂fn(0)

∂x1
· · · ∂fn(0)

∂xn



.

Ïðèìåð 37 Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

{
ẋ = y + αx3,

ẏ = −x+ αy3.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè α = 0 òðèâèàëüíîå ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû

óñòîé÷èâî, ïðè α < 0 àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, à ïðè α > 0

íåóñòîé÷èâî.

Îäíàêî íóëåâîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû ïåðâîãî

ïðèáëèæåíèÿ {
ẋ = y,

ẏ = −x
âñåãäà óñòîé÷èâî.

Ñëåäîâàòåëüíî, íå âñåãäà àíàëèç ñèñòåìû ïåðâîãî ïðèáëè-
æåíèÿ äàåò âåðíûé îòâåò îá óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ èñ-
õîäíîé ñèñòåìû.

7.6.1 Òåîðåìà Ëÿïóíîâà îá óñòîé÷èâîñòè ïî

ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ

Òåîðåìà 31 Åñëè âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A ñèñòå-

ìû ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ èìåþò îòðèöàòåëüíóþ âåùåñòâåííóþ

÷àñòü, òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (7.7) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé-

÷èâî.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î
Äîêàæåì òåîðåìó òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà âñå ñîáñòâåííûå

÷èñëà ìàòðèöû A âåùåñòâåííûå è èìåþò ëèøü ýëåìåíòàðíûå
äåëèòåëè, ò. å. ìàòðèöà A ïîäîáíà âåùåñòâåííîé äèàãîíàëüíîé
ìàòðèöå:

A = TΛT−1.

Ïóñòü ìàòðèöà A � äèàãîíàëüíàÿ: A = diag(−λ1, . . . ,−λn),
ãäå λi > 0 (i = 1, n).

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî ïðèâåñòè A ê äèàãîíàëüíîìó
âèäó çàìåíîé x = Ty:

T ẏ = ATy + g(Ty),

ẏ = T−1ATy + T−1g(Ty) = Λy + T−1g(Ty),

ãäå
‖T−1g(Ty)‖ ≤ ‖T‖C‖Ty‖2 ≤ C1‖y‖2.

Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà (7.7) èìååò âèä





ẋ1 = −λ1x1 + g1(x),
ẋ2 = −λ2x2 + g2(x),
· · ·
ẋn = −λnxn + gn(x).

Ðàññìîòðèì ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííóþ ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà

V =
1

2

(
x2

1

λ1
+
x2

2

λ2
+ . . .+

x2
n

λn

)
.

Åå ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè, âû÷èñëåííàÿ â ñèëó ñèñòå-
ìû, ðàâíà

V̇ (x) = −x2
1 +

x1

λ1
g1(x)− x2

2 +
x2

λ2
g2(x) + . . .− x2

n +
xn
λn
gn(x) =

= −
(
x2

1 + . . .+ x2
n

)
[

1− x1g̃1(x) + . . .+ xng̃n(x)

‖x‖2

]
,
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ãäå

g̃i =
gi(x)

λi
.

Òàê êàê

x1g̃1(x) + . . .+ xng̃n(x)

‖x‖2 =

(
x

‖x‖ ,
g̃

‖x‖

)
→ 0

ïðè ‖x‖ → 0, òî V̇ (x) � îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ.
Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàëîñü ïðèìåíèòü òåîðåìó
Ëÿïóíîâà îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè.

7.6.2 Òåîðåìà Ëÿïóíîâà î íåóñòîé÷èâîñòè ïî

ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ

Òåîðåìà 32 Åñëè õîòÿ áû îäíî ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû

A ñèñòåìû ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ èìååò ïîëîæèòåëüíóþ âåùå-

ñòâåííóþ ÷àñòü, òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (7.7) íåóñòîé÷èâî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðîâåäåì äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, ïî-

äîáíî òîìó, êàê ýòî äåëàëîñü â ïðåäûäóùåé òåîðåìå.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìàòðèöà A ïðèâåäåíà ê äèàãîíàëüíîìó

âèäó A = diag(λ1, . . . , λm,−λm+1, . . . ,−λn), ãäå λi > 0 (i = 1, n),
1 ≤ m ≤ n.

Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà (7.7) èìååò âèä




ẋ1 = λ1x1 + g1(x),
· · ·
ẋm = λmxm + gm(x),
ẋm+1 = −λm+1xm+1 + gm+1(x),
· · ·
ẋn = −λnxn + gn(x).

Ðàññìîòðèì çíàêîïåðåìåííóþ ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà

V (x) =
1

2

(
x2

1

λ1
+ . . .+

x2
m

λm
− x2

m+1

λm+1
− . . .− x2

n

λn

)
.
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Åå ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè, âû÷èñëåííàÿ â ñèëó ñèñòå-
ìû, ðàâíà

V̇ (x) = x2
1 +

x1

λ1
g1(x) + . . .+ x2

m +
xm
λm

gm(x)−

−x2
m+1 +

xm+1

λm+1
gm+1(x)−− . . .− x2

n +
xn
λn
gn(x) =

= ‖x‖2
[

1 +

(
x

‖x‖ ,
g̃

‖x‖

)]
,

ãäå

g̃ =

(
g1

λ1
, · · · , gm

λm
,− gm+1

λm+1
, · · · ,− gn

λn

)T
.

Òàê êàê ôóíêöèÿ V̇ (x) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, è
â ëþáîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà
åñòü òî÷êè, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ V (x) ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëü-
íûå çíà÷åíèÿ, òî, ñîãëàñíî òåîðåìå Ëÿïóíîâà î íåóñòîé÷èâîñòè,
íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (7.7) íåóñòîé÷èâî.

7.7 Óñòîé÷èâîñòü ïîëèíîìîâ

Îïðåäåëåíèå 53 Ïîëèíîì

D(λ) = λn + a1λ
n−1 + . . .+ an

íàçûâàþò óñòîé÷èâûì, åñëè âñå åãî êîðíè ëåæàò â ëåâîé îò-

êðûòîé êîìïëåêñíîé ïîëóïëîñêîñòè, ò. å. èìåþò îòðèöàòåëü-

íûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè.

Ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü íåîáõîäèìîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè
ïîëèíîìà.

Óòâåðæäåíèå 10 Äëÿ óñòîé÷èâîñòè ïîëèíîìà íåîáõîäèìî,

÷òîáû âñå åãî êîýôôèöèåíòû áûëè ïîëîæèòåëüíû.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î
Ïóñòü ïîëèíîì D(λ) èìååò êîìïëåêñíûå êîðíè λj = −αj ±

iβj , (j = 1, p) êðàòíîñòè kj è âåùåñòâåííûå êîðíè λm = −γm,
(m = 1, q) êðàòíîñòè sm.

Î÷åâèäíî,
p∑

j=1

2kj +

q∑

m=1

2sm = n.

Ïîëüçóÿñü èçâåñòíûì ðàçëîæåíèåì ïîëèíîìà D(λ) íà ëèíåéíûå
ìíîæèòåëè, èìååì ñëåäóþùåå òîæäåñòâî:

D(λ) ≡
p∏

j=1

(λ+ αj − iβj)kj (λ+ αj + iβj)
kj

q∏

m=1

(λ+ γm)sm .

Ñðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ïåðåìåí-
íîé λ â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿõ äàííîãî òîæäåñòâà, ïîëó÷àåì,
÷òî âñå êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìà D(λ) èìåþò îäèíàêîâûå çíà-
êè, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëîæèòåëüíû.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ n = 1 èëè n = 2 ïîëîæèòåëüíîñòü
êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìà D(λ) ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî íåîáõîäè-
ìûì, íî è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì åãî óñòîé÷èâîñòè.

7.7.1 Êðèòåðèé Ðàóñà � Ãóðâèöà

Îïðåäåëåíèå 54 Ìàòðèöåé Ãóðâèöà n×n ïîëèíîìà D(λ) íà-

çûâàåòñÿ ìàòðèöà âèäà

Λ =




a1 1 0 0 0 . . . 0

a3 a2 a1 1 0 . . . 0

a5 a4 a3 a2 a1 . . . 0
...

...
...

...
... · · · ...

0 0 0 0 0 · · · an



.

Òåîðåìà 33 Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëèíîì D(λ) áûë óñòîé÷èâ,

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû áûëè ïîëîæèòåëüíû âñå ãëàâ-
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íûå äèàãîíàëüíûå ìèíîðû

∆1 = a1 > 0,

∆2 =

∣∣∣∣∣
a1 1

a3 a2

∣∣∣∣∣ > 0, (7.9)

. . .

∆n = an∆n−1 > 0

åãî ìàòðèöû Ãóðâèöà.

Ïðèìåð 38 Äëÿ ïîëèíîìà ïåðâîé ñòåïåíè D(λ) = λ+ a1 óñëî-

âèå (7.9) èìååò âèä ∆1 = a1 > 0. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê êîðåíü

ýòîãî ìíîãî÷ëåíà λ = −1/a1 < 0, òî D(λ) óñòîé÷èâ.

Ïðèìåð 39 Äëÿ ïîëèíîìà âòîðîé ñòåïåíè

D(λ) = λ2 + a1λ+ a2

óñëîâèÿ (7.9) èìåþò âèä

∆1 = a1 > 0, ∆2 =

∣∣∣∣∣
a1 1

0 a2

∣∣∣∣∣ = a1a2 > 0,

÷òî ñëåäóåò èç íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïîëèíîìà.

Ïðèìåð 40 Äëÿ ïîëèíîìà òðåòüåé ñòåïåíè

D(λ) = λ3 + a1λ
2 + a2λ+ a3

óñëîâèÿ (7.9) èìåþò âèä

∆1 = a1 > 0,

∆2 =

∣∣∣∣∣
a1 1

a3 a2

∣∣∣∣∣ = a1a2 − a3 > 0,
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∆3 =

∣∣∣∣∣∣∣

a1 1 0

a3 a2 a1

0 0 a3

∣∣∣∣∣∣∣
= a3∆2 > 0,

èç êîòîðûõ, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò íåîáõîäèìîå óñëîâèå óñòîé÷è-

âîñòè ïîëèíîìà.

Ïðèìåð 41 Äëÿ ïîëèíîìà ÷åòâåðòîé ñòåïåíè

D(λ) = λ4 + a1λ
3 + a2λ

2 + a3λ+ a4

óñëîâèÿ (7.9) ïðèíèìàþò âèä

∆1 = a1 > 0,

∆2 = a1a2 − a3 > 0,

∆3 =

∣∣∣∣∣∣∣

a1 1 0

a3 a2 a1

0 a4 a3

∣∣∣∣∣∣∣
> 0,

∆4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 1 0 0

a3 a2 a1 1

0 a4 a3 a2

0 0 0 a4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= a4∆3 > 0.

7.7.2 Êðèòåðèé Ëüåíàðà � Øèïàðà

Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà åùå îäèí êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè
ïîëèíîìîâ.

Òåîðåìà 34 Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëèíîì D(λ) áûë óñòîé÷èâ,

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû áûëè ïîëîæèòåëüíû âñå êîýô-

ôèöèåíòû ai (i = 1, n) è ãëàâíûå äèàãîíàëüíûå ìèíîðû

∆n−1, ∆n−3, ∆n−5, . . .

ìàòðèöû Ãóðâèöà äàííîãî ïîëèíîìà.
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Ïðèìåð 42 Äëÿ ïîëèíîìà ïÿòîé ñòåïåíè

D(λ) = λ5 + a1λ
4 + a2λ

3 + a3λ
2 + a4λ+ a5

ìàòðèöà Ãóðâèöà èìååò âèä



a1 1 0 0 0

a3 a2 a1 1 0

a5 a4 a3 a2 a1

0 0 a5 a4 a3

0 0 0 0 a5



.

Ñîãëàñíî êðèòåðèþ Ëüåíàðà � Øèïàðà, D(λ) áóäåò óñòîé÷èâ

òîëüêî òîãäà, êîãäà

∆4 = −1 ·

∣∣∣∣∣∣∣

a3 a1 1

a5 a3 a2

0 a5 a4

∣∣∣∣∣∣∣
+ a1

∣∣∣∣∣∣∣

a2 a1 1

a4 a3 a2

0 a5 a4

∣∣∣∣∣∣∣
=

= a1

[
a2a3a4 + a4a5 − a1a

2
4 − a5a

2
2

]
−

−
[
a2

3a4 + a2
5 − a5a2a3 − a1a5a4

]
=

= a1a2a3a4 + a1a4a5 − a2
1a

2
4 − a1a5a

2
2−

−a1a5a
2
2 − a2

3a4 − a2
5 + a5a2a3 + a1a5a4 =

= (a1a2 − a3)(a3a4 − a2a5)− (a1a4 − a5)2 > 0,

∆2 = a1a2 − a3 > 0.

Ïðèìåð 43 Èññëåäóåì íà óñòîé÷èâîñòü íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòå-

ìû 



ẋ = sinx− xyzu,
ẏ = cos y + ln(x+ u+ 1) + tg x− z2 − 1,

ż = −z − arcch(u+ 1),

u̇ = exyz + ln 3x
y+1 − 1.
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Ñèñòåìà ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ èìååò âèä



ẋ = x,

ẏ = 2x+ u,

ż = −z,
u̇ = x.

Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû

A =




1 0 0 0

2 0 0 1

0 0 −1 0

1 0 0 0




ñèñòåìû ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ïîëèíîìà

|A− λI| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1− λ 0 0 0

2 −λ 0 1

0 0 −1− λ 0

1 0 0 −λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= λ4 − λ2,

è, ñëåäîâàòåëüíî,

λ1,2 = 0, λ3 = 1, λ4 = −1.

Ñîãëàñíî òåîðåìå Ëÿïóíîâà î íåóñòîé÷èâîñòè ïî ïåðâîìó ïðè-

áëèæåíèþ, íóëåâîå ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû íåóñòîé÷èâî.

Ïðèìåíèì òåïåðü êðèòåðèé Ëüåíàðà � Øèïàðà. Àñèìïòî-

òè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ýêâèâàëåíòíà

óñòîé÷èâîñòè ïîëèíîìà

λ4 − λ2

ñ ìàòðèöåé Ãóðâèöà



0 1 0 0

0 1 0 1

0 0 0 1

0 0 0 0



.
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Òàê êàê

∆3 = ∆1 = 0,

òî ïîëèíîì íåóñòîé÷èâ, à ñëåäîâàòåëüíî, íåóñòîé÷èâî è íóëåâîå

ðåøåíèå ñèñòåìû.

7.8 Ôàçîâûå ïîðòðåòû ëèíåéíûõ

àâòîíîìíûõ ñèñòåì íà ïëîñêîñòè

×àñòî âîçíèêàåò ïîòðåáíîñòü, ïîìèìî èññëåäîâàíèÿ íà÷àëà êî-
îðäèíàò ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà íà óñòîé÷èâîñòü, âûÿñíèòü òàê-
æå ðàñïîëîæåíèå òðàåêòîðèé â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè.

Îïðåäåëåíèå 55 Ñîâîêóïíîñòü ôàçîâûõ òðàåêòîðèé íàçûâà-

åòñÿ ôàçîâûì ïîðòðåòîì ñèñòåìû.

Îïðåäåëåíèå 56 Îñîáûìè òî÷êàìè (òî÷êàìè ïîêîÿ, ïîëî-

æåíèÿìè ðàâíîâåñèÿ) àâòîíîìíîé ñèñòåìû (7.4) íàçûâàþòñÿ

òî÷êè x, äëÿ êîòîðûõ ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû îáðàùàþòñÿ â

íóëü: f(x) = 0.

Íå ñòàâÿ öåëüþ ðàññìàòðèâàòü ýòîò âîïðîñ âî âñåé îáùíî-
ñòè, îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì n = 2 (ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåò-
ñÿ ïëîñêîñòüþ R2) è ëèíåéíîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿí-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè:

ẋ = Ax, A =

(
a11 a12

a21 a22

)
. (7.10)

7.8.1 Ñëó÷àé åäèíñòâåííîé îñîáîé òî÷êè

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìàòðèöà A çàðàíåå ïðèâåäåíà ê âåùå-
ñòâåííîé æîðäàíîâîé ôîðìå è detA 6= 0. Îòìåòèì, ÷òî åäèí-
ñòâåííîé îñîáîé òî÷êîé ñèñòåìû (7.10) â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ
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òî÷êà (0, 0) ôàçîâîé ïëîñêîñòè. Êàê áóäåò ïîêàçàíî, ðàñïîëîæå-
íèå òðàåêòîðèé â åå îêðåñòíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ, êàê è ñâîéñòâî
åå óñòîé÷èâîñòè èëè íåóñòîé÷èâîñòè, õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ÷èñ-
ëàìè ìàòðèöû A. Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñëó÷àè.

I. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà âåùåñòâåííû è îäíîãî çíàêà.
Òîãäà âîçìîæíû òðè âèäà ìàòðèöû A:

(1) A =

(
λ 0
0 µ

)
, λµ > 0;

(2) A =

(
λ 0
0 λ

)
;

(3) A =

(
λ 1
0 λ

)
.

II. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà âåùåñòâåííû è ðàçíûõ çíà-
êîâ:

A =

(
λ 0
0 −µ

)
, λµ > 0.

III. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà � êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå.
Òîãäà âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:

(1) A =

(
0 β
−β 0

)
,

(2) A =

(
α β
−β α

)
.

Èòàê, ðàññìîòðèì âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè. Â ñëó÷àå I(1) ñè-
ñòåìà (7.10) ïðèíèìàåò âèä

{
ẋ1 = λx1,
ẋ2 = µx2,

à åå ðåøåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè x1 = C1e
λt è x2 = C2e

µt.
×òîáû ïîëó÷èòü ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû, èñêëþ÷èì íåçàâè-
ñèìóþ ïåðåìåííóþ t, ðàçäåëèâ îäíî óðàâíåíèå íà äðóãîå:

dx1

dx2
=
λ

µ
· x1

x2
.
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��✒

��✠
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Ðèñ. 7.2: Íåïðàâèëüíûé óçåë, ñòðåëêè óêàçûâàþò íàïðàâëåíèå

äâèæåíèÿ ïðè âîçðàñòàíèè âðåìåíè: à) µ/λ > 1, µ < 0, λ < 0;

á) µ/λ < 1, µ > 0, λ > 0

Èíòåãðèðóÿ ýòî óðàâíåíèå, ïîëó÷èì x2 = Cx
µ/λ
1 , ãäå C =

C2C
−µ/λ
1 .
Òðàåêòîðèÿìè ñèñòåìû â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ ñàìà îñî-

áàÿ òî÷êà, ïîëîâèíêè ïàðàáîë è ÷àñòè îñåé, êîòîðûå îòâå÷àþò
ðåøåíèÿì ïðè C1 = 0 èëè C2 = 0 è íàïðàâëåíû âäîëü ñîáñòâåí-
íûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû A. Òàêîé ôàçîâûé ïîðòðåò íàçûâàåòñÿ
íåïðàâèëüíûì óçëîì èëè ïðîñòî óçëîì. Ôàçîâûé ïîðòðåò äëÿ
ýòîãî ñëó÷àÿ ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 7.2. Íåïðàâèëüíûé óçåë ìîæåò
áûòü óñòîé÷èâûì, åñëè λ < 0, µ < 0 (ðèñ. 7.2à) è íåóñòîé÷èâûì,
åñëè λ, µ > 0 (ðèñ. 7.2á), ÷òî ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóåò òåîðå-
ìå 25. Ïàðàáîëû êàñàþòñÿ òîé îñè, êîòîðàÿ íàïðàâëåíà âäîëü
ñîáñòâåííîãî âåêòîðà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ìåíüøåìó ïî àáñîëþò-
íîìó çíà÷åíèþ ñîáñòâåííîìó ÷èñëó ìàòðèöû A.

Â ñëó÷àå I(2) ñèñòåìà (7.10) èìååò âèä

{
ẋ1 = λx1,
ẋ2 = λx2.
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Ðèñ. 7.3: Ïðàâèëüíûé óçåë, ñòðåëêè óêàçûâàþò íàïðàâëåíèå

äâèæåíèÿ ïðè âîçðàñòàíèè âðåìåíè: à) λ < 0; á) λ > 0

Åå ðåøåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè x1 = C1e
λt è x2 = C2e

λt, îòêó-
äà ñëåäóåò çàâèñèìîñòü x2 = Cx1. Ôàçîâûé ïîðòðåò íàçûâàåòñÿ
ïðàâèëüíûì óçëîì. Òðàåêòîðèÿìè ñèñòåìû â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿ-
þòñÿ ñàìà îñîáàÿ òî÷êà, ÷àñòè ïðÿìûõ è ÷àñòè îñåé, êîòîðûå
îòâå÷àþò ðåøåíèÿì ïðè C1 = 0 èëè C2 = 0 è íàïðàâëåíû âäîëü
ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû A (ðèñ. 7.3). Êàê è â ïðåäûäó-
ùåì ñëó÷àå, ïðàâèëüíûé óçåë ìîæåò áû óñòîé÷èâûì, åñëè λ < 0
(ðèñ. 7.3à), è íåóñòîé÷èâûì, åñëè λ > 0 (ðèñ. 7.3á).

Â ñëó÷àå I(3) ñèñòåìà (7.10) èìååò âèä
{
ẋ1 = λx1 + x2,
ẋ2 = λx2.

Åå ðåøåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè

x1 = C1e
λt + tC2e

λt, x2 = C2e
λt,

îòêóäà ñëåäóåò

x1 = x2

(
C1

C2
+

1

λ
ln

∣∣∣∣
x2

C2

∣∣∣∣
)
.
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Ðèñ. 7.4: Âûðîæäåííûé óçåë: à) λ < 0; á) λ > 0

Ôàçîâûé ïîðòðåò � âûðîæäåííûé óçåë. Òðàåêòîðèÿìè ñèñòåìû
â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ ñàìà îñîáàÿ òî÷êà, ÷àñòè êðèâûõ è ÷àñòè
îñè x2 = 0, êîòîðûå îòâå÷àþò ñëó÷àþ C2 = 0 è íàïðàâëåíû
âäîëü åäèíñòâåííîãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà ìàòðèöû A (ðèñ. 7.4).
Âûðîæäåííûé óçåë ìîæåò áû óñòîé÷èâûì, åñëè λ < 0 (ðèñ. 7.4à)
è íåóñòîé÷èâûì, åñëè λ > 0 (ðèñ. 7.4á).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé II. Ðåøåíèÿìè ñèñòåìû

{
ẋ1 = λx1,
ẋ2 = −µx2

ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè x1 = C1e
λt è x2 = C2e

−µt. Ôàçîâûé ïîðòðåò
ñèñòåìû � ñåäëî. Òðàåêòîðèÿìè ñèñòåìû â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿ-

þòñÿ ñàìà îñîáàÿ òî÷êà, ãèïåðáîëû x1x
λ/µ
2 = C è ÷àñòè îñåé,

êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ñåïàðàòðèñàìè. Ñåïàðàòðèñû îòâå÷àþò ðå-
øåíèÿì ïðè C1 = 0 èëè C2 = 0 è íàïðàâëåíû âäîëü ñîáñòâåííûõ
âåêòîðîâ ìàòðèöû A.

Îòìåòèì, ÷òî îñîáàÿ òî÷êà â ñëó÷àå ñåäëà âñåãäà íåóñòîé÷è-
âà, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò òåîðåìå 25. Ôàçîâûé ïîðòðåò äëÿ ñëó÷àÿ
ñåäëà ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 7.5.
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Ðèñ. 7.5: Ñåäëî: à) λ < 0, µ < 0; á) λ > 0, µ > 0

Â ñëó÷àå III(1) ñèñòåìà èìååò âèä

{
ẋ1 = βx2,
ẋ2 = −βx1.

Ñîáñòâåííûå ÷èñëà λ = ±iβ ìàòðèöû A îïðåäåëÿþò ðåøåíèÿ

x1 = C1 cosβt+ C2 sinβt, x2 = −C1 sinβt+ C2 cosβt.

×òîáû ïîëó÷èòü çàâèñèìîñòü ìåæäó x1 è x2, ðàçäåëèì ïåðâîå
óðàâíåíèå ñèñòåìû íà âòîðîå:

dx1

dx2
= −x1

x2
.

Èíòåãðèðóÿ ýòî óðàâíåíèå, ïîëó÷èì

x2
1

2
= −x

2
2

2
+ C

èëè
x2

1 + x2
2 = C.
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Ðèñ. 7.6: Ñëó÷àé öåíòðà, âåêòîð ñêîðîñòè v îïðåäåëÿåò íàïðàâ-

ëåíèå äâèæåíèÿ ïðè âîçðàñòàíèè âðåìåíè: à) β > 0; á) β < 0

Òàê êàê âûðàæåíèå â ëåâîé ÷àñòè íå ìîæåò áûòü îòðèöàòåëü-
íûì, òî ìîæíî ïîëîæèòü C = r2. Òàêèì îáðàçîì, òðàåêòîðèÿìè
ñèñòåìû â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè è
ñàìà îñîáàÿ òî÷êà (C = 0) (ðèñ. 7.6). Òàêîé ôàçîâûé ïîðòðåò ïî-
ëó÷èë íàçâàíèå öåíòð. Öåíòð âñåãäà óñòîé÷èâ, ÷òî ñëåäóåò è èç
òåîðåìû 25. ×òîáû âûÿñíèòü, â êàêîì íàïðàâëåíèè îñóùåñòâëÿ-
åòñÿ äâèæåíèå ïî òðàåêòîðèè � ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå èëè ïðîòèâ
íåå, � íóæíî ïîñòðîèòü âåêòîð ñêîðîñòè, ñì. ïîäðîáíåå [4, 12].

Â ñëó÷àå III(2) ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A ñèñòåìû

{
ẋ1 = αx1 + βx2,
ẋ2 = −βx1 + αx2

èìåþò íåíóëåâóþ âåùåñòâåííóþ ÷àñòü:

λ = α± iβ,

à ðåøåíèÿìè ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè

x1 = eαt(C1 cosβt+ C2 sinβt),

x2 = eαt(−C1 sinβt+ C2 cosβt).
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Òðàåêòîðèÿìè ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ ñïèðàëè

x2
1 + x2

2 = (C2
1 + C2

2 )e2αt

è ñàìà îñîáàÿ òî÷êà. Íàçâàíèå ôàçîâîãî ïîðòðåòà � ôîêóñ (ðèñ.
7.7).

x1

x2

S

S
S

✟✟✟✟✙ v

x1

x2

S

S
S

✟✟✟✟✯

v

à á

Ðèñ. 7.7: Ôîêóñ: à) α < 0, β > 0; á) α > 0, β < 0

Ôîêóñ ìîæåò áûòü óñòîé÷èâûì (â ýòîì ñëó÷àå ñïèðàëè çà-
êðó÷èâàþòñÿ ïðè âîçðàñòàíèè t), åñëè α < 0 (ðèñ. 7.7à), è
íåóñòîé÷èâûì (â ýòîì ñëó÷àå ñïèðàëè ðàñêðó÷èâàþòñÿ ïðè âîç-
ðàñòàíèè t), åñëè α > 0 (ðèñ. 7.7á). ×òîáû âûÿñíèòü, â êàêîì íà-
ïðàâëåíèè çàêðó÷èâàþòñÿ (ðàñêðó÷èâàþòñÿ) ñïèðàëè � ïî ÷à-
ñîâîé ñòðåëêå èëè ïðîòèâ íåå, � íóæíî ïîñòðîèòü âåêòîð ñêî-
ðîñòè [12].

Åñëè A íå ïðèâåäåíà ê æîðäàíîâîé ôîðìå, òî íóæíî âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ çàìåíîé x = Ty. Òîãäà ñèñòåìà (7.10) ïðèíèìàåò
âèä

T ẏ = ATy

èëè
ẏ = Λy, (7.11)
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ãäå Λ = T−1AT � æîðäàíîâà ôîðìà ìàòðèöû A. Ïðè ýòîì ôà-
çîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (7.10) ïîëó÷àåòñÿ èç ôàçîâîãî ïîðòðåòà
ñèñòåìû (7.11) òàêèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè, êàê ñæàòèå (ðàñòÿ-
æåíèå), ïîâîðîò âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò [13]. Ïðè ýòîì òèï,
óñòîé÷èâîñòü (íåóñòîé÷èâîñòü) îñîáîé òî÷êè, íàïðàâëåíèå îáõî-
äà òðàåêòîðèé ñîõðàíÿþòñÿ. Â ñëó÷àå óçëà è ñåäëà òðàåêòîðèè,
ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé ïðÿìûå ëèíèè, òàê æå íàïðàâëåíû âäîëü
ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ (íî åñëè ìàòðèöà A íå ÿâëÿåòñÿ æîðäà-
íîâîé, òî íàïðàâëåíèÿ åå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ íå ñîâïàäàþò ñ
íàïðàâëåíèÿìè îñåé êîîðäèíàò ôàçîâîé ïëîñêîñòè).

7.8.2 Âûðîæäåííûé ñëó÷àé

Ïóñòü ìàòðèöà A � æîðäàíîâà è detA = 0. Òîãäà âîçìîæíû
ñëåäóþùèå ñëó÷àè:

(i) A =

(
0 0
0 λ

)
;

(ii) A =

(
0 0
0 0

)
;

(iii) A =

(
0 1
0 0

)
.

Â ñëó÷àå (i) ñèñòåìà (7.10) èìååò âèä

{
ẋ1 = 0,
ẋ2 = λx2,

à åå ðåøåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè x1 = C1 è x2 = C2e
λt2 . Ñî-

ãëàñíî îïðåäåëåíèþ, îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû â ýòîì ñëó÷àå ïîë-
íîñòüþ çàïîëíÿþò îñü 0x1, êîòîðàÿ íàïðàâëåíà âäîëü ñîáñòâåí-
íîãî âåêòîðà ìàòðèöû A. Îñòàëüíûå òðàåêòîðèè ñèñòåìû � ÷à-
ñòè ïðÿìûõ, ïàðàëëåëüíûõ îñè 0x2, êîòîðàÿ íàïðàâëåíà âäîëü
âòîðîãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà. Êàæäàÿ èç îñîáûõ òî÷åê ÿâëÿåò-
ñÿ óñòîé÷èâîé (íî íå àñèìïòîòè÷åñêè) ïðè λ < 0 (ðèñ. 7.8à) è
íåóñòîé÷èâîé ïðè λ > 0 (ðèñ. 7.8á), ÷òî ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóåò
òåîðåìå 25.
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Ðèñ. 7.8: Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (7.10) â ñëó÷àå (i): à) λ < 0;

á) λ > 0

Â ñëó÷àå (ii) ñèñòåìà
{
ẋ1 = 0,
ẋ2 = 0,

èìååò ðåøåíèÿ x1 = C1, x2 = C2, è ëþáàÿ òî÷êà ôàçîâîé ïëîñ-
êîñòè ÿâëÿåòñÿ îñîáîé. Äðóãèõ òðàåêòîðèé íåò. Êàæäàÿ îñîáàÿ
òî÷êà ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé (íî íå àñèìïòîòè÷åñêè).

Â ñëó÷àå (iii) ñèñòåìà (7.10) ïðèíèìàåò âèä
{
ẋ1 = x2,
ẋ2 = 0,

(7.12)

èìååò ðåøåíèÿ x1 = C1t+ C2, x2 = C2 (ðèñ. 7.9). Îñîáûå òî÷êè
ñèñòåìû, êàê è â ñëó÷àå (i), ïîëíîñòüþ çàïîëíÿþò îñü 0x1, íî
îñòàëüíûå òðàåêòîðèè ñèñòåìû � ÷àñòè ïðÿìûõ, ïàðàëëåëüíûõ
îñè 0x1, êîòîðàÿ íàïðàâëåíà âäîëü åäèíñòâåííîãî ñîáñòâåííîãî
âåêòîðà ìàòðèöû A. Êàæäàÿ èç îñîáûõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé-
÷èâîé, ÷òî õîðîøî âèäíî íà ôàçîâîì ïîðòðåòå è ñîîòâåòñòâóåò
òåîðåìå 25.
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Ðèñ. 7.9: Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (7.12). Îñü 0x1 ïîëíîñòüþ

ñîñòîèò èç îñîáûõ òî÷åê ñèñòåìû

7.9 Îñîáûå òî÷êè íåëèíåéíûõ

àâòîíîìíûõ ñèñòåì íà ïëîñêîñòè

Ðàññìîòðèì íåëèíåéíóþ àâòîíîìíóþ ñèñòåìó (7.4) ïðè
n = 2: {

ẋ1 = f1(x1, x2),
ẋ2 = f2(x1, x2).

(7.13)

Îñîáûå òî÷êè (7.13) óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå

fi(x1, x2) = 0, (i = 1, 2).

Ñîîòâåòñòâóþùåé çàìåíîé ïåðåìåííûõ êàæäóþ îñîáóþ òî÷-
êó ìîæíî ïåðåâåñòè â íà÷àëî êîîðäèíàò. Ïóñòü, íàïðèìåð,
(x1, x2) � îñîáàÿ òî÷êà (7.13):

f1(x1, x2) = 0, f2(x1, x2) = 0.

Òîãäà, åñëè fi (i = 1, 2) äîïóñêàþò ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà

fi(x1, x2) = fi(x1, x2)+
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+
∂fi
∂x1

(x1, x2)(x1 − x̄1) +
∂fi
∂x2

(x1, x2)(x2 − x̄2) + gi(x1, x2),

ãäå

gi(x1, x2) = 0(‖∆‖2), ïðè ‖∆‖ → 0, ∆ =

(
x1 x1

x2 x2

)
,

òî ñèñòåìà ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ (7.8) äëÿ (7.13) ñîâïàäàåò ñ
(7.10):

ẏ = Ay, y =

(
y1

y2

)
=

(
x1 − x1

x2 − x2

)
. (7.14)

Çäåñü

A =

(
a11 a12

a21 a22

)
,

a11 =
∂f1

∂x1
(x1, x2), a12 =

∂f1

∂x2
(x1, x2),

a21 =
∂f2

∂x1
(x1, x2), a22 =

∂f2

∂x2
(x1, x2).

Ñîãëàñíî òåîðåìàì 31, 32, â ñëó÷àå Reλ 6= 0 óñòîé÷èâîñòü
èëè íåóñòîé÷èâîñòü îñîáîé òî÷êè (x1, x2) ñèñòåìû (7.13) îáåñ-
ïå÷èâàåòñÿ òåìè æå òðåáîâàíèÿìè íà λ, êîòîðûå îáåñïå÷èâà-
þò óñòîé÷èâîñòü èëè íåóñòîé÷èâîñòü òî÷êè (0, 0) äëÿ ñèñòåìû
ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ (7.14). ×òî êàñàåòñÿ ðàñïîëîæåíèÿ òðàåê-
òîðèé, òî òî÷íîå èññëåäîâàíèå ïîêàçûâàåò (ñì., íàïðèìåð, [7]),
÷òî ïðè íàëè÷èè óçëà, ñåäëà èëè ôîêóñà (âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ
Reλ 6= 0) êà÷åñòâåííûé õàðàêòåð ðàñïîëîæåíèÿ òðàåêòîðèé ñè-
ñòåìû (7.13) â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè áóäåò
òåì æå ñàìûì, ÷òî è äëÿ ñèñòåìû (7.14).

Åñëè æå îñîáàÿ òî÷êà ñèñòåìû ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ �
öåíòð (Reλ = 0), òî áåç äîïîëíèòåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ î õàðàê-
òåðå ðàñïîëîæåíèÿ òðàåêòîðèé ñèñòåìû (7.13) íè÷åãî ñêàçàòü
íåëüçÿ.

Ñ ïîâûøåíèåì ðàçìåðíîñòè ôàçîâàÿ êàðòèíà ñóùåñòâåííî
óñëîæíÿåòñÿ, âîçíèêàþò íîâûå ÿâëåíèÿ, äëÿ èçó÷åíèÿ êîòîðûõ
ðàçâèòû ìíîãî÷èñëåííûå ìåòîäû.
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Èññëåäîâàíèå ôàçîâîãî ïîðòðåòà ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç çàäà÷ òàê íàçûâàåìîé êà÷å-

ñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ïðèìåð 44 Èññëåäóåì îñîáûå òî÷êè íåëèíåéíîé àâòîíîìíîé

ñèñòåìû {
ẋ1 = x2

1 − x2
2,

ẋ2 = x1x2 − 1.
(7.15)

Èç ñèñòåìû óðàâíåíèé
{
x2

1 − x2
2 = 0,

x1x2 − 1 = 0

íàéäåì îñîáûå òî÷êè S1(1, 1) è S2(−1,−1). Äåëàÿ ïåðåíîñ íà÷àëà

ñèñòåìû êîîðäèíàò â òî÷êó S1 è âû÷èñëÿÿ ìàòðèöó A:

A =

(
2 −2

1 1

)
,

ïîëó÷èì ñèñòåìó ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ
{
ẋ1 = 2x1 − 2x2

ẋ2 = x1 + x2.

Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A ýòîé ñèñòåìû îïðåäåëÿþòñÿ

óðàâíåíèåì
∣∣∣∣∣

2− λ −2

1 1− λ

∣∣∣∣∣ = (2− λ)(1− λ) + 2 = λ2 − 3λ+ 4 = 0,

è

λ1,2 = (3±
√

7i)/2.

Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà S1 � íåóñòîé÷èâûé ôîêóñ.

Àíàëîãè÷íî, äëÿ òî÷êè S2 íàéäåì ìàòðèöó A:

A =

(
−2 2

−1 −1

)
.
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Ðèñ. 7.10: Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (7.15)

Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ èìååò âèä

{
ẋ1 = 2x1 − 2x2,

ẋ2 = x1 + x2.

Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì

∣∣∣∣∣
−2− λ 2

−1 −1− λ

∣∣∣∣∣ = (2 + λ)(1 + λ) + 2 =

= λ2 + 3λ+ 4 = 0,

îòêóäà èìååì

λ1,2 = (−3±
√

7i)/2.

Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà S2 � óñòîé÷èâûé ôîêóñ (ðèñ. 7.10).
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Ãëàâà 8

Ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ

8.1 Ââåäåíèå

Âûøå ìû ðàññìàòðèâàëè îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ (ÎÄÓ), êîòîðûå ñîäåðæàò ïåðåìåííóþ x(t) è åå ïðî-
èçâîäíûå ẋ, ẍ è ò. ä. Â ýòîé ãëàâå ìû èìååì äåëî ñ ðàçíîñòíûìè
óðàâíåíèÿìè (ÐÓ), âêëþ÷àþùèìè â ñåáÿ ïåðåìåííóþ xt è åå
ðàçíîñòè ∆xt, ∆2xt è ò. ä. Íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ â óðàâíå-
íèè ìåíÿåòñÿ äèñêðåòíî, èëè, âîçìîæíî, õîòÿ îíà èçìåíÿåòñÿ
íåïðåðûâíî, íàáëþäåíèÿ ýòèõ èçìåíåíèé äåëàþòñÿ òîëüêî ÷å-
ðåç îïðåäåëåííûå èíòåðâàëû âðåìåíè. Íàïðèìåð, åñëè x � ýòî
âàëîâîé íàöèîíàëüíûé ïðîäóêò (ÂÍÏ) çà âðåìÿ t, îí èçìåðÿåò-
ñÿ ðàç â ãîä, ñêàæåì, 31 äåêàáðÿ, è çàïèñûâàåòñÿ â òîò æå äåíü.
Òàêèå óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ ðàçíîñòíûìè, òàê êàê îíè ñîäåð-
æàò ðàçíîñòè ôóíêöèé. Íàïðèìåð, åñëè xt = f(t), òî ïåðâàÿ
ðàçíîñòü èìååò âèä

∆xt = xt+1 − xt = f(t+ 1)− f(t),

∆xt+1 = xt+2 − xt+1 = f(t+ 2)− f(t+ 1),

à âòîðàÿ ðàçíîñòü �

∆2xt = ∆xt+1 −∆xt =
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= (xt+2 − xt+1)− (xt+1 − xt) =

= xt+2 − 2xt+1 + xt. (8.1)

Äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàáëþäåíèÿ äåëàþòñÿ ÷åðåç
ïîñòîÿííûå èíòåðâàëû, òî åñòü ìåæäó t ñóùåñòâóþò îäèíàêîâûå
ïðîìåæóòêè. Òàêæå ìû áóäåì ïèñàòü xt, xt+1 è ò. ä. âìåñòî x(t)
è x(t+ 1) äëÿ ïðîñòîòû, à òàêæå äëÿ îòëè÷èÿ îò ÎÄÓ.

Ãëàâà áóäåò ïîñâÿùåíà êðàòêîìó èçëîæåíèþ îñíîâ òåî-
ðèè ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî, âòîðîãî è âûñøèõ ïîðÿä-
êîâ [3, 8, 16]. Â ñèëó àíàëîãèè èõ ñ ÎÄÓ, � òîëüêî ðàçíîñòü ÿâ-
ëÿåòñÿ ïåðåìåííîé â äèñêðåòíîì âðåìåíè, � èçëîæåíèå áóäåò
êðàòêèì. Áîëåå òîãî, ìû ñêîíöåíòðèðóåì âíèìàíèå íà ñëó÷àÿõ
ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè.

Îïðåäåëåíèå 57 Îáûêíîâåííûå ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ (ñ

ýòîãî âðåìåíè äëÿ êðàòêîñòè íàçûâàåìûå ðàçíîñòíûìè óðàâ-

íåíèÿìè) � ýòî óðàâíåíèÿ, âêëþ÷àþùèå â ñåáÿ îäíó ïåðåìåí-

íóþ x, âû÷èñëåííóþ äèñêðåòíî â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè.

Íàïðèìåð,
F (xt, xt+1, . . . , xt+k) = 0 (8.2)

èëè, â áîëåå óäîáíîé ôîðìå,

xt+k = f(xt, xt+1, . . . , xt+k−1).

Ïîðÿäîê ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé çàäàåòñÿ ñàìîé áîëüøîé
ðàçíîñòüþ, êîòîðàÿ åñòü â óðàâíåíèè. Íàïðèìåð,

xt+2 = axt+1 + bxt

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà.

Îïðåäåëåíèå 58 Ïîä ðåøåíèåì ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ïîíè-

ìàþòñÿ âñå çíà÷åíèÿ xt, íå âêëþ÷àþùèå â ñåáÿ ðàçíîñòè è óäî-

âëåòâîðÿþùèå (8.2).
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Îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèå ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ïîðÿäêà n
òðåáóåò n íà÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ íàõîæäåíèÿ n ïðîèçâîëüíûõ
ïîñòîÿííûõ, êîòîðûå ïîÿâÿòñÿ â ðåøåíèè.

Ìû áóäåì îáñóæäàòü ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî, âòî-
ðîãî è âûñøèõ ïîðÿäêîâ, è èõ óñòîé÷èâîñòü.

8.2 Ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî

ïîðÿäêà

8.2.1 Ëèíåéíûå ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ

ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Îáû÷íàÿ ôîðìà ëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà èìååò âèä

xt+1 = axt; x(0) = x0 (8.3)

â ñëó÷àå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, è

xt+1 = axt + b; x(0) = x0 (8.4)

â ñëó÷àå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ. Çäåñü x0 � çíà÷åíèå xt ïðè
t = 0, íàçûâàåìîå íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì.

Òåîðåìà 35 Ðåøåíèå îäíîðîäíîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (8.3)

èìååò âèä

xt = atx0. (8.5)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î
Çàäàâàÿ ðàçíûå çíà÷åíèÿ t, ïîëó÷èì

x1 = ax0,
x2 = ax1 = a(ax0) = a2x0,
...
xn = axn−1 = anx0.
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Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî t, xt = atx0.

Òåîðåìà 36 Ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ

ïåðâîãî ïîðÿäêà (8.4) èìååò âèä

xt = atc+
b

1− a, a 6= 1, (8.6)

xt = x0 + bt, a = 1, (8.7)

ãäå c = x0 −
b

1− a .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î
Çàäàâàÿ ðàçíûå çíà÷åíèÿ t, ïîëó÷èì

t xt+1 = axt + b

0 x1 = ax0 + b
1 x2 = ax1 + b = a(ax0 + b) + b = a2x0 + (1 + a)b
2 x3 = ax2 + b = a3x0 + (1 + a+ a2)b
...

...
n− 1 xn = anx0 + (1 + a+ a2 + . . .+ an−1)b.

Òàê êàê

1 + a+ a2 + . . .+ an−1 =

n−1∑

i=0

ai =
1− an
1− a

êàê ñóììà n ïåðâûõ ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, òî

xn = anx0 +
1− an
1− a b = an

(
x0 −

b

1− a

)
+

b

1− a.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî t èìååì

xt = at
(
x0 −

b

1− a

)
+

b

1− a (a 6= 1).
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Åñëè a = 1, òî

xn = anx0 + b

n−1∑

i=0

ai = x0 + bn.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå xt = x0 + bt, ÷òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü.

Çàìå÷àíèå 5 Îäíîðîäíûé ñëó÷àé (8.5) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì

ñëó÷àåì (8.6), ãäå b = 0 è, åñëè a = 1, b = 0, òî xt = atx0 = x0.

Çàìå÷àíèå 6 Êàê è â ñëó÷àå ÎÄÓ, ðåøåíèå (8.6) ñîñòîèò èç

äâóõ ÷àñòåé, xo è x̃. Ïåðâàÿ ÷àñòü,

xo(t) = atc = at
(
x0 −

b

1− a

)
= at(x0 − x̃),

ÿâëÿåòñÿ îáùèì ðåøåíèåì îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ xt+1 − axt =

0. Âòîðàÿ ÷àñòü,

x̃ =
b

1− a,

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ

÷àñòíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (8.4).

Èç ýòîãî çàìå÷àíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ìû ìîæåì íà÷àòü ïðî-
öåññ ðåøåíèÿ, âçÿâ â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
xo(t) = cλt, ãäå c � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà è λ ïîäëåæèò îïðå-
äåëåíèþ. Ïîëó÷àåì

cλt+1 − acλt = cλt(λ− a) = 0,

÷òî äàåò λ = a è, òàêèì îáðàçîì,

xo(t) = cλt = cat.
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Äëÿ äàííîãî x0 ìû èìååì ïðè t = 0

x(0) = x0 = ca0 +
b

1− a = c+
b

1− a,

ò. å.

c = x0 −
b

1− a,

÷òî ïîêàçûâàåò íà÷àëüíîå îòêëîíåíèå x0 îò åãî ðàâíîâåñíîãî
çíà÷åíèÿ xe = b/(1− a).

Çàìå÷àíèå 7 Åñëè |a| < 1, òî

lim
t→∞

at = 0 =⇒ lim
t→∞

xt = 0 +
b

1− a,

÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà óñòîé÷èâà, ò. å. xt áóäåò ñõî-

äèòüñÿ ê ñâîåìó ðàâíîâåñíîìó çíà÷åíèþ xe = x̃ ñ òå÷åíèåì

âðåìåíè.

Åñëè |a| > 1, òî

lim
t→∞

∣∣at
∣∣ =∞,

è ñèñòåìà íåóñòîé÷èâà.

Ïðèìåð 45

xt+1 = 0, 5xt + 2, x0 = 10.

Ðåøåíèåì, ñîãëàñíî (8.6), áóäåò

xt = (0, 5)t(x0 − x̃) + x̃ = (0, 5)t(10− 4) + 4.

Çäåñü 0 < a = 0, 5 < 1. Ñèñòåìà óñòîé÷èâà, òàê êàê xt → 4 ñ

òå÷åíèåì âðåìåíè.
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8.2.2 Íåëèíåéíûå ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ

Íåëèíåéíîå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà èìååò âèä

xt+1 = f(xt), x(0) = x0. (8.8)

Òî÷íóþ ôîðìó ôóíêöèè f çíàòü íå îáÿçàòåëüíî; åñëè äàíû
íåêîòîðûå ñâîéñòâà, êàñàþùèåñÿ åå íàêëîíà, âûïóêëîñòè (âî-
ãíóòîñòè), ïîâåäåíèÿ â xt = 0 è xt = ∞, òî óðàâíåíèå êà÷å-
ñòâåííî ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôàçîâûõ äèàãðàìì (ðèñ. 8.1).
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Ðèñ. 8.1: xt+1 = f(xt)

Ðåøåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû íàðèñîâàòü ïðÿìóþ ïîä
óãëîì 45◦, ò. å. ïðÿìóþ xt+1 = xt â ïëîñêîñòè ïåðåìåííûõ xt+1 è
xt, è îòûñêàòü ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó, â êîòîðîé ãðàôèê ôóíê-
öèè f(xt) ïåðåñåêàåò ëèíèþ, à ïîòîì èññëåäîâàòü íà óñòîé÷è-
âîñòü.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x(0) = x0 ìîæíî íàéòè x1 = f(x0). Çà-
òåì ïåðåñå÷åíèå ñ ïðÿìîé xt+1 = xt ïåðåâîäèò x1 äëÿ t = 1 èç
âåðòèêàëüíîé â ãîðèçîíòàëüíóþ îñü, ãäå x1 òåïåðü áåðåòñÿ êàê
íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ t = 1. Çàòåì x2 = f(x1) äàåò x2 äëÿ t = 2
è ò. ä. Òî÷êà ðàâíîâåñèÿ xe � ýòî ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà, åñëè
îíà ñóùåñòâóåò, òî òàì, ãäå f(xt) ïåðåñåêàåò ëèíèþ xt+1 = xt,
òî åñòü, ãäå xt+1 = xt. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî åñëè òàêàÿ ôèêñè-
ðîâàííàÿ òî÷êà ñóùåñòâóåò, òî óñëîâèåì óñòîé÷èâîñòè ÿâëÿåòñÿ
|f ′(xe)| < 1. Â ëèíåéíîì ñëó÷àå f ′ = a è, ñëåäîâàòåëüíî, |a| < 1
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ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì óñòîé÷èâîñòè. ßñíî, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ðàâ-
íîâåñíîãî ðåøåíèÿ çàâèñèò îò òîãî, ïåðåñåêàåò ëè f(xt) ëèíèþ
xt+1 = xt. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè |f ′| > 1, òî ñèñòåìà íåóñòîé÷èâà:
xt áóäåò óäàëÿòüñÿ îò ëèíèè xt+1 = xt ñ òå÷åíèåì âðåìåíè [16].

8.3 Ëèíåéíûå ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ

âòîðîãî ïîðÿäêà

Îáû÷íàÿ ôîðìà ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà èìååò
âèä

axt+2 + bxt+1 + cxt = g(t); x(0) = x0, x(1) = x1. (8.9)

Åñëè g(t) = 0, (8.9) íàçûâàþò îäíîðîäíûì ðàçíîñòíûì óðàâíå-

íèåì, åãî ðåøåíèå çàäàåòñÿ ôóíêöèåé xo(t). Åñëè g(t) 6= 0, ýòî
íåîäíîðîäíîå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå. ×àñòíîå ðåøåíèå (x̃) îòâå-
÷àåò g(t) â (8.9).

8.3.1 ×àñòíîå ðåøåíèå

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà g(t) ≡ d, ãäå d � êîíñòàíòà. Áóäåì
èñêàòü ÷àñòíîå ðåøåíèå â âèäå x̃ = ktν , ãäå k � êîíñòàíòà è

I) ν = 0, åñëè a+ b+ c 6= 0;
II) ν = 1, åñëè a+ b+ c = 0;
II) ν = 2, åñëè b+ 2c = 0.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé I. Òîãäà ÷àñòíîå ðåøåíèå x̃t = k äëÿ

âñåõ t, ïðèìåíèòåëüíî ê (8.9) äàåò

ak + bk + ck = d ⇒ k =
d

a+ b+ c
⇒ x̃ =

d

a+ b+ c
.

Â ñëó÷àå II ν = 1, òîãäà, ïîäñòàâëÿÿ x̃t = kt â (8.9), ïîëó÷èì

ak(t+ 2) + bk(t+ 1) + ckt = d

èëè
(a+ b+ c)k(t+ 2)− (b+ 2c)k = d,
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îòêóäà, â ñèëó a+ b+ c = 0, èìååì

k = − d

b+ 2c
⇒ x̃ = − d

b+ 2c
t.

Çàäà÷à 19 Ðàññìîòðåòü ñëó÷àé III, êîãäà íàðÿäó ñ óñëîâèåì

b+ 2c = 0 âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå a+ b+ c = 0.

Åñëè g(t) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ îò âðåìåíè, äëÿ íàõîæäå-
íèÿ ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ ìîæíî ïîïðîáîâàòü âçÿòü ôóíêöèþ àíà-
ëîãè÷íîãî åé âèäà. Íàïðèìåð, åñëè g(t) = cmt, ìîæíî èñêàòü
÷àñòíîå ðåøåíèå â âèäå x̃t = kmt, ïîäñòàâëÿÿ åãî â (8.9), êàê è
ðàíüøå.

Åñëè g(t) = at2, ñëåäóåò âçÿòü ÷àñòíîå ðåøåíèå â âèäå
x̃t = at2 + bt + c. Òàêîé ïîäõîä àíàëîãè÷åí ñëó÷àþ ÎÄÓ âòî-
ðîãî ïîðÿäêà ñî ñïåöèàëüíîé ïðàâîé ÷àñòüþ.

8.3.2 Îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

Ðàññìîòðèì (8.9) ïðè g(t) = 0:

axt+2 + bxt+1 + cxt = 0.

Ïî àíàëîãèè ñ ðàçíîñòíûì óðàâíåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà ìû ìî-
æåì ïîïðîáîâàòü èñêàòü åãî îáùåå ðåøåíèå â âèäå xo(t) = Aλt,
ãäå A � íåêîòîðàÿ ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà. Ïîäñòàíîâêà xo(t)
â (8.9) ïðè g(t) = 0 äàåò

Aaλt+2 + bAλt+1 + cAλt = Aλt
(
aλ2 + bλ+ c

)
= 0.

Òàê êàê Aλt 6= 0, òî ïîëó÷àåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

P (λ) = aλ2 + bλ+ c = 0. (8.10)

Îíî èìååò äâà êîðíÿ λ1,2 = 1
2a

(
−b±

√
b2 − 4ac

)
.

Êàê è äëÿ îäíîðîäíîãî ÎÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà, ñëåäóåò ðàñ-
ñìîòðåòü 3 ñëó÷àÿ:
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I. ∆ = b2 − 4ac > 0, òîãäà λ1 è λ2 � äåéñòâèòåëüíûå
è ðàçëè÷íûå êîðíè óðàâíåíèÿ P (λ) = 0. Â ýòîì ñëó÷àå îáùåå
ðåøåíèå èìååò âèä

xo = A1λ
t
1 +A2λ

t
2, (8.11)

ãäå A1 è A2 � äâå ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû è ìîãóò áûòü îïðå-
äåëåíû ñ ïîìîùüþ äâóõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé x0 è x1.

II. ∆ = b2 − 4ac = 0, ò. å. P (λ) = 0 èìååò äâà îäèíàêîâûõ
êîðíÿ λ = −b

2a . Â ýòîì ñëó÷àå êðîìå Aλt ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ
òàêæå ôóíêöèÿ

xt = Atλt,

êîòîðóþ ñëåäóåò ïîäñòàâèòü â (8.9) ïðè g(t) = 0, ïîìíÿ, ÷òî

b2 = 4ac, λ =
−b
2a
.

Èòàê, îáùåå ðåøåíèå ïðèìåò âèä

xo(t) = (A1 +A2t)λ
t. (8.12)

III. ∆ < 0, òîãäà (8.10) äàåò

λ = − b

2a
± i
√

4ac− b2
2a

= α± iβ,

ãäå α = Re(λ), β = Im(λ).
Ðåøåíèå (8.11) òåïåðü èìååò âèä

xo(t) = A1(α+ iβ)t +A2(α− iβ)t. (8.13)

Â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ α = r cos θ è β = r sin θ, ãäå θ � óãîë
ìåæäó äåéñòâèòåëüíîé îñüþ α è ðàäèóñîì r (ðèñ. 8.2).

Ïî ôîðìóëå Ìóàâðà äëÿ α± iβ = r(cos θ± i sin θ) ïîëó÷àåì

(α± iβ)t = rt(cos θt± i sin θt).

Èñïîëüçóÿ ýòó ôîðìóëó, (8.13) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

xo(t) = A1r
t(cos θt+ i sin θt) +A2r

t(cos θt− i sin θt) =
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Ðèñ. 8.2: λ = α± iβ

= rt(B1 cos θt+B2 sin θt), (8.14)

ãäå B1 = A1 +A2 è B2 = i(A1 −A2), êàê è äëÿ ÎÄÓ.
Òàê êàê (α+ iβ)(α− iβ) = λλ = α2 + β2 = r2, òî

r = ±
√
α2 + β2 = ±

√
c/a.

Óãîë θ ìîæíî íàéòè èç âûðàæåíèé

sin θ =
β

r
, cos θ =

α

r
, tg θ =

sin θ

cos θ
=
β

α
,

ò. å.
θ = arcsin(β/r) = arccos(α/r) = arctg(β/α).

Ýòî ïîçâîëÿåò ïîäñòàâèòü r è θ â (8.14).
Çàìåíà

B1 = A cosω, B2 = A sinω,

è, ñëåäîâàòåëüíî,

tgω =
sinω

cosω
=
B2

B1
⇒ ω = arctg

(
B2

B1

)
,
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ãäå B1, B2 îïðåäåëåíû âûøå, äàþò íàì (8.14) â äðóãîé ôîðìå

xo(t) = Art cos(θt− ω). (8.15)

Âåëè÷èíà A, çàâèñÿùàÿ îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé, õàðàêòåðè-
çóåò íà÷àëüíóþ àìïëèòóäó, è r =

√
c/a îïðåäåëÿåò, âîçðàñòàåò

(r > 1) èëè óáûâàåò àìïëèòóäà ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Åñëè r = 1,
òî xo(t) ñîâåðøàåò ðåãóëÿðíûå êîëåáàíèÿ ïîñòîÿííîé àìïëèòó-
äû è ïåðèîäîì T = 2πθ.

8.3.3 Ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

Èç ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî ñïðàâåäëèâà [16]

Òåîðåìà 37 Ðåøåíèå ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà

axt+2 + bxt+1 + cxt = g(t)

èìååò âèä

xt = xo + x̃, (8.16)

ãäå λ1 è λ2 � êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (8.10), à

xo � îáùåå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ,

x̃ � ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Ðåøåíèå (8.16) ïðèíèìàåò âèä

xt = A1λ
t
1 +A2λ

t
2 + x̃, (8.17)

êîãäà λ1 è λ2 îáà äåéñòâèòåëüíû è ðàçëè÷íû;

xt = (A1 +A2t)λ
t + x̃, (8.18)

ïðè λ1 = λ2 = λ = −b/(2a);

xt = rt(B1 cos θt+B2 sin θt) + x̃, (8.19)

èëè
xt = Art cos(θt− ω) + x̃, (8.20)

åñëè λ1 è λ2 � êîìïëåêñíûå êîðíè óðàâíåíèÿ P (λ) = 0.
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Ïðèìåð 46 Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè

xt+2 + 4xt+1 + 3xt = 8; x0 = 3, x1 = 5.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí P (λ) = λ2 + 4λ + 3 èìååò äåé-

ñòâèòåëüíûå ðàçëè÷íûå êîðíè λ1 = −3, λ2 = −1. Ñîãëàñíî ñëó-

÷àþ I èç ðàçäåëà 8.3.1,

x̃ =
d

a+ b+ c
=

8

1 + 4 + 3
= 1.

Ðåøåíèå (8.17) íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ïðèíèìàåò âèä

xt = A1(−3)t +A2(−1)t + 1.

Ó÷èòûâàÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ïîëó÷àåì:

t = 0 : x0 = A1(−3)0 +A2(−1)0 + 1 = A1 +A2 + 1 = 3,

t = 1 : x1 = A1(−3)1 +A2(−1)1 + 1 = −3A1 −A2 + 1 = 5.

Îòñþäà íàõîäèì A1 = −3 è A2 = 5, è, òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå

çàäà÷è Êîøè èìååò âèä

xt = 1− 3(−3)t + 5(−1)t.

Ïðèìåð 47 Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè

xt+2 + 4xt+1 + 4xt = 9; x0 = 2, x1 = 3.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå P (λ) = λ2 + 4λ + 4 = 0 äàåò

λ1 = λ2 = −2. Ïðèìåíÿÿ ñëó÷àé I èç ðàçäåëà 8.3.1 è ôîðìóëó

(8.18), ïîëó÷àåì ðåøåíèå â âèäå

xt = (A1 +A2t)(−2)t + 1 = (1− 2t)(−2)t + 1,

ãäå A1 = 1, A2 = −2 îïðåäåëÿþòñÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé.
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Ïðèìåð 48 Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè

xt+2 − 2xt+1 + 10xt = 9; x0 = 2, x1 = 3.

Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ P (λ) = λ2 − 2λ + 10 =

0 ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûìè: λ1,2 = 1 ± 3i. ×àñòíîå

ðåøåíèå x̃ = 1 íàõîäèòñÿ òàê æå, êàê â ïðåäûäóùèõ ïðèìåðàõ.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (8.19) èìååì

xt = rt(B1 cos θt+B2 sin θt) + 1,

ãäå r =
√
α2 + β2 =

√
10 ≈ 3, 16 è θ = arctg β/α = arctg 3 ≈

71, 56. Ñëåäîâàòåëüíî,

xt = (3, 16)t (B1 cos 71, 56t+B2 sin 71, 56t) + 1.

Ó÷èòûâàÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ïîëó÷àåì:

t = 0 : x0 = B1 + 1 = 2 ⇒ B1 = 1,

t = 1 : x1 = 3, 16 (0, 3163 + 0, 9486B2) + 1 = 3 ⇒ B2 ≈ 0, 333.

Â èòîãå èìååì

xt = (3, 16)t(cos 71, 56t+ 0, 333 sin 71, 56t) + 1.

Â äðóãîé ôîðìå (8.20) ðåøåíèå áóäåò èìåòü âèä

xt = Art cos(θt− ω) + 1 =

= 1, 05 · (3, 16)t (cos 71, 56t− 18, 435) + 1,

ãäå ω = arctg(B2/B1) ≈ arctg(0, 333) ≈ 18, 435, à r ≈ 3, 16, êàê è

ðàíåå.
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8.4 Ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ âûñøèõ

ïîðÿäêîâ

Ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå n-ãî (n > 2) ïîðÿäêà èìååò âèä:

a0xt+n + a1xt+n−1 + . . .+ anxt = g(t), (8.21)

ãäå a0 è an îòëè÷íû îò íóëÿ. Çàäà÷à Êîøè äëÿ (8.21) äîëæíà
áûòü äîïîëíåíà çàäàííûìè n íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.

Íå òåðÿÿ îáùíîñòè, ìû ìîæåì çàäàòü a0 = 1. Ïðè g(t) = 0
ìû ïîëó÷àåì àíàëîãèþ ñ ÎÄÓ.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò âèä

λt+n + a1λ
t+n−1 + . . .+ anλ

t =

= λt(λn + a1λ
n−1 + . . .+ an) = λtP (λ) = 0, (8.22)

ãäå P (λ) = λn+a1λ
n−1 + . . .+an � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì

n-é ñòåïåíè, èìåþùèé n êîðíåé, êîòîðûå ìîãóò áûòü äåéñòâè-
òåëüíûìè èëè êîìïëåêñíûìè, ðàçëè÷íûìè èëè êðàòíûìè.

Ðåøåíèåì ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ n ðàçëè÷íûõ êîðíåé
áóäåò

xt = A1λ
t
1 +A2λ

t
2 + . . .+Anλ

t
n. (8.23)

Åñëè íåêîòîðûé êîðåíü λj èìååò êðàòíîñòü mj , òî

xt = λtj(A1j +A2jt+ . . .+Amjt
mj−1). (8.24)

Åñëè êîðíè êîìïëåêñíûå, íî ðàçëè÷íûå, îíè îáðàçóþò ñîïðÿ-
æåííûå ïàðû è êàæäàÿ ïàðà èìååò âèä (8.14)

rt(B1 cos θt+B2 sin θt). (8.25)

Åñëè íåêîòîðûé êîìïëåêñíûé êîðåíü λj èìååò êðàòíîñòü mj , òî
ðåøåíèåì áóäåò

rtj (pj(t) cos θt+ qj(t) sin θt) , (8.26)

pj(t) = B1j +B2jt+ . . .+Bmjt
mj−1,

192



qj(t) = C1j + C2jt+ . . .+ Cmjt
mj−1,

ãäå Bij è Cij (i = 1, 2, . . . ,mj) � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû.

8.5 Óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè

Îïðåäåëåíèå 59 Òî÷êà ðàâíîâåñèÿ xe óñòîé÷èâà, åñëè êàæ-

äîå ðåøåíèå, íà÷èíàþùååñÿ â òî÷êå x0 áëèçêî ê íåé, îñòàíåòñÿ

áëèçêèì ê íåé è äàëüøå. Ôîðìàëüíî ãîâîðÿò, ÷òî xe óñòîé÷è-

âî, åñëè ∀ε > 0 ñóùåñòâóåò δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî

|x0 − xe| < δ ⇒ |xn − xe| < ε ∀n > 0. (8.27)

8.5.1 Óñòîé÷èâîñòü ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî

ïîðÿäêà

Íàïîìíèì, ÷òî ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ xt+1 = axt+b ïðè çàäàííîì
x0 áóäåò

xt = at(x0 − x̃) + x̃.

Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà óñòîé÷èâà, åñëè

xt → xe ≡ x̃ ïðè t→∞.

×òîáû ýòî âûïîëíÿëîñü, òðåáóåòñÿ |a| < 1.
Åñëè 0 < a < 1, òî at → 0 ïðè t → ∞ ïîëîæèòåëüíûìè

óáûâàþùèìè øàãàìè.
Íàïðèìåð, åñëè a = 1/2, òî

at = 1,
1

2
,

1

4
,

1

8
,

1

16
ïðè t = 0, 1, 2, 3, 4,

äðóãèìè ñëîâàìè, (1/2)t ñòðåìèòñÿ ê íóëþ óáûâàþùèìè øàãàìè
(ðèñ. 8.3à).

Åñëè −1 < a < 0, òî at ïðîñêàêèâàåò ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ
xe, áóäó÷è ïîïåðåìåííî òî ïîëîæèòåëüíîé òî îòðèöàòåëüíîé âå-
ëè÷èíîé, ïðèáëèæàÿñü ê íåìó (ðèñ. 8.3á).
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0

xe

x0

x0

xt

t
0 < a < 1

xe
xt

(x0 > xe)

(0 < a < 1)

(x0 < xe)

0
t

−1 < a < 0

xe xe

x0

xt

xe
(−1 < a < 0)

à á

0

xe

x0

x0

xt

t
1 < a

xe

xt

xt

(x0 > xe)

(1 < a)

(x0 − xe < 0)

0

x0

xt

t
a < −1

xe

xe

(a < −1)

â ã

Ðèñ. 8.3: xt = at(x0 − xe) + xe

Íàïðèìåð, åñëè a = −1/2, òî

at = 1, −1

2
,

1

4
, −1

8
,

1

16
ïðè t = 0, 1, 2, 3, 4.

Ïðè a > 1 at áóäåò íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàòü, îòêëîíÿÿñü îò
xe âñå áîëüøå è áîëüøå (ðèñ. 8.3â), è, åñëè a < −1, at áóäåò
îòêëîíÿòüñÿ îò xe âñå áîëüøå è áîëüøå òî ïîëîæèòåëüíûìè, òî
îòðèöàòåëüíûìè øàãàìè (ðèñ. 8.3ã).
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8.5.2 Óñòîé÷èâîñòü ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî

ïîðÿäêà

Óñòîé÷èâîñòü çàâèñèò îò êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíå-
íèÿ P (λ) = aλ2 + bλ+ c = 0, ò. å. îò

λ = −b±
√
b2 − 4ac

2a
.

Ñëó÷àé (i): ∆ = b2 − 4ac > 0. Èìååì äâà äåéñòâèòåëü-
íûõ è ðàçëè÷íûõ êîðíÿ, è äëÿ óñòîé÷èâîñòè òðåáóåòñÿ |λi| < 1
(i = 1, 2), ÷òî âëå÷åò óñëîâèå |λ1λ2| = |c/a| < 1.

Ñëó÷àé (ii): ∆ = 0. Äëÿ óñòîé÷èâîñòè òðåáóåòñÿ |λ < 1|,
òàê êàê ýëåìåíò λt äîìèíèðóåò íàä A2t â ðåøåíèè óðàâíåíèÿ
xo(t) = λt(A1 +A2t).

Ñëó÷àé (iii): ∆ < 0. Äëÿ óñòîé÷èâîñòè òðåáóåòñÿ |r| < 1,
ò. å. −1 <

√
c/a < 1, òàê êàê rt ïðè |r| < 1 áóäåò ïîäàâëÿòü

êîëåáàíèÿ, âûçâàííûå ÷ëåíîì (B1 cos θt + B2 sin θt). Îòìåòèì,
÷òî äëÿ óñòîé÷èâîñòè äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

λ1λ2 = (α+ iβ)(α− iβ) = λλ = α2 + β2 = r2 < 1.

8.5.3 Óñòîé÷èâîñòü ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé n-ãî

ïîðÿäêà

Ðàññìîòðèì ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå n-ãî ïîðÿäêà

xt+n + a1xt+n−1 + . . .+ anxt = 0 (8.28)

ñ ñîîòâåòñòâóþùèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì P (λ).
Óñëîâèÿìè óñòîé÷èâîñòè ÿâëÿþòñÿ |λj | < 1 äëÿ âñåõ j â

ñëó÷àå äåéñòâèòåëüíûõ è ðàçëè÷íûõ êîðíåé P (λ), è |r| < 1 � â
ñëó÷àå êîìïëåêñíûõ êîðíåé.

Òåîðåìà Øóðà [2] ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïðîâåðêè ýòèõ
óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè. Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ òåîðåìû ñëåäóåò âû-
ïèñàòü îïðåäåëèòåëü ∆n ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

195



∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 an an−1 . . . a1

a1 1 0
...

. . .
...

. . .

an−1 . . . 1 0 0 0 an
an 0 0 1 a1 . . . an−1

an−1 0
...

. . .
...

. . .

a1 an 0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=

∣∣∣∣
A1 A2

Ā2 Ā1

∣∣∣∣ .

Ïóñòü ∆1 áóäåò ∆n, ãäå ñîõðàíÿþòñÿ òîëüêî ýëåìåíòû ïåðâîé
ñòðîêè è ïåðâîãî ñòîëáöà êàæäîé ïîäìàòðèöû Ai è Āi, (i = 1, 2);
∆2 áóäåò ∆n, ãäå ñîõðàíÿþòñÿ òîëüêî ýëåìåíòû ïåðâûõ äâóõ
ñòðîê è ïåðâûõ äâóõ ñòîëáöîâ êàæäîé ïîäìàòðèöû è òàê äàëåå:

∆1 =

∣∣∣∣
1 an
an 1

∣∣∣∣ , ∆2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 an an−1

a1 1 0 an
an 0 1 a1

an−1 an 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
,

è ò. ä. Òåîðåìà Øóðà ãëàñèò, ÷òî |λi| < 1 äëÿ âñåõ i, åñëè âñå
âåëè÷èíû ∆1,∆2, . . . ,∆n ïîëîæèòåëüíû.

8.6 Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ýòà ãëàâà áûëà ïîñâÿùåíà êðàòêîìó ðàññìîòðåíèþ ðàçíîñòíûõ
óðàâíåíèé ïåðâîãî, âòîðîãî è âûñøèõ ïîðÿäêîâ, ëèíåéíûõ è
íåëèíåéíûõ. Èçëîæåíèå áûëî êðàòêèì èç-çà ñõîæåñòè èõ ñ ÎÄÓ.
Â òî æå âðåìÿ áûëè ðàññìîòðåíû îñíîâíûå âîïðîñû, êîòîðûå
ïîëåçíû äëÿ ïîíèìàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.
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Íàêîíåö, ýòî áóäåò ïîëåçíûì � èìåòü â âèäó ðàçëè÷èÿ
ìåæäó ðåøåíèÿìè ÎÄÓ è ÐÓ. Äëÿ ñëó÷àÿ ëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé âòîðîãî ïîðÿäêà, êîòîðûé ðàññìîòðåí äëÿ îïðåäåëåííîñòè,
îíè îáîáùåíû â òàáë. 1.

Òàáëèöà 1. Âèä ðåøåíèé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
(ÎÄÓ) è ðàçíîñòíûõ (ÐÓ) ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé

âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

ÎÄÓ ÐÓ

aẍ+ bẋ+ cx = 0 axt+2 + bxt+1 + cxt = 0

P (λ) aλ2 + bλ+ c = 0 aλ2 + bλ+ c = 0

λ = 1
2
a(−b±

√
b2 − 4ac) λ = 1

2
a(−b±

√
b2 − 4ac)

∆ > 0 x(t) = A1e
λ1t +A2e

λ2t x(t) = A1λ
t
1 +A2λ

t
2

∆ = 0 x(t) = (A1 +A2t)e
λt x(t) = (A1 +A2t)λ

t

∆ < 0 x(t) = eαt(B1 cosβt+B2 sinβt) xt = rt(B1 cos θt+B2 sin θt)

èëè x(t) = eαt(cosβt+ ω) èëè xt = rtA cos(θt− ω)
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Ãëàâà 9

Ñèñòåìû ðàçíîñòíûõ

óðàâíåíèé ïåðâîãî

ïîðÿäêà

Ñèñòåìû ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé íóæäàþòñÿ ëèøü â êðàò-
êîì ðàññìîòðåíèè ââèäó èõ ñõîäñòâà ñ ñèñòåìàìè îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Â ýòîé ãëàâå ìû êðàòêî îáñóäèì
ëèíåéíûå ñèñòåìû ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ïî-
ñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, èõ ðåøåíèÿ â ðàçëè÷íûõ ñëó÷àÿõ,
ñâåäåíèå ê ñèñòåìàì ïåðâîãî ïîðÿäêà è óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè.

9.1 Ëèíåéíûå ñèñòåìû ïåðâîãî ïîðÿäêà

Çàäà÷à Êîøè äëÿ íîðìàëüíîé îäíîðîäíîé ñèñòåìû èìååò âèä

xt+1 = Axt; x(0) = x0, (9.1)

à äëÿ íåîäíîðîäíîé �

xt+1 = Axt + b; x(0) = x0, (9.2)

ãäå A � n× n âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà.
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Òåîðåìà 38 Ðåøåíèå (9.1) èìååò âèä

xt = Atx0. (9.3)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î
Èíòåãðèðóÿ (9.1) ïî t = 0, 1, . . ., ïîëó÷èì

x1 = Ax0,
x2 = Ax1 = A2x0,
...
xt = Atx0 ∀t,

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.
Åñëè A � äèàãîíàëèçèðóåìàÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àÿì

ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé èëè êðàòíûõ, àðèô-
ìåòè÷åñêàÿ êðàòíîñòü êîòîðûõ ðàâíà ãåîìåòðè÷åñêîé, òî (9.3)
ìîæåò áûòü çàïèñàíî â áîëåå óäîáíîé ôîðìå ïî ñëåäóþùåé òåî-
ðåìå.

Òåîðåìà 39 ÅñëèA� äèàãîíàëèçèðóåìàÿ, òî ðåøåíèå (9.3) ìî-

æåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

xt = Atx0 = TΛtT−1x0 =

= c1v1λ
t
1 + c2v2λ

t
2 + . . .+ cnvnλ

t
n, (9.4)

ãäå T = (v1, v2, . . . , vn) � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà ñîáñòâåííûõ

âåêòîðîâ, îòâå÷àþùèõ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λj (j = 1, n) ìàò-

ðèöû A, Λ = diag(λ1, . . . , λn).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î
Åñëè A � äèàãîíàëèçèðóåìàÿ, òî ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåí-

íàÿ ìàòðèöà T , ïðèâîäÿùàÿ A ê åå æîðäàíîâîé ôîðìå Λ:

Λ = T−1AT, A = TΛT−1,
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ïðè÷åì

A2 = (TΛT−1)(TΛT−1) = TΛ2T−1, A3 = TΛ3T−1

è òàê äàëåå. Òîãäà èìååì:

xt = Atx0 = TΛtT−1x0 = c1v1λ
t
1 + c2v2λ

t
2 + . . .+ cnvnλ

t
n,

ãäå cj � ýëåìåíò j âåêòîðà c = T−1x0 (1 ≤ j ≤ n); vj � j-é
ñîáñòâåííûé âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ
λj .

Â êîîðäèíàòíîé çàïèñè (9.4) äëÿ êàæäîãî xi(t) ïîëó÷èì

xi(t) = ki1λ
t
1 + ki2λ

t
2 + . . .+ kinλ

t
n, (9.5)

ãäå ïîñòîÿííàÿ kij = cjvij îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè,
à vij � i-é ýëåìåíò ñîáñòâåííîãî âåêòîðà vj (i, j = 1, n).

Òåîðåìà 40 Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (9.2) èìååò âèä

xt = At(x0 − x̃) + x̃ (9.6)

èëè

xt = TΛT−1(x0 − x̃) + x̃, (9.7)

ãäå ÷àñòíîå ðåøåíèå x̃ = (I − A)−1b = xe ÿâëÿåòñÿ ïîëîæåíèåì

ðàâíîâåñèÿ, I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà (n×n), ïðè óñëîâèè, ÷òî A

â (9.6) äèàãîíàëèçèðóåìàÿ, è (I −A) � íåâûðîæäåííàÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î
Èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷èì

x1 = Ax0 + b,

x2 = Ax1 + b = A(Ax0 + b) + b+A2x0 +Ab+ b,

x3 = A3x0 + (I +A+A2)b,
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è òàê äëÿ ëþáîãî t,

xt = Atx0 + (I +A+ . . .+At−1)b.

Ïðè ýòîì

(I +A+ . . .+At−1) = (I −At)(I −A)−1,

òàê êàê

(I +A+ . . .+At−1)(I −A) = I −At, det(I −A) 6= 0.

Ó÷èòûâàÿ ýòî, èìååì

xt = Atx0 + (I −At)(I −A)−1b =

= At
[
x0 − (I −A)−1b

]
+ (I −A)−1b = At(x0 − x̃) + x̃.

Òàê êàê A � äèàãîíàëèçèðóåìàÿ ïî ïðåäïîëîæåíèþ, òî ïðå-
îáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ äàåò

T−1AT = Λ = diag(λ1, . . . , λn),

à (9.6) ñ ó÷åòîì

A = TΛT−1, A2 = TΛ2T−1, . . . , At = TΛtT−1,

äàåò
xt = At(x0 − x̃) + x̃ = TΛtT−1(x0 − x̃) + x̃,

÷òî ñîâïàäàåò ñ (9.7).

À ë ü ò å ð í à ò è â í î å ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î
Áîëåå ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ìîæåò áûòü ïî-

ëó÷åíî ïðè èñïîëüçîâàíèè îòêëîíåíèÿ xt îò òî÷êè ðàâíîâåñèÿ
xe ≡ x̃, îïðåäåëÿåìîãî êàê yt = xt − xe èëè xt = yt + xe, ãäå

xe = (I −A)−1b.

Ïîäñòàâëÿÿ â (9.2) âûðàæåíèå äëÿ xt, ïîëó÷èì:

yt + xe = A(yt−1 + xe) + b,
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îòêóäà ñëåäóåò

yt = Ayt−1 − (I −A)xe + b,

èëè
yt = Ayt−1,

ñ ó÷åòîì (I −A)xe = b.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè îäíîðîäíóþ ñèñòåìó (9.1), ðåøå-

íèå êîòîðîé èìååò âèä yt = Aty0.
Îáðàòíûé ïåðåõîä ê xt äàåò (9.7), ÷òî çàâåðøàåò äîêàçà-

òåëüñòâî.

Ïðèìåð 49 Ðåøèì ñèñòåìó

xt+1 = Axt, ãäå A =

(
3 0

5 2

)
; x0 =

(
1

2

)
.

Â ýòîì ñëó÷àå

P (λ) = |A− λI| = (λ− 3)(λ− 2) = 0,

T =

(
1 0

5 1

)
, T−1 =

(
1 0

−5 1

)
, P−1x0 =

(
1

−3

)
.

Ðåøåíèå, â ñîîòâåòñòâèè ñ (9.4), èìååò âèä

xt = TΛtT−1x0 =

(
1 0

5 1

)(
3t 0

0 2t

)(
1

−3

)
=

= 1

(
1

5

)
3t − 3

(
0

1

)
2t = c1v1λ

t
1 + c2v2λ

t
2.

Ïðèìåð 50 Ðåøèì ñèñòåìó

xt+1 =

(
−2 1

1 −2

)
xt +

(
2

4

)
; x0 =

(
3

4

)
.
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Â ýòîì ñëó÷àå

P (λ) = |A− λI| = (λ+ 1)(λ+ 3) = 0

è

T =

(
−1 −1

3 1

)
, T−1 =

(
1/2 1/2

−3/2 −1/2

)
,

òîãäà

x̃ = (I −A)−1b =
1

10

(
3 1

7 3

)(
2

4

)
=

(
1

1

)
,

x0 − x̃ =

(
3

4

)
−
(

1

1

)
=

(
2

3

)
,

T−1(x0 − x̃) =

(
5/2

−9/2

)
.

Ðåøåíèå, â ñîîòâåòñòâèè ñ (9.7), èìååò âèä

xt = TΛtT−1 + x̃ =

=

(
−1 −1

3 1

)(
(−1)t 0

3 (−3)t

)(
5/2

−9/2

)
+

(
1

1

)
=

=
5

2

(
−1

3

)
(−1)t − 9

2

(
−1

1

)
(−3)t +

(
1

1

)
=

= c1v1λ
t
1 + c2v2λ

t
2 + x̃.
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9.2 Æîðäàíîâà êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà

Âûøåïðèâåäåííûå òåîðåìû ñïðàâåäëèâû äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ. Ñëó-
÷àé, êîãäà ìàòðèöà A èìååò n ðàçëè÷íûõ (âåùåñòâåííûõ èëè
êîìïëåêñíûõ) ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, î÷åâèäåí: n ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ëèíåéíî íåçàâèñèìû è A ïîëíî-
ñòüþ äèàãîíàëèçóåìà. Òåîðåìû ñïðàâåäëèâû äëÿ ñëó÷àÿ êðàò-
íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, äëÿ êîòîðûõ àðèôìåòè÷åñêàÿ êðàò-
íîñòü ðàâíà ãåîìåòðè÷åñêîé: A ïîëíîñòüþ äèàãîíàëèçóåìà, òàê
êàê n ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Äàííûå òåî-
ðåìû òàêæå ñïðàâåäëèâû è äëÿ ñëó÷àÿ âûðîæäåííîé ìàòðèöû
A, êîãäà äëÿ íåêîòîðîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λj , ïîâòîðÿþùå-
ãîñÿ mj ðàç, ãåîìåòðè÷åñêàÿ êðàòíîñòü ìåíüøå, ÷åì mj : âñåãäà
ìîæåò áûòü íàéäåíà íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà T , ïðèâîäÿùàÿ
A ê áëî÷íî-äèàãîíàëüíîìó âèäó, ò. å. ê åå æîðäàíîâîé êàíîíè-
÷åñêîé ôîðìå Λ, ãäå T−1AT = Λ è Λ � áëî÷íî-äèàãîíàëüíàÿ
ìàòðèöà âèäà




λ1

. . .

λk
λj 1 0

λj 1
λj



.

Ïîëíàÿ äèàãîíàëèçàöèÿ ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòíîìó ñëó÷àþ,
êîãäà Λ = diag(λ1, . . . , λn).

Êàíîíè÷åñêèå ôîðìû ïðîùå äëÿ àíàëèçà, îñîáåííî êîãäà
ïðîáëåìà óñòîé÷èâîñòè è êà÷åñòâåííûå ðåøåíèÿ ñëîæíû: èñõîä-
íàÿ è êàíîíè÷åñêàÿ ñèñòåìû òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû.

Ìû èññëåäóåì ñëó÷àè âåùåñòâåííûõ ðàçëè÷íûõ, êðàò-
íûõ è êîìïëåêñíûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ P (λ) = |A − λI| = 0 îò-
äåëüíî.
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9.2.1 Ñëó÷àé âåùåñòâåííûõ ðàçëè÷íûõ

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

Â ýòîì ñëó÷àå ñîáñòâåííûå âåêòîðû ëèíåéíî íåçàâèñèìû è A
ïîëíîñòüþ äèàãîíàëèçèðóåìà:

TP−1AT = Λ.

Äëÿ çàäàííîé ñèñòåìû (9.1) êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíà ïðè ïîìîùè çàìåíû ïåðåìåííûõ xt ≡ Tyt (èëè
yt = T−1xt). Ïîäñòàíîâêà ýòîé çàìåíû â (9.1) äàåò:

xt = Tyt = ATyt−1 ≡ Axt−1,

îòêóäà

yt = T−1ATyt−1 ≡ Λyt−1, (9.8)

ãäå Λ = diag(λ1, . . . , λn). Ðåøåíèå ñèñòåìû (9.8) åñòü

yt = Λty0,

ò. å. yi(t) = yi0λ
t
i (i = 1, 2, . . . , n).

Ïðèìåð 51

xt = Axt−1, A =

(
3 0

5 2

)
, x0 =

(
1

2

)
.

Â æîðäàíîâîé êàíîíè÷åñêîé ôîðìå ñèñòåìà xt = Axt−1 èìååò

âèä

yt = Λty0 =

(
3t 0

0 2t

)(
1

−3

)
,

ãäå

y0 = T−1x0 =

(
1 0

−5 1

)(
1

2

)
=

(
1

−3

)
.
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Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ê xt = Tyt äàåò

xt = Tyt =

(
1 0

5 1

)(
3t 0

0 2t

)(
1

−3

)
=

=

(
1

5

)
3t − 3

(
0

1

)
2t.

9.2.2 Ñëó÷àé êðàòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

Åñëè ìàòðèöà A ñèñòåìû (9.1) èìååò íåêîòîðîå ñîáñòâåííîå
çíà÷åíèå λj , ïîâòîðÿþùååñÿ mj ðàç, òî åå ðåøåíèå â æîðäàíî-
âîé êàíîíè÷åñêîé ôîðìå, ïîëó÷àåìîé ïðè çàìåíå xt = Tyt (èëè
yt = T−1xt), èìååò âèä

yt = T−1ATyt−1 ≡ Λyt−1,

ãäå

Λ =




λ1

. . . 0
λk

λj 1 0
0 λj 1

λj



.

Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì ñëó÷àé 2× 2.
Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

P (λ) = |A− λI| = 0

äàåò
λ1 = λ2 = λ,

è, ñîãëàñíî (9.8), ïîëó÷àåì

yt = Λyt−1 ≡
(
λ 1
0 λ

)
yt−1, (9.9)
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ãäå xt = Tyt, à ñòîëáöû ìàòðèöû T = (v1, v2) âûáðàíû òàê, ÷òî

(A− λI)v1 = 0,

(A− λI)v2 = v1.

Îòìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå

(A− λI)vj = vj−1, j = 1, 2, . . . ,mj ,

ãäå mj � àðèôìåòè÷åñêàÿ êðàòíîñòü λj .
Òàêèì îáðàçîì, (9.8) ïðèâåäåíà ê ñèñòåìå ðàçíîñòíûõ óðàâ-

íåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà (9.9), ðåøåíèå êîòîðîé èìååò âèä

yt = Λty0 =

(
λt tλt−1

0 λt

)
y0,

ãäå y0 = T−1x0. Î÷åâèäíî, ñèñòåìà (9.9) èìååò òðåóãîëüíóþ ìàò-
ðèöó, ïîñëåäíåå óðàâíåíèå

y2 = λty20

ìîæåò áûòü ðåøåíî íåïîñðåäñòâåííî è ïîäñòàâëåíî â ïåðâîå (â
îáùåì ñëó÷àå, â ïðåäïîñëåäíåå, çàòåì â ïðåäïðåäïîñëåäíåå è
òàê äàëåå).

Ïðèìåð 52 Ðåøèòü ñèñòåìó

xt = Axt−1, ãäå A =

(
1 −1

1 3

)
, x0 =

(
1

2

)
.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

P (λ) = (λ− 2)2 = 0

äàåò êðàòíûé êîðåíü λ = 2 ñ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì

v1 =

(
−1

1

)
, óäîâëåòâîðÿþùèì (A− λI)v1 = 0,
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è ïðèñîåäèíåííûì âåêòîðîì v2, êîòîðûé íàõîäèòñÿ èç óðàâíå-

íèÿ

(A− λI)v2 = v1,

èëè (
−1 −1

1 1

)(
x1

x2

)
=

(
−1

1

)
,

îòêóäà

v2 =

(
0

1

)
, T = (v1v2) =

(
−1 0

1 1

)
= T−1,

T−1AT =

(
2 1

0 2

)
, T−1x0 =

(
−1

3

)
= y0.

Ðåøåíèå èìååò âèä

yt = Λty0 =

(
2t 2t−1t

0 2t

)(
−1

3

)
=

(
−1 + 3t/2

3

)
2t.

Î÷åâèäíî, ÷òî âòîðîå óðàâíåíèå ìîæåò áûòü ðåøåíî íåïî-

ñðåäñòâåííî, òàê êàê

y2(t) = 2ty20 = 2t · 3,

è ïîäñòàâëåíî â ïåðâîå óðàâíåíèå:

y1(t) = 2y1(t− 1) + y2(t− 1)

èëè

y1(t+ 1) = 2y1(t) + 2t · 3.
Ðåøåíèå ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ åñòü

y1(t) =

(
y10 + y20

t

2

)
2t =

(
−1 + 3

t

2

)
2t,

ãäå

y0 = vT−1x0 =

(
−1 0

1 1

)(
1

2

)
=

(
−1

3

)
=

(
y10

y20

)
.
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9.2.3 Ñëó÷àé êîìïëåêñíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

Åñëè åñòü êîìïëåêñíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λj ìàòðèöû A ñè-
ñòåìû xt = Axt−1, òî îíè ñóùåñòâóþò ïàðàìè: λj = αj ± iβj , ãäå
αj è βj � âåùåñòâåííûå ÷èñëà è i2 = −1.

Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì ñëó÷àé 2×2. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå
óðàâíåíèå

P (λ) = |A− λI| = 0

äàåò λ = α ± iβ, ãäå α è β � âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Ïåðåõîä ê
ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì

α = r cos θ, β = r sin θ,

Λ =

(
α β
α β

)
= r

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
, (9.10)

è â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå, ïðè ïîìîùè çàìåíû xt = Tyt, ñèñòåìà
(9.1) ïðèâîäèòñÿ ê ñèñòåìå

yt = Λyt−1, (9.11)

ñ ðåøåíèåì

yt = Λty0 = rt
(

cos θt sin θt
− sin θt cos θt

)(
c1

c2

)
, (9.12)

ãäå θ = tg−1(β/α), c = T−1x0 = y0.

Ïðèìåð 53 Ðåøèòü ñèñòåìó

xt = Axt−1, ãäå A = r

(
1 1

−1 1

)
, x0 =

(
2

4

)
.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå P (λ) = 0 äàåò λ = 1 ± i, è
ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå âåêòîðû

v1 =

(
1

i

)
=

(
1

0

)
+ i

(
0

1

)
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è

v2 = v1 =

(
1

−i

)
=

(
1

0

)
+ i

(
0

−1

)
.

Èñïîëüçóÿ ìàòðèöó ïåðåõîäà

T =

(
1 0

0 1

)
,

èç (9.10)�(9.12) ïîëó÷àåì:

xt = Atx0 = TΛtT−1x0 =

=

(
1 0

1 0

)(
(1 + i)t 0

0 (1− i)t

)(
2

4

)
=

=

(
cos(π4 )t sin(π4 )t

− sin(π4 )t cos(π4 )t

)(
2

4

)
=

=

(
2 cos(π4 )t+ 4 sin(π4 )t

−2 sin(π4 )t+ 4 cos(π4 )t

)
,

ãäå θ = tg−1(1) = 45◦ = π/4 è r = 1 â óðàâíåíèè (9.12), ÷òî â

òî÷íîñòè òî æå ñàìîå, ÷òî è â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå.

Ïðåäûäóùåå îáñóæäåíèå ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíî â âè-
äå òåîðåìû, ïðè ýòîì äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì ñèñòåìû íà
ïëîñêîñòè.

Òåîðåìà 41 Ñèñòåìà xt = Axt−1 ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê ñâîåé

êàíîíè÷åñêîé ôîðìå

yt = Λyt−1,
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ðåøåíèå êîòîðîé åñòü:

yt = Λty0,

ãäå

(i) Λ =

(
λ1 0

0 λ2

)
äëÿ ñëó÷àÿ âåùåñòâåííûõ ðàçëè÷íûõ

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé;

(ii) Λ =

(
λ 1

0 λ

)
äëÿ ñëó÷àÿ âåùåñòâåííûõ êðàòíûõ ñîá-

ñòâåííûõ çíà÷åíèé;

(iii) Λ =

(
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)
äëÿ ñëó÷àÿ êîìïëåêñíûõ ñîá-

ñòâåííûõ çíà÷åíèé è

Λt =

(
λt1 0

0 λt2

)
äëÿ (i),

Λt =

(
λt tλt−1

0 λt

)
äëÿ (ii),

Λt = rt

(
cos θt sin θt

− sin θt cos θt

)
äëÿ (iii).

Íà ïðàêòèêå äëÿ ñèñòåìû xt = Axt−1 ðåøåíèå ïðèíèìàåò
ôîðìó:

(i) xt =
n∑

j=1

cjvjλ
t
j äëÿ ñëó÷àÿ ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé;

(ii) xt =

h∑

j=1

cjvjλ
t
j +

(
c0 + c1t+ c2t

2 + . . .+ cm−1
m−1

)
λtp â ñëó÷àå

íåêîòîðîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λp, ïîâòîðÿþùåãîñÿ m ðàç è
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(iii) xt = rt




x10 cos θt+ x20 sin θt

x20 cos θt− x10 sin θt


 äëÿ êàæäîé ïàðû ñîá-

ñòâåííûõ çíà÷åíèé λj = αj± iβj , θ = tg−1(βj/αj), êàê â ïðèìåðå
53.

9.3 Ïðèâåäåíèå ê ñèñòåìå ïåðâîãî ïîðÿäêà

Ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå n-ãî ïîðÿäêà âèäà

xt = a1xt−1 + a2xt−2 + . . .+ anxt−n, (9.13)

ñ çàäàííûìè n íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî
ê ñèñòåìå ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ïðè ïîìîùè
ñëåäóþùåãî ïåðåîïðåäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ

y1(t) = xt−n = y2(t− 1),

yn−1(t) = yn(t− 1),

yn(t) = xt.

Ïåðåïèøåì (9.13) â íîâûõ ïåðåìåííûõ:




y1(t)
...

yn(t)


 =




0 1 . . . 0
0 0
... 1 0
0 . . . 0 1
an . . . a2 a1







y1(t− 1)
...

yn(t− 1)


 (9.14)

èëè
yt = Ayt−1.

Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû, ñì. (9.3), èìååò âèä:

yt = Aty0 = TΛtT−1y0.

Ìàòðèöà A â (9.14) èãðàåò ðîëü ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû
óðàâíåíèÿ (9.13).
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9.4 Óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè

9.4.1 Ëîêàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü

Èç (9.3), (9.4) è (9.5) ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû (9.1)

xt = Atx0

èìååò âèä

xt = Atx0 = TΛtT−1x0 = c1v1λ
t
1 + . . .+ cnvnλ

t
n,

èëè â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå

yt = Λty0.

Óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè çàïèñûâàþòñÿ ïðî-
ñòî

|λj | < 1 ∀j,
ò. å. âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1, λ2,. . .,λn ëåæàò âíóòðè åäè-
íè÷íîãî êðóãà, òàê êàê

lim
t→∞

yj(t) = lim
t→∞

λtjyj0 = 0.

Ýòî ôóíäàìåíòàëüíîå óñëîâèå ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ.
Äëÿ ñëó÷àÿ âåùåñòâåííûõ êîðíåé ýòî î÷åâèäíî íåçàâèñèìî îò
òîãî, ÿâëÿþòñÿ ëè ýòè êîðíè λi ðàçëè÷íûìè èëè êðàòíûìè.
Â ñëó÷àå êîìïëåêñíûõ êîðíåé óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè çàäàþòñÿ
íåðàâåíñòâîì |r| < 1 äëÿ ðåøåíèÿ

xt = rt
(

cos θt sin θt
− sin θt cos θt

)
,

ñì. (9.12). Íî λ = α± iβ â êîìïëåêñíîì ñëó÷àå, à

|λ|2 = λλ = (α+ iβ)(α− iβ) = α2 + β2 = r2 = detA,

ò. å. |λ| = r =
√
α2 + β2, òàê êàê ðàäèóñ r ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëü-

íûì (ðèñ. 8.2, ñòð. 189).
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Òàêèì îáðàçîì, |λ| < 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà |r| < 1,
ò. å. äëÿ óñòîé÷èâîñòè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äîëæíû ëåæàòü
âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà (êðóãà ðàäèóñà r = 1).

Çàìåòèì, ÷òî ïðè λj > 0, ïðè âîçðàñòàíèè t äâèæåíèå ê ïî-
ëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ (ïðè 0 < λj < 1) èëè îò íåãî (ïðè λj > 1)
ïðîèñõîäèò ñ ñîõðàíåíèåì íàïðàâëåíèÿ, òàê êàê λtj â (9.5) ïî-
ëîæèòåëüíû äëÿ âñåõ t. Îäíàêî, êîãäà λj < 0, òðàåêòîðèÿ ìå-
íÿåò íàïðàâëåíèå ïðè äâèæåíèè ê ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ (ïðè
−1 < λi < 0) èëè îò íåãî (ïðè λi < −1), òàê êàê λtj â (9.5) ïî-
ïåðåìåííî ïîëîæèòåëüíû (äëÿ ÷åòíûõ t) è îòðèöàòåëüíû (äëÿ
íå÷åòíûõ t).

Ýòî ôóíäàìåíòàëüíîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè |λj | < 1 ∀i ñî-
äåðæèòñÿ â ðàçëè÷íûõ ôîðìàõ âî ìíîæåñòâå òåîðåì. Ïðèâåäåì
íåêîòîðûå èç íèõ.

Òåîðåìà 42 (Òåîðåìà Øóðà) Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî

óðàâíåíèÿ

P (λ) = λn + c1λ
n−1 + . . .+ cn = 0

áóäóò ìåíüøå åäèíèöû ïî àáñîëþòíîìó çíà÷åíèþ òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ñëåäóþùèå îïðåäåëèòåëè ïîëîæèòåëüíû:

∆1 =

∣∣∣∣∣
1 cn

cn 1

∣∣∣∣∣ > 0,

∆2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 cn cn−1

c1 1 0 cn

cn 0 1 c1

cn−1 cn 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

> 0,

. . .
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∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 cn . . . c1

c1 1
...

. . .
. . .

cn−1 . . . 1 0 cn

cn 1 c1 . . . cn−1

cn−1 0 1
...

...
. . .

. . .

c1 cn 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

> 0.

Íà ïðàêòèêå, áîëåå ëåãêèì äëÿ ïðîâåðêè (õîòÿ áîëåå ñèëü-
íûì, ÷åì íåîáõîäèìî) ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå ‖A‖ < 1, ãäå ‖A‖ �
ëþáàÿ íîðìà ìàòðèöû A, íàïðèìåð íàèáîëüøàÿ ñóììà ýëåìåí-
òîâ ñòîëáöîâ. Ýòî óñëîâèå ëåãêî ïîëó÷èòü, åñëè ó÷åñòü, ÷òî ïî
îïðåäåëåíèþ

Av = λv.

Áåðÿ íîðìó îò îáåèõ ÷àñòåé

‖A‖ ‖v‖ ≥ |λ| ‖v‖,

ïîëó÷àåì

|λ| ≤ ‖A‖ ‖v‖‖v‖ = ‖A‖ < 1.

Ýòî íåðàâåíñòâî îòíîñèòñÿ ê òîìó, ÷òî èíîãäà íàçûâàþò ¾áûñò-
ðîé ïðîâåðêîé¿ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè.

Òåîðåìà 43 Äëÿ ñèñòåìû (9.1) óñëîâèÿìè àñèìïòîòè÷åñêîé

óñòîé÷èâîñòè ÿâëÿþòñÿ

|detA| < 1, |tr A| < n.
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Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ëåãêî ïîëó÷èòü, åñëè âñïîìíèòü, ÷òî

detA = det Λ =

n∏

j=1

λj , |λj | < 1⇒ |detA| < 1;

tr A =
n∑

j=1

ajj =
n∑

j=1

λj , |λj | < 1⇒ |tr A| < n.

Òåîðåìà 44 Äëÿ ñèñòåìû (9.1) íà ïëîñêîñòè ñ õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêèì ìíîãî÷ëåíîì

P (λ) = λ2 − τλ+ δ

óñëîâèÿìè àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ÿâëÿþòñÿ

|P (0)| < 1, P (−1) > 0, P (1) > 0,

èç êîòîðûõ ñëåäóåò

|δ| < 1, |τ | < 1 + δ.

Ýòè óñëîâèÿ ëåãêî ïîëó÷èòü, åñëè çàìåòèòü, ÷òî êâàäðàò-
íîå óðàâíåíèå P (λ) = 0 îïèñûâàåò âûïóêëóþ êðèâóþ, òàê êàê
P ′′(λ) = 2 > 0, è, åñëè λ1 è λ2 � åãî äâà âåùåñòâåííûõ êîðíÿ,
òî ïî îïðåäåëåíèþ P (λ1) = P (λ2) = 0. Â ýòèõ òî÷êàõ êðèâàÿ
P (λ) = 0 ïåðåñåêàåò îñü λ, è äëÿ óñòîé÷èâîñòè ýòè òî÷êè äîëæ-
íû íàõîäèòüñÿ â èíòåðâàëå (−1, 1):

−1 < λ1, λ2 < 1.

Î÷åâèäíî, ÷òî P (λj) > 0 äëÿ âñåõ |λj | ≥ 1 è, â ÷àñòíîñòè,
äëÿ λj = ±1. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñèñòåìà óñòîé÷èâà, ò. å., åñëè

|λ1| < 1 è |λ2| < 1,

òî P (−1) > 0 è P (1) > 0. Íî

P (1) = 1− τ + δ > 0 è P (−1) = 1 + δ > 0,

÷òî ñîâìåñòíî îçíà÷àåò |τ | < 1 + δ. Íàêîíåö,

P (0) = δ = λ1λ2,

ñëåäîâàòåëüíî, |P (0)| = |δ| < 1.
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9.4.2 Ãëîáàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü

Èìååòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà [16].

Òåîðåìà 45 Ñèñòåìà xt = Axt−1 ãëîáàëüíî óñòîé÷èâà òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà B òàêàÿ, ÷òî ìàòðèöà

C = ATBA−B,

îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà (çäåñü AT � òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàò-

ðèöà A).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î
Âîçüìåì ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà V (xt) âèäà

V (xt) = xTt Bxt,

ãäå B � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííàÿ, xTt � òðàíñïîíèðîâàííàÿ
âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ xt. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî V (xt) óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèÿì äëÿ ôóíêöèè Ëÿïóíîâà (V ≥ 0, ∆V < 0).

∆V (xt) ≡ V (xt+1)− V (xt) = xTt−1Bxt+1 − xTt Bxt.

Ïîäñòàíîâêà xt+1 = Axt äàåò

∆V (xt) = xTt A
TBAxt − xTt Bxt =

= xTt (ATBA−B)xt = xTt Cxt < 0.

Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

9.5 Ôàçîâûå ïîðòðåòû

Äëÿ ñèñòåìû ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé xt = Axt−1 íà ïëîñêî-
ñòè ôàçîâûå ïîðòðåòû ñòðîÿòñÿ òàê æå, êàê è äëÿ ëèíåéíûõ ñè-
ñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñ òîé ðàçíèöåé, ÷òî â äàí-
íîì ñëó÷àå òðàåêòîðèè äèñêðåòíû è ñîåäèíÿþòñÿ íåïðåðûâíû-
ìè êðèâûìè ëèøü äëÿ íàãëÿäíîñòè. Ìû áóäåì àíàëèçèðîâàòü
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ñèñòåìó äëÿ ïðîñòîòû â åå æîðäàíîâîé êàíîíè÷åñêîé ôîðìå, à
íå â èñõîäíîé: ôàçîâûå ïîðòðåòû â îáîèõ ñëó÷àÿõ òîïîëîãè÷å-
ñêè ýêâèâàëåíòíû.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

c(λ) = |A− λI| = λ2 − τλ+ δ = 0

èìååò êîðíè λ = τ/2 ±
√

∆/2, ãäå ∆ = τ2 − 4δ. Ðàññìîòðèì
îòäåëüíî òðè ñëó÷àÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî çíàêîì ∆.

(i) ∆ > 0: äâà äåéñòâèòåëüíûõ ðàçëè÷íûõ êîðíÿ λ1, λ2.
Ôàçîâûé ïîðòðåò ÿâëÿåòñÿ:

� óñòîé÷èâûì óçëîì, åñëè |λi| < 1;

� íåóñòîé÷èâûì óçëîì, åñëè |λi| > 1;

� ñåäëîì, åñëè |λi| < 1 < |λj | äëÿ i, j = 1, 2 è i 6= j.

(ii) ∆ = 0: ðàâíûå êîðíè λ1 = λ2 = λ. Â ýòîì ñëó÷àå

Λ =

(
λ 1
0 λ

)
.

Ôàçîâûé ïîðòðåò � âûðîæäåííûé óçåë.
(iii) ∆ < 0: λ = α± iβ, ãäå α = τ/2, β =

√
−∆/2,

Λ =

(
α β
−β α

)
= r

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
.

Åñëè
α = 0, β 6= 0, r =

√
α2 + β2 = β < 1,

ôàçîâûé ïîðòðåò � óñòîé÷èâûé ôîêóñ. Ïðè r = β > 1 ôàçîâûé
ïîðòðåò � íåóñòîé÷èâûé ôîêóñ.

Ðàçëè÷íûå ñëó÷àè, ðàññìîòðåííûå âûøå, ìîæíî ðåçþìèðî-
âàòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàðàìåòðîâ τ è δ òàê æå, êàê ýòî áû-
ëî ñäåëàíî âûøå äëÿ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé. Ðàññìîòðèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

P (λ) = λ2 − τλ+ δ = 0
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ñ ðåøåíèåì λ = τ/2 ±
√

∆/2. Âîçâðàùàÿñü ê òåîðåìå 44, ìû
âèäèì, ÷òî òðè óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïðèíèìàþò âèä

|P (0)| = |δ| < 1, P (1) > 0, P (−1) > 0.

Ïðåäåëüíûå ñëó÷àè ∆ = 0 (τ2 = 4δ) è P (1) = P (−1) = 0 îòäå-
ëÿþò óñòîé÷èâûå çîíû îò íåóñòîé÷èâûõ.

Ãðàôèê ôóíêöèè ∆ = 0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðàáîëó
τ2 = 4δ, à P (1) = 0 è P (−1) = 0 èçîáðàæàþòñÿ äâóìÿ ïðÿìûìè
ëèíèÿìè:

P (1) = 1− τ + δ = 0 ⇔ δ = τ − 1

è
P (−1) = 1 + τ + δ = 0 ⇔ δ = −τ − 1.

Äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè íóæíî, ÷òîáû τ è
δ íàõîäèëèñü âíóòðè òðåóãîëüíèêà, âåðøèíû êîòîðîãî � òî÷êè
êàñàíèÿ ïàðàáîëû τ2 = 4δ è ïðÿìûõ δ = ±τ − 1 è òî÷êà ïåðå-
ñå÷åíèÿ ýòèõ ïðÿìûõ, ò. å. âûøå ëèíèé P (1) = 0 è P (−1) = 0.
Ïðè ýòîì −1 < δ < 1 íà âåðòèêàëüíîé îñè.
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