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Во время эксплуатации поршневого компрессора на шатунную шейку коленчатого вала 

действуют тангенциальная (T) и нормальная (Z) силы, непрерывно изменяющиеся по углу 

поворота (см. рис. 1а).  

 
Рисунок 1 - Динамика кривошипно-шатунного механизма: а – силы, действующие в механизме движения 

поршневого компрессора; б – пример диаграммы крутящего момента, действующего на шатунную шейку 

Вследствие переменного крутящего момента, вызванного постоянно изменяющейся 

тангенциальной силой (см. рис. 1б), возникает периодическое закручивание отдельных 

участков вала. Данные колебания, вызванные периодически изменяющимся крутящий 

моментом, называются крутильными. Крутильные колебания бывают двух видов: свободные 

и вынужденные. При свободных колебаниях система, выведенная из состояния покоя, 

совершает движение под действием только моментов сил упругости вала и моментов сил 

инерции, связанных с ним масс. Вынужденные крутильные колебания возникают вследствие 

действия на коленчатый вал периодически изменяющихся крутящих моментов, вызывающих 

переменные упругие деформации скручивания отдельных участков вала. Дополнительные 

напряжения от действия крутильных колебаний могут привести к усталостному разрушения 

вала, поэтому необходимо проводить их тщательный анализ. Переменные нормальные силы 

вызывают изгибные колебания, однако экспериментальные исследования показывают, что 

изгибные колебания намного менее опасные, и в первом приближении ими можно  

пренебречь [1]. 

Расчёт крутильных колебаний проводится в два этапа. Вначале проводят анализ 

свободных крутильных колебаний, из которого определяют относительные амплитуды 

каждой колеблющейся массы (ai), формы колебаний и узловые точки (места, где максимальное 

дополнительное напряжение от действия крутильных колебаний), а также порядок 

резонирующих гармоник (k). Подробный алгоритм расчёта собственных крутильных 

колебаний коленчатого вала поршневого компрессора приведен в работе [2]. 

Расчёт вынужденных крутильных колебаний начинается с гармонического анализа 

крутящего момента, действующего на шатунную шейку. Как видно из рис. 1б диаграмма 

крутящего момента является периодической, но не гармонической функцией. Однако график 

крутящего момента удовлетворяет условиям Дирихле [1], поэтому может быть разложена в 

ряд Фурье: 

𝑀(𝑡) =
𝑀0

2
+∑(𝑀𝐴𝑘 𝑠𝑖𝑛(𝑘 ∙ 𝜔 ∙ 𝑡 + 𝜀𝑘)

∞
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,                                                     
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𝑀𝑏𝑘

𝑀𝑎𝑘

) 
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Порядок k до которого происходит разложение в ряд Фурье определяется с помощью 

диаграммы Кэмпбелла по время анализа собственных крутильных колебаний [2]. 

 
Рисунок 2 - Эквивалентная схема n-массовой крутильной системы 

На рис. 2 представлена эквивалентная схема n-массовой крутильной системы. Система 

дифференциальных уравнений, описывающих вынужденные крутильные колебания  

имеет вид [3]: 

{
  
 

  
 
𝐽1 ∙ 𝜑̈1 + 𝑐1,2 ∙ (𝜑1 − 𝜑2) = 𝑀𝐴𝑘1 ∙ 𝑠𝑖𝑛(𝑘 ∙ 𝜔𝑐 ∙ 𝑡 + 𝜀𝑘1)

𝐽2 ∙ 𝜑̈2 − 𝑐1,2 ∙ (𝜑1 − 𝜑2) + 𝑐2,3 ∙ (𝜑2 − 𝜑3) = 𝑀𝐴𝑘2 ∙ 𝑠𝑖𝑛(𝑘 ∙ 𝜔𝑐 ∙ 𝑡 + 𝜀𝑘2)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
𝐽𝑖 ∙ 𝜑̈𝑖 − 𝑐𝑖−1,𝑖 ∙ (𝜑𝑖−1 −𝜑𝑖) + 𝑐𝑖,𝑖+1 ∙ (𝜑𝑖 − 𝜑𝑖+1) = 𝑀𝐴𝑘𝑖 ∙ 𝑠𝑖𝑛(𝑘 ∙ 𝜔𝑐 ∙ 𝑡 + 𝜀𝑘𝑖)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
𝐽𝑛 ∙ 𝜑̈𝑛 − 𝑐𝑛−1,𝑛 ∙ (𝜑𝑛−1 − 𝜑𝑛) = 𝑀𝐴𝑘𝑛 ∙ 𝑠𝑖𝑛(𝑘 ∙ 𝜔𝑐 ∙ 𝑡 + 𝜀𝑘𝑛)

 

Решение данной системы уравнений имеет вид [3]: 
𝜑 = 𝐴𝑖 ∙ 𝑠𝑖𝑛(𝑘 ∙ 𝜔𝑐 ∙ 𝑡 − 𝛾𝑘𝑖)  

Работа отдельной i-ой возмущающей гармоники Wki и полная работа Wk определяются: 

𝑊𝑘𝑖 = ∫ 𝑀𝑘𝑖𝑑𝜑𝑖 = ∫ 𝑀𝐴𝑘𝑖 𝑠𝑖𝑛(𝑘 ∙ 𝜔𝑐 ∙ 𝑡 + 𝜀𝑘𝑖) ∙ 𝐴𝑖 ∙ 𝑘 ∙ 𝑐𝑜𝑠(𝑘 ∙ 𝜔𝑐 ∙ 𝑡 − 𝛾𝑘𝑖)𝑑𝜑𝑖 = 𝜋 ∙ 𝑀𝐴𝑘𝑖 ∙

2𝜋
𝑘

0

2𝜋
𝑘

0

𝐴𝑖 ∙ 𝑠𝑖𝑛(𝜀𝑘𝑖 + 𝛾𝑘𝑖)  

𝑊𝑘 =∑𝑊𝑘𝑖

𝑛

𝑖=1

= 𝜋 ∙∑𝑀𝐴𝑘𝑖 ∙

𝑛

𝑖=1

𝐴𝑖 ∙ 𝑠𝑖𝑛(𝜀𝑘𝑖 + 𝛾𝑘𝑖) . (1) 

Поскольку вал жёсткий и колебания крутильных масс происходит синхронно, угол 

запаздывания γki для всех масс одинаков [1]. Определяется этот угол исходя из условия 

максимума работы возмущающих гармоник. 

𝑑𝑊𝑘

𝑑𝛾𝑘
=

𝑑

𝑑𝛾𝑘
(𝜋 ∙∑𝑀𝐴𝑘𝑖 ∙

𝑛

𝑖=1

𝐴𝑖 ∙ 𝑠𝑖𝑛(𝜀𝑘𝑖 + 𝛾𝑘𝑖)) = 𝜋 ∙∑𝑀𝐴𝑘𝑖 ∙ 𝐴𝑖 ∙ (− 𝑠𝑖𝑛 𝜀𝑘𝑖 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝛾𝑘 + 𝑐𝑜𝑠 𝜀𝑘𝑖 ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝛾𝑘)

𝑛

𝑖=1

= 0. (2) 

Из уравнения (2) получаем выражение для тангенса угла запаздывания: 

𝑡𝑎𝑛 𝛾𝑘 =∑
𝐴𝑖 ∙ 𝑀𝑖 ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝜀𝑘𝑖
𝐴𝑖 ∙ 𝑀𝑖 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝜀𝑘𝑖

𝑛

𝑖−1

. (3) 

Подставив значение тангенса угла запаздывания (3) в выражение (1), получим 

итоговую формулу для полной работы возмущающих гармоник:   

𝑊𝑘 = 𝜋 ∙ √(∑𝑀𝑘𝑖 ∙ 𝐴𝑖 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝜀𝑘𝑖

𝑛

𝑖=1

)

2

+ (∑𝑀𝑘𝑖 ∙ 𝐴𝑖 ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝜀𝑘𝑖

𝑛

𝑖=1

)

2

.  

Работа сил трения в i-ой массе Wξi и полная работа сил трения Wξ определяются [4]: 

𝑊𝜉𝑖 = ∫ 𝑀𝜉𝑖𝑑𝜑 =

2𝜋
𝑘

0

∫ 𝜉𝑖 ∙
𝑑𝜑𝑖
𝑑𝑡

𝑑𝜑 =

2𝜋
𝑘

0

∫ 𝜉𝑖 ∙ 𝐴𝑖 ∙ 𝑘 ∙ 𝜔𝑐 ∙ 𝑐𝑜𝑠(𝑘𝜔𝑐𝑡 − 𝛾𝑘𝑖) ∙ 𝐴𝑖 ∙ 𝑘 ∙ 𝑐𝑜𝑠(𝑘𝜔𝑐𝑡 − 𝛾𝑘𝑖)𝑑𝜑𝑖

2∙𝜋
𝑘

0

= 𝜋 ∙ 𝑘 ∙ 𝜔𝑐 ∙ 𝜉𝑖 ∙ 𝐴𝑖
2 

𝑊𝜉 =∑𝑊𝜉𝑖

𝑛

𝑖=1

= 𝜋 ∙ 𝑘 ∙ 𝜔𝑐 ∙∑𝜉𝑖 ∙ 𝐴𝑖
2

𝑛

𝑖=1

,  

где ξi коэффициент трения, определяемый экспериментально. 

Работа сил внутреннего сопротивления (гистерезис) при кручении участка вала i,i+1 

Wψi и полная работа Wψ определяются [3]: 

𝑊𝜓𝑖 = ∆𝑈𝑖 =
𝜓

2
∙ 𝑐𝑖,𝑖+1 ∙ (𝐴𝑖 − 𝐴𝑖+1)

2,  
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𝑊𝜓 =∑𝑊𝜓𝑖

𝑛−1

𝑖=1

=
𝜓

2
∙∑ 𝑐𝑖,𝑖+1 ∙ (𝐴𝑖 − 𝐴𝑖+1)

2

𝑛−1

𝑖=1

,  

где ψ коэффициент поглощения, определяемый экспериментально. 

Полная работа демпфирующих сил равна: 

𝑊сопр = 𝑊𝜉 +𝑊𝜓 = 𝜋 ∙ 𝑘 ∙ 𝜔𝑐 ∙∑𝜉𝑖 ∙ 𝐴𝑖
2

𝑛

𝑖=1

+
𝜓

2
∙∑ 𝑐𝑖,𝑖+1 ∙ (𝐴𝑖 − 𝐴𝑖+1)

2

𝑛−1

𝑖=1

.  

Демпфирующие силы препятствуют увеличению амплитуд крутильных колебаний при 

резонансе до бесконечности. Амплитуды возрастают до тех пор, пока не установится 

равновесие между работами возмущающих сил Wk и сил сопротивления Wсопр [1,3,4]. 

𝜋 ∙ √(∑𝑀𝑘𝑖 ∙ 𝐴𝑖 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝜀𝑘𝑖

𝑛

𝑖=1

)

2

+ (∑𝑀𝑘𝑖 ∙ 𝐴𝑖 ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝜀𝑘𝑖

𝑛

𝑖=1

)

2

= 𝜋 ∙ 𝑘 ∙ 𝜔𝑐 ∙∑𝜉𝑖 ∙ 𝐴𝑖
2

𝑛

𝑖=1

+
𝜓

2
∙∑ 𝑐𝑖,𝑖+1 ∙ (𝐴𝑖 − 𝐴𝑖+1)

2.

𝑛−1

𝑖=1

 

С учётом выражения для относительных амплитуд [1-4]: 

𝑎1 =
𝐴1
𝐴1
= 1,  𝑎2 =

𝐴2
𝐴1
, … , 𝑎𝑖 =

𝐴𝑖
𝐴1
, … 𝑎𝑛 =

𝐴𝑛
𝐴1

 

выражение для поиска действительной амплитуды каждой крутильной массы принимает вид: 

𝐴𝑖 = 𝑎𝑖 ∙
𝜋 ∙ √(∑ 𝑀𝑘𝑖 ∙ 𝑎𝑖 ∙ 𝑠𝑖𝑛 𝜀𝑘𝑖

𝑛
𝑖=1 )2 + (∑ 𝑀𝑘𝑖 ∙ 𝑎𝑖 ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝜀𝑘𝑖

𝑛
𝑖=1 )2

𝜋 ∙ 𝑘 ∙ 𝜔𝑐 ∙ ∑ 𝜉𝑖 ∙ 𝑎𝑖
2𝑛

𝑖=1 +
𝜓
2
∙ ∑ 𝑐𝑖,𝑖+1 ∙ (𝑎𝑖 − 𝑎𝑖+1)

2𝑛−1
𝑖=1

.  

Определив действительные амплитуды, находят момент силы упругости для каждого 

участка вала My и амплитудное значение дополнительного напряжения τa: 
𝑀у = с𝑖,𝑖+1 ∙ (𝐴𝑖+1 − 𝐴𝑖),  

 𝜏𝑎 = ±
𝑀у

𝑊кр
.  
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FORCED TORSIONAL VIBRATIONS CALCULATION OF THE CRANKSHAFT OF A 
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During the operation of a reciprocating compressor continuously changing tangential forces 

act on the crankpin of the crankshaft and cause periodic twisting of individual crankshaft sections. 

These periodic angular oscillations are called torsional vibrations. Additional stresses generated by 

torsional vibrations near resonance points often lead to crankshaft fatigue. That is why thorough 

torsional vibration analysis

mailto:pavel.kapustin.1991@gmail.com

