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Рассматривается обратная краевая задача реконструкции остаточных напряжений в 

тонкостенной трубке после двустороннего поверхностного упрочнения микрошариками 

внутренней и внешней поверхности в цилиндрической системе координат. В качестве 

исходной информации используется экспериментальная эпюра остаточных напряжений на 

внешней и внутренней поверхности в области сжатия материала, которая аппроксимируется 

следующей функциональной зависимостью:   

𝜎𝜃(𝑟) = 𝜎0 − 𝜎1 exp [−
(𝑅2 − 𝑟 + ℎ1

∗)2

𝑏1
2 ] − 𝜎2 exp [−

(𝑟 − 𝑅1 − ℎ2
∗)2

𝑏2
2 ], 

где 𝜎0, 𝜎1, 𝜎2, 𝑏1, 𝑏2 ‒ неизвестные параметры, подлежащие определению, 𝑟 ‒ текущий радиус 

(𝑅1 ≤ 𝑟 ≤  𝑅2). Разработана методика идентификации неизвестных параметров, состоящая из 

двух этапов: на первом определяются все параметры исходя из прохождения графика через 

четыре характерные точки и условия самоуравновешенности величины 𝜎𝜃(𝑟) при 𝑅1 ≤ 𝑟 ≤
 𝑅2; на втором этапе происходит уточнение параметров 𝜎0, 𝜎1 и 𝜎2 с использованием метода 

наименьших квадратов. Далее по известной величине 𝜎𝜃 = 𝜎𝜃(𝑟) по методике работы [1] 

определяются напряжения 𝜎𝑟(𝑟), 𝜎𝑧(𝑟) и остаточные пластические деформации 𝑞𝑖(𝑟)  
(𝑖 = 𝑟, 𝜃, 𝑧). 

Для поставленной задачи было найдено аналитическое решение для компонент 

напряжений 𝜎𝑟(𝑟), 𝜎𝑧(𝑟) и пластических деформаций 𝑞𝑖(𝑟) (𝑖 = 𝑟, 𝜃, 𝑧) с помощью 

программного обеспечения, реализованого на языке Python с использованием библиотек 

SymPy, Matplotlib и NumPy. В качестве примера представлено выражение для осевой 

компоненты тензора остаточных напряжений цилиндрического образа в состоянии поставки: 

𝜎𝑧(𝑟) = 𝐸(휀𝑧
0 − 𝛼{3.1788 ⋅ 10−6𝑟−2.1715[−1.9032𝑟2.1715 +

+191.2337𝑟2.1715𝑒𝑥𝑝 (−(121.5249 −

−20.4415𝑟)2) − 6.6436 ⋅ 10−6113∫
𝑟

5

𝑥1.1715𝑒𝑥𝑝 (5626.2746𝑥)𝑒𝑥𝑝 (−562.0654𝑥2)𝑑𝑥 +

+62.7047 − 6300.5871𝑒𝑥𝑝 (−(121.5249 − 20.4415𝑟)2)] +

+2.1923 ⋅ 10−6𝑟−2.1715[4.1847√𝜋𝑟1.1715 + 9.5160𝑟1.1715 − 1.9032𝑟2.1715 + 62.7047 +

+
10.1574√𝜋

𝑟
∫
𝑟

5

𝑥1.1715𝑒𝑟𝑓(20.4415𝑥 − 121.5249)𝑑𝑥 −

−
8.0387√𝜋

𝑟
∫
𝑟

5

(𝑥1.1715𝑒𝑟𝑓(23.7079𝑥 − 118.6581)𝑑𝑥 −
313.5236

𝑟
−
137.8745√𝜋

𝑟
) +

+1.6997 ⋅ 10−5 + 0.0016𝑒𝑥𝑝 (−(23.7079𝑟 − 118.6581)2] −

−0.0017𝑒𝑥𝑝 (−(121.5249 − 20.4415𝑟)2) +
1.6394 ⋅ 10−6

𝑟
[−4.1328𝑟 +

+10.1574√𝜋𝑒𝑟𝑓(20.4415𝑟 − 121.5249) − 8.038𝑡√𝜋𝑒𝑟𝑓(23.7079𝑟 − 118.6581) +

+9.0871√𝜋 + 20.664]}.

 

Аналогичные формулы были получены для компоненты тензора остаточных 

напряжений 𝜎𝑟(𝑟)  и деформаций 𝑞𝑖(𝑟) (𝑖 = 𝑟, 𝜃, 𝑧). 
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В результате выполненных исследований установлено, что в состоянии поставки в 

области внутреннего радиуса наблюдаются сжимающие остаточные напряжения, а в области 

внешнего радиуса ‒ растягивающие напряжения, что является неблагоприятным 

технологическим фактором. После поверхностного пластического упрочнения на обеих 

поверхностях формируются «благоприятные» сжимающие остаточные напряжения. 

Выполнена проверка адекватности разработанной математической модели 

экспериментальным данным тонкостенной трубки из сплава X18H10T после двустороннего 

упрочнения. Наблюдается соответствие расчётных и экспериментальных данных. 

Несмотря на громоздкость аналитических выражений для компонент тензоров 

остаточных напряжений и пластических деформаций, построенные непрерывные поля играют 

важную роль как начальное напряжённо-деформированное состояние, например, в задачах 

релаксации остаточных напряжений в поверхностно упрочнённых деталях в условиях 

высокотемпературной ползучести. 

Работа выполнена в рамках проекта РНФ 23-29-00434.  
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The paper presents the development of a universal mathematical model for the reconstruction 

of residual stress fields for cylindrical samples in the delivery state and after surface plastic hardening. 

The inverse boundary value problem of reconstruction of residual stresses in a thin-walled tube is 

solved. The adequacy of the developed mathematical model to the experimental data is shown.  

mailto:mar.akinfieva@mail.ru

