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1 Введение 
Описание движения на плоскости удобно выполнять как изменение коор-

динаты в пространстве. Для этого могут быть использованы авторегрессионные 
СП [1-3], которые также позволяют описывать различные состояния физиче-
ских объектов. При этом само описание траектории движения по анализу изоб-
ражений и выделению ориентиров может быть качественным улучшением про-
блемы позиционирования автономного транспортного средства [4-5]. Однако 
авторегрессионные модели имеют слишком �колючие� траектории изменения 
во времени, что скажется также и на изменении координаты. Однако чаще все-
го необходимо плавное изменение координат. Описание таких процессов может 
быть получено с помощью моделей с кратными корнями характеристических 
уравнений [6,7]. Для описания сложных передвижений, подразумевающих рез-
кие ускорения или скачки могут быть использованы дважды стохастические ав-
торегрессионные модели [8,9].  

 
2 Авторегрессия�с�кратными�корнями�характеристических�уравнений 

Представим процесс авторегрессии произвольного порядка m на базе сле-
дующего стохастического разностного уравнения  

                  
1 1 2 2 ... , 1,2, ...,i i i m i m ix x x x i nr r r bx- - -= + + + + = ,                       (1) 

где   , 1,2,...,i i nx = ,  - последовательность независимых случайных величин, 

подчиняющихся нормальному (гауссову) закону распределения, имеющих ну-
левое математическое описание и единичную дисперсию; коэффициент b  вве-

ден для того, чтобы обеспечить постоянство дисперсии случайного процесса 
ix .   

Коэффициенты корреляции 
m
rrr ,...,,

21
 в общем случае могут быть посчитаны 

по имеющимся наблюдениям с использованием системы уравнений Юла-
Уокера [1]. 

Для модели (1) с использованием z-преобразования можно составить ха-
рактеристическое уравнение при различных корнях ,m,...,,,z 21=nn  

                        02
2

1
1 =---- --

m
mmm ...zzz rrr  ,                                  (2) 

а ковариационная функция такого случайного процесса представляется в виде 
суммы экспонент. 
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Если порядок авторегрессии m достаточно велик, то найти коэффициенты 
уравнения для модели (1), а также найти аналитический вид ковариационной 
функции такой модели не представляется возможным. При этом обычная авто-
регрессия приводит к формированию �колючих� процессов. Вид такой авторе-
грессии определяется выражением 

,...,,, 21
1

=+=
-

ixx
iii

bxr                                               (3) 

а значения корреляционной функции рассчитываются по выражению 

( )
k

xR k r= .                                                          (4) 
Оптимальным вариантом получения близких к реальным СП, имеющих 

простое математическое описание, являются авторегрессионные модели высо-
ких порядков с кратными корнями характеристических уравнений [6]. На ри-
сунке 1 представлены для сравнения процессы, полученные с помощью авторе-
грессии первого порядка (толстая линия) и авторегрессии с кратными корнями 
кратности 2 (тонкая линия) (рисунок 1а), а также графики ковариационных 
функций для представленных процессов (рисунок 1б). 

 

.   
а)                                                                                   б) 

Рис. 1. Сравнение авторегрессии первого порядка и авторегрессии с кратными 
корнями характеристических уравнений 

  
Характеристическое уравнение (2) с корнем r=z  кратности m  имеет вид 

0=- mz )( r , а уравнение авторегрессии (1) принимает следующий вид 

ii

m xz xr =- - )( 11 ,                      (5) 

где kii

k xxz -

- = . 

На основе уравнения (5) можем записать в явном виде модели авторе-
грессии при различных кратностях характеристического уравнения 

iii
xx xr +=
-1

, 1=m ,     (6) 

iiii xxx xrr +-= -- 2

2

12 , 2=m ,    (7) 

iiiii
xxxx xrrr ++-=
--- 3

3

2

2

1
33 , 3=m ,     (8) 

iiiiii xxxxx xrrrr +-+-= ---- 4

4

3

3

2

2

1 464 , 4=m .   (9) 
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3�Модель�изменения�координат 
 Запишем модель изменения координат в соответствии с авторегрессией 
второго порядка, т.е. выражением (7). При этом можно обозначить координату 
по оси x , как случайный процесс ix , а координату по оси y , как случайный 

процесс iy  

.2

,2

2
2

1

2
2

1

yiiyiyi

xiixixi

yyy

xxx

xrr

xrr

+-=

+-=

--

--

     (10) 

На рисунке 2 приведен пример имитации траектории движения с помо-
щью модели (10). На рисунке 3 для сравнения показан аналогичный пример с 
использованием авторегрессии первого порядка. Параметры были выбраны 
следующим образом: 402 =xs , 9002 =ys , 99.0== yx rr , 5== yx mm . 

 

 
Рис. 2. Имитация движения с помощью авторегрессии с кратными корнями 

кратности 2 
 

 
Рис. 3. Имитация движения с помощью авторегрессии первого порядка 

 
Анализ полученных графиков показывает, что применение моделей с 

кратными корнями позволяет значительно сгладить моделируемые траектории 
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движения. При этом такое изменение координат больше похоже на изменение 
координат реальных объектов. 
 

4�Заключение 
Предложена модель сглаживания траекторий движения автономного ап-

парата авторегрессиями с кратными корнями характеристических уравнений, 
которые обеспечивают более гладкие случайные процессы. В программном 
комплексе реализована данная модель для имитации траектории движения и 
получены различные варианты движений транспортного средства. При этом 
более правдоподобные траектории обеспечивает модель с кратными корнями. 
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