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Заключение 

Таким образом, классический четырех этапный явный одношаговый ме-

тод Рунге-Кутты позволяют эффективно решать задачи по численному модели-

рованию относительного движения микроспутника по орбите в течение первых 

суток полёта. Действительно, результаты численного моделирования показы-

вают, что при 20 периодах обращения спутника (30 часов) по орбите расхожде-

ние результатов при использовании  семиэтапного метода Рунге-Кутты и клас-

сического метода РК4 не превышают 1%. Однако, при моделировании движе-

ния микроспутника на более значительных интервалах времени полёта требует-

ся использовать методы более точные, чем РК4. 
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Постановка задачи 

Рассматривается задача о полёте футбольного мяча по криволинейной 

траектории, называемой “сухой лист”. Следует отметить, что данный термин 

пришёл к нам из природы и чаще всего применяется для описания криволиней-

ных траектории полёта мяча при пробитии угловых и штрафных ударов. Целью 

работы является расчёт кривизны и кручения траектории мяча с целью выясне-

ния наиболее характерных особенностей геометрии пространственного движе-

ния футбольного мяча. 

Математическая модель 

Рассмотрим математическую модель полёта мяча при пробитии углового 

удара. Пусть мяч массой m, движется от удара футболиста с ненулевой началь-

ной углового скоростью  и начальной скоростью движения центра тяжести V0 

в сторону ворот (рис. 1). При этом будем учитывать  аэродинамическую силу 

сопротивления воздуха (с модулем равным Fс), аэродинамическую силу Магну-

са (с модулем равным Fм) и силу тяжести мяча. Если мячу придано вращение 

вокруг вертикальной оси с угловой скоростью , то сила Магнуса будет 

направлена в сторону плоскости ворот OYZ. Дифференциальные уравнения 

движения мяча имеют вид (g – ускорение свободного падения, mg – сила тяже-

сти): 

 

   𝑚 ∙
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
= −𝐹М − 𝐹𝑐 ∙ cos 𝛼 ∙ sin 𝛽,    

 𝑚 ∙
𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
= −𝐹𝑦𝑐 − 𝐹𝑐 ∙ cos 𝛼 ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝛽 ,                                                                              (1) 

  𝑚 ∙
𝑑2𝑧

𝑑𝑡2
= −𝑚𝑔 − 𝐹𝑐 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝛼,                                                              

                           

При аналитическом интегрировании этих дифференциальных уравнений 

используем начальные условия:  

 

𝑥(0) = 0, 
𝑦(0) = 0, 
𝑧(0) = 0, 
𝑉𝑥(0) = 𝑉0 ∙ cos 𝛼 ∙ sin 𝛽,                                                                                        (2) 

𝑉𝑦(0) = 𝑉0 ∙ cos 𝛼 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝛽 

𝑉𝑧(0) = 𝑉0 ∙ sin 𝛼. 
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Здесь  – угол между вектором начальной скорости V0 и горизонтальной 

плоскостью газона XY,  – угол между проекцией вектора V0 на горизонталь-

ную плоскость газона и плоскостью, содержащей ворота OYZ. При аналитиче-

ском интегрировании дифференциальных уравнений (1) с учетом начальных 

условий (2) получаем закон пространственного движения мяча [1]: 

𝑥 = 𝑉0 ∙ 𝑡 ∙ cos 𝛼 ∙ sin 𝛽 −
𝐹𝑐 ∙ 𝑡

2

2𝑚
∙ cos 𝛼 ∙ sin 𝛽 −

𝐹М ∙ 𝑡
2

2𝑚
, 

𝑦 = 𝑉0 ∙ 𝑡 ∙ cos 𝛼 ∙ cos 𝛽 −
𝐹𝑐∙𝑡

2

2𝑚
∙ cos 𝛼 ∙ cos 𝛽,                                                        (3) 

𝑧 = 𝑉0 ∙ 𝑡 ∙ sin 𝛼 −
𝑔 ∙ 𝑡2

2
−
𝐹𝑐 ∙ 𝑡

2

2𝑚
∙ sin 𝛼. 

При аналитическом интегрировании уравнений (1) аэродинамическая си-

ла сопротивления и сила Магнуса предполагались неизменными. В реальности 

данные аэродинамические силы являются переменными величинами. В частно-

сти, они обе пропорциональны скорости полёта V. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис.1. Траектория полёта мяча при пробитии углового удара. 

 

Расчёт кривизны и кручения траектории мяча 

Произведём расчёт кривизны траектории полёта мяча. При этом применя-

ем известное выражение [1]: 

 

𝑘 =
|
𝑑𝑟

𝑑𝑡
×
𝑑2𝑟

𝑑𝑡2
|

|
𝑑𝑟

𝑑𝑡
|
3 .                                                                                                                (4) 
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Посредством нахождения первых и вторых производных координат (3), 

определения их векторного произведения, получения модуля от данного век-

торного произведения в числителе и возведения в третью степень производной 

в знаменателе получаем следующую формулу для расчёта кривизны траектории 

мяча: 

 

𝑘 =
|√(�̇��̈� − �̇��̈�)2 + (�̇��̈� − �̈��̇�)2 + (�̇��̈� − �̇��̈�)2|

|√�̇�2 + �̇�2 + �̇�2|
3 .                                                        (5) 

При расчёте кручения траектории полёта мяча используем формулу [1]: 

𝜎 =
𝑑𝑟

𝑑𝑡
 
𝑑2𝑟

𝑑𝑡2
 
𝑑3𝑟

𝑑𝑡3

|
𝑑𝑟

𝑑𝑡
×
𝑑2𝑟

𝑑𝑡2
|
2 .                                                                                            (6)  

Посредством нахождения производных, вычисления смешанного произ-

ведения векторов в числителе и подсчёта квадрата векторного произведения в 

знаменателе получаем формулу для кручения: 

 

𝜎 =
�̇�(�̈��⃛� − �̈��⃛�) − �̇�(�̈��⃛� − �̈��⃛�) + �̇�(�̈��⃛� − �̈��⃛�)

|√(�̇��̈� − �̇��̈�)2 + (�̇��̈� − �̈��̇�)2 + (�̇��̈� − �̇��̈�)2|
2 .                                                    (7) 

 

Численное моделирование кривизны и кручения 

При численном моделировании пространственного движения мяча при-

менялись закон движения (3). При этом использовались следующие параметры 

мяча и начальные условия интегрирования: m= 0,45 кг, α=200 , β=250, g=9.8 м/с², 

𝐹М=4,5 Н, 𝐹𝐶=1,5 Н, V(0)=30 м/с. На рис.2 показано изменение кривизны траек-

тории. Рис.2 построен с использованием формулы (5). Из рис.2 следует, что 

значение кривизны достигаем максимума в начале полёта. В дальнейшем, про-

исходит уменьшение кривизны до минимума с последующим монотонным воз-

растанием. На рис.3 показано изменение кручения траектории. Рис.3 построен с 

использованием формулы (7). На графике видно, что значение кручения моно-

тонно возрастает в течение всего времени полёта мяча. 

 
Рис.2. Изменение кривизны траектории полёта мяча от времени 
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Рис.3. Изменение кручения траектории полёта мяча от времени 

 

Заключение 

В работе произведён численный анализ характеристик траектории фут-

больного мяча при ударе «Сухой лист» и получены зависимости кривизны тра-

ектории от времени и кручения мяча от времени. Из результатов работы следу-

ет, что максимальное кручения траектория мяча достигает в конце полёта, а 

максимальная кривизна траектории имеет место в самом начале своего пути 

полёта мяча. Следует отметить, что при численном моделировании не учитыва-

лось изменение аэродинамических сил лобового сопротивления и силы Магну-

са. Действительно, учёт переменности аэродинамических сил приводит невоз-

можности аналитического интегрирования системы (1). В этом случае для по-

лучения описанных геометрических характеристик требуется производить чис-

ленное интегрирование системы (1). Данные результаты выходят за рамки 

представленной работы, но могут быть рассмотрены в последующих публика-

циях. 
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АЛГОРИТМ ОПТИМИЗАЦИИ ПЛАНИРОВАНИЯ РЕСУРСОВ 

(НА ПРИМЕРЕ МЕТОДА ОТЖИГА) 
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Оптимизация функционирования любой системы, в том числе и социаль-

ной, является актуальной проблемой в различных областях жизнедеятельности. 

К настоящему времени накоплен огромный опыт решения оптимизационных 

задач, как для конкретных приложений, так и в обобщенном виде. Существую-
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