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ВЫДЕЛЕНИЕ МЕДЛЕННЫХ СОСТАВЛЯЮЩИХ ДВИНКНШ 
ГИРОСКОПИЧЕСКИХ СИСТЕМ

При изучении ряда гироскопических приборов возникает необхо
димость исследования систем сингулярно возмущенных уравнений [см ., 
напр., 1 ]  , для которых не выполняются условия теорем А.Н.Тихонова
[ 2 , 3 ] .  В этом случае оказывается полезной теория интегральных 

многообразий [ 4 ,5 ]  . Методы асимптотического представления устой
чивых интегральных многообразий сингялярно возмущенных гироскопи
ческих систем и их применение к теории прецессионных уравнений бы
ли развиты в ряде работ В.В.Стрыгина и В.А.Соболева [ 6 , 7 , 8 ]  . Од
нако в ряде задач необходимо исследовать конкретные решения на бо
льших промежутках времени. В настоящей работе предложен метод на
хождения медленной составляющей решения, лежащей на интегральном 
многообразии ж отличающейся от исходного решения на слагаемое, за
тухающее по экспоненте.

I .  Постановка задачи.
Пусть X ,Y  -  конечномерные векторные пространства, d.LmX=

-  ГГ), dim Y=n ,m ,n>1. Рассмотрим задачу Коши

ЭС=у, ( I )
Еу. = в -(зс)у .-е& (ос)у+ £Р (зс> у), (2)

, х(О) = d , f r ( 0)~ E p . , (3)
Здесь Ее (О, Eq J -  малый параметр; X ,d eX ; p . j i e Y  * собствен
ные значения ( х ) , i e  Tji , матрицы G-(x) равномерно относите
льно осеХ  отделены от нуля и друг от друга. Пусть N>1 -  фиксиро
ванное целое число. Через 5^  обозначим множество целочисленных 

п  -мерных векторов р = (р 1,..., рп )  с неотрицательными координа
тами, удовлетворяющих условию 24 /р/ = 7.p j 4 Л/ • Через р ( х )  
обозначим вектор (^ ( х ) , . . . ,  f r i (x )) * П?сть 5ШОЖ9СТВО 9р
состоит из векторов р  , для которых (руа (х ) )  = о  * а &с ~ из
вектор® р  , для которых существует таксе dp>D  . что \(р,р(х))\>у 
> d p , х е Х  • Предположим, что ЕРЫ = ■

Через Н (х )  обозначим матрицу, приводящую & (х )  к диагона
льному виду, т .е .  Л  = -d c a p  [<pT(x J , . . ;  ]■



Пусть матрицы G-(oc),G '(х ), Н (х),Н ч( х ) ,  В (х )  и вавтор-фуняция 
P(x,ty) бесконечно дифференцируемы и равномерно ограничены вме
сте со всеми производными, при этом Р а (х ,0)  = О • Наконец,пусть 
диагональные элемента T̂ss матрицы Г=Н~*ВН лежат справа от мни
мой оси и равномерно относительно Х б Х  отделены от нее па рас
стояние, не меньшее некоторого £> [)•

При этих предположениях система (1 ,2 ) имеет интегральное 
многообразие = £ k (x ,£ )  = £ k f ( x ) + £ 2k2 ( х )  + ... +e"/L„{rx)+e*%JfP), 
движение по которому«описавается системой X -£k (х,£) [&]. +

Покажем, что для решения (х , у :) задачи Коши (1-3) найдется 
тавое начальное условие х 0 = d  \-0 ( е 2)  задачи Коши 
d c = £ k ( x , e ) ,  (4)

х (0 )= х 0, (5)

что при некоторых С>0 , @> О имеет место неравенство

\ $ ( t ) - £ k ( x ( t ) , £ ) Ц +  Ц х ( t ) - х ( t ) j j < С е ~ 6 i ,  t > ; o -  (6)
Ниже построено асимптотическое разложение х 0 в ряд по степеням 
£ . Таким образом, исследование задачи Коши (1-3) при t  — °° бу

дет введено к решению регулярно возмущенной задачи Коши (4 ,5 ) бо
лее низвой размерности.

П. Вспомогательное построение
Пусть х  -  решение задачи Коши (4 ,5 ) с произвольным на

чальные условием х 0 = сС-*-0 ( £ г) • Нарез U(x0) ( t , z )  обозначим 
фундаментальную матрицу системы

£у = Л (эс ( t ) ) y . - £ Г (х

удовлетворяющую условию U ( х 0)(т, Т) = В ~ единичная пхп  мат
рицы 04 г  4' t  < 00 •

Легко получить оценку

||U(x0) ( t , T ) \ \ 4 0 < 6 < j 3 ,  04t4t<oo .

Пусть £L( t , 8 , x 0 ) - i  -линейное ограниченное, непрерывное по 
х 0 и дифференцируемое по t  отображение У х . x Y — Х .
Вго значение на векторах -,f[ f a e Y  обозначим^.через
e d V v - ’ f r ]  через е£ Щ .

В (1 -2 ) сделаем замену £ = х - х ,  Н (х )1  =ty -£ h .(x , &)■
Получим систему



X Нч, (I0)
£ i =H”' [& (ос+■ <f) -  £ В (x■+• g)] [Hf+■ Gh. J +- S H ~1P ( x +- Hy ■>-'eh)- 

~H~1 [e(x)-6B(£)]eh-H~1P (x , eh)-€zH'1Hx hl- {nJ
Подставим выражение

■ l E )

в (10 ,11) и приравняем в (10) коэффициенты ори оденэксеых степенях 
g ' . Подучим следующие уравнения для определения ;

sc,+e, [л (х ) -е  r (jc j]+£%  (6,)=н ,  (13)
где о1 (et) = е1 н '1[&х  - евх % Нб+с1н~1рх (я,о)б1 -  

£4 f?]2+4 [а (& )1- 6Г(Зс)2, f]+6g[7,A (x)f -e r (S )q ]+

+£го2(е,)Сг [?]2=еФ2 (^ )[? ]г; ( i4 )

аналогичные уравнения получаются при сеЗ,/2~1\

UN [?]*+Сы [Л(х)2-&Г(х)'1> + С  [?•• • > ?>Л(х)?-

-e r(x )t]+ e* Q „(e1,.,., еАМ) е м м̂ £Фм (£1. . . . , г ^ ) [ ^  _

*~£ Ь > $ )[? ] ,
(15)

где А/ -  линейные отображения , Y  (С„, ? )  известны, если 
найдены ( 1, *

Будем иснать ограниченное при t  >,0 решение уравнения (13) 
в виде

£1~ 4 + е С ;+ . . .+ е Г с ;+ * м С Г -  (16)
Подставим (16) в (13) и приравняем воэффициенты при одинаковых 
степенях & • Получим

4 л (& ) ~ н '(я )*  е;л(х)=1°1г (х )= о ->

аналогично при е\  16 2,/V;

е С +  С г[л (х)-еП х )]+£%  ( С 1, Я, £)+  (17)

+e"*aM2( C 1, x . * ) - S , ( * > e ) '



где при некотором С>0

II»,I I ^ I I C ’II, щ  №  Ю Г ,

IW O - " г( ф с „ а * { К '1  И
Теперь легко найти {°= /у д  1 . Аналогично вычисляются все ^ ,
je i .M  • Ограниченное при t i -О решение уравнения (17) легко 
найти из интегрального уравнения

z = -  f [ с ls1 (x,e)+sMf (z,x,e)+- е"+2м2(2,x,e)}(s)U(x0)(s,i)ds-

^  /V 1
..При этом можно показать, что £ *С "ч  = 0 ( е" )  •

Перейдем к уравнению (1 4 ). В силу внровденности главной части, 
его нельзя решить аналогично (1 3 ). Через Д" обозначим множество 
таких билинейных отображений С , что

* [ л У г ф ]  +  * [ у , Л % ]  = о
при всех y 1t yz E Y  » 0 через KL обозначим его прямое дополнение.

Будем теперь искать огра'лченное при ti'O  решение уравнения 
(14) в виде

<18>

где CJ2 e K  дри jeO .N  и б ^ е К1 при j e  1, Ы.
Подставим (18) в (14) и приравняем коэффициенты при одинаковых 
степенях £ . Получим

£ г ГЛ 1 л  J *  % f ?  * л  ч ]  *■ [л 7 • Ч ] * С  [ 7.  ■Л ч ] -

- 1\ [Гь ч ] - ъ  [ь  Гч ] = %(ег ) [?]2; (20)
аналогично при £ L, Le2,N  ;

d ? [ i t + G * [ \ t - e r b  t W ’ t b  Г{  J -  
+е‘ аг (е?", x , e ) = s 2(x , C) ,  SI>
где при некотором С > О

П а ^ с И е Г  I I ,Ы < с -



Пусть Gi -  П. -мерный вектор с единицей на с -ом месте и 
нулями на остальных. Тогда из (18) получим

4  [Aei,ej } + e02[e .,A ej]= ($ i +$j)%[ci ,eJ] = o .

Отсюда 6£ [ e L , tj]= Q  при aL . Пусть теперь ^  ■«•£/ =  О-
Из (19) получим в силу выбора С1г ,

~ С°г [г  г Cl ,ej ] - С°2 [eL, Гeyj =Ф2(С1) [ес ,ej ]■
Отсюда легко найти

4  fc  >£;] = - (Ги+ fj-j ) 1Ф2 (С,) [eL ,£>у ] .
Таким образом, <?/ найдено. Аналогично будут найдены "все 62 , j e  1, N. 
Рассмотрим теперь (19). при • в СИЛУ выбора С2 получим

2̂ [-Л ] + ' Л  ej  J =<̂ ? L^eL > 6 j]  ь [ф  > Г!%]+<Ц (Ct)[Ciy£j]■
Отсюда легко найти

4 з & ’ eJ >  ( 9 ^ ^ У 1{ 4 [ Г е , , Cj ]■+е°2 [е-,rej]  +■ ф2 (et)[ec>e j]} .  
Кроме того, очевидно б2 [ес , £j] = 0 яри -*-#/ = 0  ■
Таким образом, 6̂  найдено. Аналогично будут найдены все

2̂ > J£ 2, Л/ ■
Ограниченное при t -г-О решение уравнения (21) легко найти из инте
грального уравнения

-f-oo

z h i ’ fc ] = - / { е'% (x,e)+e2Qz (z,x,£)}(s)[u(x0)(s,t)u,,Ufoys,t)$&
При этом можно показать, что £ ег =0(Е  )•

Аналогично находятся все Ci, Le3, N-1 . Из теоремы Ляпунова- 
Перрона [ 5 ]  , условия которой для системы (11,16) проверяются с 
помощью неравенства (8 ) ,  следует оценка

Ц2МЦ4Сев*, t>sO, ,

и существование ограниченного решения уравнения (16 ). Тогда из 
(12) и ограниченности eL получим оценку (6 ) .



Ш. Нахождение начального условия медленной составляющей

Положим в (12) t  = 0  . Получим следующее уравнение для на
хождения х 0 :

d -a :0 = s { ^ 1( 0>£ ^ 0)[J3-A  (х0,8)У . . ,+ Л  (о, е ,х о)[М (х о,е0 ж >

Будем искать его решение в виде

x 0 = d + e !Lcc2 + - . . .^ e " f 1x A,_h1. (23)

Подставляя (23) в (22) и приравнивая коэффициента при одинаковых 
степенях 8 , найдем

х 2 * - t i ( « - f t f i ' t i , U ) ] = Н (ос)Л 1(оС) [ f i - k , (ОС)];

аналогично находятся все jcl , сеЗ, /V . С помощь® принципа Шауде- 
ра нетрудно установить оценку е "* 1сс^ , = 0 ( е " )  . Таким образом,
начальное условие для задачи Коши (4 ,5 ) регулярно зависит от £ и 
может быть найдено с точностью до 0 ( е ы)-

Выражаю глубокую благодарность В.В.Стрыгину и В.А.Соболеву 
за обсуждение результатов и помощь в работе.
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В.И. Кузнецова

О Ф1ЖЦИ0Ш\ЛЬе0-ДИФФВРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЯХ 
С МАЛЫМ ОТКЛОНЕНИЕМ АРГУМЕНТА

В статье предлагается приближенный метод исследования устой
чивости функционально-дифференциального уравнения нейтрального ти
па с неограниченным запаздыванием, зависящим от малого параметра 
Q . Предполагается,что при е  = 0 запаздывание в уравнении стано

вится нулевым, т.е.-уравнение превращается в обыкновенное. Выписы
ваются условия, при наличии которых можно из устойчивости уравне
ния при 8 = 0  сделать вывод о наличии устойчивости и при е >0 . 
Близкие вопросы изучались в работах Ван Ляня [ I ]  , Эльсгольца 
Л.З. [ 2 ]  , Рябова Ю.А. [ 3 ]  , Ахмерова P.P. [ 4 ]  и др. Отлична на
стоящей работы от предыдущих заключается в том, что.во-первых, ра
нее рассматривались лишь уравнения с ограниченным запаздыванием, 
во-вторых, в работах, посвященных уравнениям с малым запаздыванием, 
обычно предполагается, что оператор Д , действующий на производ
ную, является тождественным (уравнение запаздывающего типа) или 
представим в виде 1+Д  , где ЦДЦ < J , в настоящей работе это 
требование заменяется условием обратимости оператора Д . Эффек
тивные признаки обратимости оператора Д описываются в п .2 .

I .  Устойчивость функционально-дифференциальных уравнений 
с малым отклонением аргумента

Примем следующие обозначения: R -  поле действительных чисел;
Сп -  П -мерное комплексное арифметическое пространство с нор

мой /• I ; С ~ пространство ограниченных непрерывных функций йС\

R Сп о нормой Ц х  j) =sup \х(Ь )\-, с 1-
лространство функций х  ■■ R ~~Сп , которые принадлежат С вместе 
о первой производной, с нормой I I х  II = IIх  Не +■ IIх 'Не •

■«К-
Говорят, что линейный ограниченный оператор Д-.С^-С


