
УСТОЙЧИВЫЕ, ЦЕНТРАЛЬНО-УСТОЙЧИВЫЕ, ЦЕНТРАЛЬНЫЕ, 
ЦЕНТРАЛЬНО-НЕУСТОЙЧИВЫЕ,НЕУСТОЧИВЫЕ МНОГООБРАЗИИ 
СИНГУЛЯРНО ВОЗОДЕННЫХ СИСШМ УРАВНЕНИЙ 

НЕЙТРАЛЬНОГО ТИПА

Для уравнений нейтрального типа вопросы существования и ус­
тойчивости центральных многообразий рассматривались в работах 

[ 1 - 3 j  . В случае дифференциально-разностных уравнений, регуляр­
но зависящих от параметра, изучалась дифференцируемость централь­
ных* многообразий по фазовым переменным и параметру [ 2 J . В настоя­
щей работа ибследуются интегральные многообразия одного класса син­
гулярно возмущенных систем функционально-дифференциальных уравне­
ний нейтрального типа. В отличие от [ 3 ]  , где рассматривались 
уравнения с малым запаздыванием,-здесь запаздывания не зависят от 
малого параметра. Для этого класса уравнений удается обобщить тео­
рему А.Келли [ 4 ]  о существовании пяти интегральных многообразий, 
изучить гладкость конечномерных многообразий по фазовым переменным 
и времени, доказать принцип сведения, исследовать асимптотику ко- 4 

нечномерных многообразий по малому параметру. При этом существенно 
используются результаты Дх.Хейла [1 ,5 - 7 ]  . Асимптотическое пред­
ставление центральных многообразий сигнуляряо возмущенных систем 
обыкновенных дифференциальных уравнений по степеням малого пара­
метра было найдено в работах В.В.Стрыгина [ 8 ] , В .А. Соболева [ э ] .  
Аналогичный результат для сигнулярно возмущенных систем запаздываю­
щего типа получен в работе В.В.Стрыгина и автора [10] .

I .  Пусть = -мерное евклидово пространство с
нормой I -1 ( / = /,2■■■). Через С* обозначим пространство непрерывных
функций X- [~ r,0 ] —1 с нормой \х\ = Аир 1х(в)1.' —рХ О

Рассмотрим следующую систему функционально-дифференциальных 
уравнений

-P / W ih  - рг ( б> % 6j \ ±
+ 4  (6 ) f t *  Q2 (6 ) z t  +■ F (t ,x t  , y t , z t ,e ,6 ) ,

е Ш  Рз(3 )Z f ( t ’ + Ъ qj (6 )zt  *



s f 2 ̂  (6)^-e% (t,xt , ^ , гь> е, 6)] =Л(е) z(t) - 
' - e ^ Q ^ e y fc  + e E (t ,x t , y + ,% ,e ,6 ) .

Здесь Х Ц ) ,а , , Fe Rnу iy(t),G-z> H eR m; z ( t ) ,% , Ее й\ Е ~ 
положительный параметр, S e fo c R *  -  векторный параметр,  Xt =X(t+Q), 
y.t  = (f(t+ Q ),2 i ^'£(-ti-Q) (~Г4,940). C -m xm  -  матрица, Л (е)  =
=Da +ED1 - { * £  -  матрица, (Т7(Гг = 0  ; P,В -  линейные ограни­
ченные операторы, определенные на Сп со значениями в Я " ; Р/в),
Q, (8 ), Р/,(б) , Qif (8 ) -  линейные ограниченные операторы, оцрадвг
ленные на Ст со  значениями в R n\ R",Re, й £ соответственно;
Р2 (6), Q2 (ё), Р3 (б), Q3 ( л)  ~ линейны е огра ничаняы е * опера торы, опре- 
деленные на >се со значениями в R n, R n, Rm,R rn соответственно. 

Предположим, что выполнены следующие условия,

I . I .  Функции = 1,3), F, Н, Е-
а) определены в непрерывны в области 62 = RxCnx СтхСех [0,Ев]хЯ ;
б) обращаются в нуль при (X ,t f ,2 )= 0  (  Х еС п, у .е  Ст, 2  6 Се)  ;
в )  удовлетворяют неравенствам

\&L (f ,x ,o .D ,e ,B )\ 4 fi , lF ( t ,x ,o ,o ,e J ) l4 j3 ,

I H (t)X ,0 ,0 ,£ , 8)\<fi , I H ( t ,x ,  0,0, e, 8jj<, fe ;

г )  удовлетворяют условию Липшица с константой /  по пере­
менным X,LJ.,2-

2 .2 . Функции G-l (L -  1,3 ) ;
а) при всех t  , £ • 8 зависят от X (Q) ,^ (в ) , 2 (Q ) лишь 

при 0s<-СГ((Т>0);
б) имеют непрерывные по совокупности несемейных частные про­

изводные по х  , ^  , Z •
в ) при фиксированных £ , ft равномерно непрерывны вместе

со  своими частными производными по Х ,у ,2  ни любом замкнутом 
ограниченном подмножестве множества R х Спх С^х Се,

1 .3 . Пусть

ВХ = fdjU0(9 )X(9 ) ,  Pi (ё)у- = JdjL-jQ, б )у(в ),. ( i - 1^)3
-г -г  •

= J  djili (9,8 ) 2  (о) , (с = 2, i)i 
-ц



гдв ( j  — 0 ,4 ) -  матрицы соответствующих размерностей,эле­
ментами которых являются функции ограниченной вариации по в :
Х б С " , ( j e C m , 2 е С е . Предположим, что при всах х е С п>
у.еСт, ZG С& выполнена неравенства

£0(^)^(9)\<-J(S)jx\, \ f  djJ-i (9,6)y(e)f<i(S)ly j (i =1,4),, Xo'- -s
о

\Sdj+i(9,S)z(9)\4T{s)\z\ a  =2,3),
-s

здесь f ( S )  -  непрерывная скалярная функция, x (0 )= 0  •
1 .4 . Операторы , Qc ( i  - f l / )  сильно непрерывны по 6  и 

равномерно ограничены по норме константой" Z
1 .5 . Собственные значения матрицы С имеют отрицательные 

действительные части.
1 .6 . Собственные значения л 6- матрицы Л ( 6 )  удовлетворяют 

неравенствам

ЯеЛ1 <-£сС1 (сс^о,  1 = 1, С),

причем Jё ° <£)Ь j<g g ЁсС° * при некоторых К0>0, оС0 >0 и всех ii-0.

1 .7 . Пусть Т ( t )  -  сильно непрерывная полугруппа операто­
ров сдвига по траекториям системы

' 4 t-[x(t) ~fijJ-o (9)X(t+9)]=0--
-r

Обозначим через
й0 = I n f  вещественных i7. ,для которых существует постоянная 

К (а) удовле тв оря гадая неравенству

l f ( t ) ! f l < K ( a ) e atl y l ,  t x O ,y 6 C n, y ( 0 ) - f d /L0( 9 ) f ( 9 )  = o } -
-г

Предположим, что а0.<0  .
При фиксированных ££ (0 ,£0 ],бб$тройн? функций \Х (t),lj(t),Z(t)\  

называется решением системы ( I )  с начальными данными

а о .Х о .У о .Ъ Х Щ 'С ^ С ^ С 1,  ' _ (2)

если существует такое Т >0 , что функции X (t), y ( t ) , 2 ( t )  ие-



прерывны на отрезка [ t0~ r; t0 +- Т ] . функции

X.(t) ~ BXf ~ P2 Zf.~G-fCt, Xt , tyt, Z-f., 6 ,6 ) ,

( h) ~ P 3 ~ ̂ 2 (^ ’ ' tyt’

Z( t )  ~ 6 &2 P̂  ~ £ G-j ( tjX j, , 2y_, £, 6 )

непрерывно дифференцируемы и удовлетворяют ( I )  при t e [ t 0,to+T ]
[6,7] .

Из сделанных предположений следует [ 6 , 7 J , что при всех 
Б£(0,е0], 6е &  задача Коши ( I )—(2) имеет единственное решение, 

определенное при всех t e  [fy,, 00)  ■
В дальнейшем удобно будет перейти от системы1( I )  я эквивален­

тной интегро-дифференциальной система. Для этого введем в рассмот­
рение линейную систем

$ - [ х а ) - в х ^ в ч  <з)

и ее характеристически л! квазиполином

hOО  =  d e t ^ x l - л J *dji0 ( e ) e A9- J ^ ( д ) е лв]  •
-г  -г

Здесь 1 (О)~ п * п  -матрица, элементами которой являются функции 
ограниченной вариации, такая,что й у  = j d ,i ( e ) y ( 9 y  (у>6 Сп) ,

Обозначим через Л , = { д :  k (л ) = о Г й е л  > о },Л 2={л-И(л)=0,Яем} 
Из условия 1 .7  следует, что множества А 1, Л 2 конечны и прост­
ранство Сп разлагается в прямую сумму

Сп-
где ffj , , Q инвариантные относительно полугруппы T ( t )  i
: Сп( 6 > 0 )  сдвигов по траекториям системы (3) подпрост­

ранства [ 5 ,7 ]  . Пространства $1 ( L= 1,2) конечномерны, имеют 
размерность pi и соответствуют начальным значениям решений 
уравнения ( I ) ,  имеющих вид , где я e A i , a ( t ) -полином.
Обозначим через р  = р ^  р£ .

Пусть Фс(9) , -  пхpi -матрица,/столбцы которой образуют ба­
зис в #2 , a Y i( e )  P iх П -  матрица, строки которой образуют
базис в пространстве tF fc  С°[о, г ]  *  начальных значений решений

* СП[0гп  пространство непрерывных на [О, г ]  функций с о  чи« 
чениями в дп . заа_



сопряженной системы

~ ^ [ ' г г ( г ) - / г г ( * - 0 ) ф ь ( 0 ) ] = - / ' . 'v ( z -9 )d ? ( 9 ) ,
-г  _л± -г

имеющих вид Ц (()е  , q ( i )  -  полином , я e A i .
Для элементов y e Сп, (R6Cn[o,r'],y€C nlo/r ] определено скаляр­

ное произведение

( V’P j ^  ° ) [ У ( { ~f  ( ® ) ? ( 9 ) ] + j y y ( f - Q ) d j£ 0( 9)y(tyd<f-

-  f f </J( ‘f - e )d ? (9 ) y (% ) d < f . (4)
-г  0

Как'показано в [ 5 ]  -  матрица (Yi,, ‘Pi ) ,  невырожден­
ная и можно считать, что (Щ,Щ, )= 1 -  Через UL обозначим такую
Pi* Pi -матрицу, что ф .(д) = ф . ( д )  щ  ( с = 1,2,0 б [ - г ,0 ] ) -  
Пусть Ф=(Ф1,Фг), у=°ое( f i , у2), U = dig# (Zif7Uz ).

Введем в рассмотрение два семейства операторов S (t ,£ ) -  С”1-*Ст, 
R(t, е )  ; Ce- ~ c e( t  >О, е е  ( 0,е 0 ] )

Г 7(t+e)\е у(о), 8+9>о, ,
S (t,e )q > (9 )=  + , t + 9<0;

R ( t ,e )y (9 )  = f (

здесь y e C m,z e C c . При каждом 8e(0,£0]  семейство операторов 
S (t ,£ ) (R (t , £)) образует сильно непрерывную полугруппу операто­
ров [ 5 ]

Пусть Х0 —Пхп,У0-т х т , Z0 - l x { ,  -  матричные функции,при­
чем

и  9 = 0 ,I ,  9 = 0 ,  I , 9= 0 ,  ̂ . .
XJ&) = j  л Y0(Q)=\ Z0 (9 )~

J \ 0 ,-rx 9 < 0 j I 0, -r< 9 < 0 ; O,-r-$.0<O-

Обозначим через X (t) nxn -  матричную функцию, определенную при 
t e  [О, с*3) ,  имеющую ограниченную вариацию по t  , непрерывную 
справа и такую, что



X ( t )  -B X t  ~ J  ВXs ds +-1, X (e ) = x0 (9 )  ( t  >0 , -94 94 0)  ■
f  f  ( t + в )  , n

ГШ о(о) =X(t+eh s(t,e)Y0 (9)= j e • t+9>' 0’
10, t  + 9 < 0 ,

R(t,E)Z0(9) - J ’ t+9*0 ,
[ 0  ,  t  + 9 < 0  ■

Обозначим через P C n  множество функций < f : [ - 9 , D ] — ~ R r »
равномерно непрерывных на [- r ,0 ) ,  положим \f\=AUp ly (0 )l-

Пространств РСп банахово. Пусть R x РС„ хС т* Се* (0,£0Jxjfr
сзамкнутое подмножество пространства R xРСпхС тхС х (О,£0\* 

определенное следующим образом:

R х PC.'л х  С ,п* 0ех  (0 ,е а ] х З -  =  р ,-2 ,£ , B ) e R x  р с пх  С т х С ех(о ,£ 0] х &

, f (0 )= i f(0 ~ )-P 1y -P 2 ‘Z -О, (£<£</,2,£,$)}■

Поскольку не зависит от Х (с )  . отображения

Л : RxCnxCmxCex Ш Ж Я ^ Н х Р С д х С " *  Сех(0 ,£0] х & ,

h. ( t ,X ,y - ,2 ,£ ,6 )  = ( t ,X -X 0 [Р1 (&)у+Р2 ( В)2 +-£/ (В,Х,^,2,£,б)]ф2,£,б)

и
£  R  х  Р С ^  х  С т х  С £х  (О, £0] х  J X — R x C n* С %  С ех  (0 ,£ 0 ] х Л ,  

f ( t , y , у . , г ,£ ,В )~ (t,<f*Xo [р1 (б )/ / .Р 2(В )Л -  
^-91(Ь ,У>,у ,2 ,£ ,В ) } ,^ ,2 ,£ ,В )

-  гомеоморфизмы и Л -д., Q--k -  тождественные операторы.
Для у>бРСп _  можно определить р  -вектор (у ,у > )  по фор­

муле (4 ) .  Пусть Q ={у>еРСп: ( у , у ) - о }  • Обозначим через 
<  = Ф ¥ (0 ), T (t)X$  = T (i)X 0 -  m )X g .

Проводя рассуждения, аналогичные [ I ]  , можно подавать, что 
задача Коши ( I ) , (2) эквивалентна следующей системе:



й. = 2Cu +• T(t, u,cot ,fc,%,£,$),

4  = T(t-to)u)0^ f  T(t-s)X%Y3 (s,u(s), cos ,ys ,zs , e , B  )ds- 
+ *o

- f d s [ r ( t - S ) X o ] n t (s ,u (s ) ,  bfs , y s , z s , e j  ) ,  
i/0 /

dt~̂ 0̂ 2 B)~d(~6 ~ BgtG )[yo —  Yg У2
fa,Zo>£,fi)bi-fs(t-s,e)Y0 X(s,u(s),ws ,ys, zs>G, g )ds -

t  %  1

- f d s [s ( t -s ,e  )Y0]%  (s, u ,w s ,y s  ,z s ,e , B ) ,
to

zt  -e z0g3 ( t ,  u,cot , (fc,Zt. £ j )  = R ( t - t 0, e )[z 0-ez-0 i/3 (t0,.u 0, co0 , y 0,

2g,6, 3 )]~*~J^R(t~Sj6)Zo&(S,U(S)  у COg, ^ y ,  Z3 >8, B)dS tj'dg [R(C~ 
to to

-s,e)z0 ] */3 (Si u,cos ,ys , Zs ,e,6),_

Xt~xo Z t + &i ( t ’xt ’d t ’ Z t ' e>6 ) ] = Фи Ш^ с о 6, cot eQ, 
ti(t) = (¥ , Xt -X 0 [pt (8 )y t  *- P2 (6)zt + , y t  ,z t ,e , 3 ) ] )  ( t > t 0) ’
U(tg) = LLq , CÔ  =Cd0 ) s
f3 (t, a,u>,y,z,e, B) =<Sl,(6)p+Q2 (6)2 f  F[y(t,cpu +co,y,z,t,g)], 
yi (t,U.sUJ,y,2,£, 6 )  =P1(6)y*-P!i(6)2+G-1( t ,  фи + CO, $ ,2 ,6 ,3 ),  (6) 
Y(t,u,co,$, z,s,6) =  ¥(o) F3 (g,u,co,$,z,£,6 )i-U.¥(o)yt,u,co,$,z,£,6), 
yz (t,LL ,CV,y,Zr,e>f)) = (T1P3(fi)2T-G-2 (i,<Pui-CO,y,2,E)6 ), 
yc(t,u, U), $,Z ,G , 6)=tff Q3 (6 )z ^ H ly (t, Фи^СО, $,2,6,6)], 

y t ,  и, CO, y,z,e, 6)=(Y2 P/,(B)y^P2 (t, ф и + со, у, z,e,6), 

&(t, и.,СО, у, 2,6,3) =  4  Q/, (6)z  +- E[y(t, Фи i-CO, у , 2,6 ,6 )].

Интегралы в правых частях уравнений (5 ) определены при нахдои 
в е [ - г ,о ]  вав обычные интегралы в Rn, R m, R e . Очевидно,
U =  co t  (U ,, иг ), F ~ C0 t ( f , ,  Рг ) ,  где uL, f L£R Pi(L= VZ).

Из условий 1 .5  -  1 .7  следует, что существуют постоянные /Г > / , 
о( > 0  , при которых для всех f^ Q  справедливы неравенства [ I ]  :



1№ ) у 1<<>ке**М ( у е в ) *

Sup \Г(Ь)Хо(9) j + Sup f0 )ds T (t -S )X f(9 ){< К е ?
Qe [-г, о] 0e[-no]

l s ( t ,s ) r ,W I < > K e iate> , .

jH (t ,e )20\ s K f 'y ‘, l ^ R ( t , e ) e , ] * £ e M,

ISfaefylt/te^lyl, lR (M i\4K e**li\  ( yeCm,zeC e). _j

, , Uft I о(t
При t  <0 имеем /,£ / ^ Re •
Далее для ваадого p i> 0  существует такое К>0  .что

I e u ,t l4/<е м М  №‘ Я> (7 )
Определение I .  Множество точек М  пространства R * Rp* 0* 

хС тх Се называется интегральным многообразием системы (5 ) , если 
при каядом 8е ( 0,£0] ,б е Я  для любой точки (t0 ,u 0,(v0,^0, 20) e  М  
выполняется (t,u (t), щ  fatyeju. всех t » t 0 . где u(t),cut ,yt ẑt 
-  решение уравнения (5) с начальными данными ( to ,u 0,co0 >fo>2o)-

Т е о р е м а  I .  Пусть выполнены условия I . I  -  1 .7 , тогда 
существуют такие положительные достоянные Л/0, А0 , что для любых 
N<N0 , А<&0 ПРИ всех 6е&  и достаточно малых' е,р , У система ( I )  !
имеет интегральные многообразия

Л-Аа.Ш(0,Ц,ъУ' teR, u,eRp,} u2 = f -( t ,u „ £ j) ,
[со = y~ (t,u l,£,6), у  =ц~(ь, Ut,£ ,S ), 2 =X~ (i , Uf ,s,S jJ .,

j ll* -= \ (t ,u ,u ) ,y ,i ) - .teR , ue Rp, со ( t , u , e j ) ,
У= Г*'~(i, u, s, 6), z = x - ( t ,  u, 6,6)},

д * Л (Ь ,и ,(о ,у ,г ) - .-Ь е £ , u ,~ f* ( b u 2, e , 6) ,  u2e R Pz,
co= y*(t,u -2,&,6 ), y  = (y * (t ,u ^ .e ,6 ) ,  z  = z * ( t ,u 2, e , 6 ) } ,  ^



ГД0

г, у :  г :  х~, у'г ч>*- %*- у* х » (в)
непрерывные по совокупности переменных функции, удовлетворяющие 
по фазовым переменным условию Липшица с константой л , обращаю­
щиеся в нуль при ut =0  t U = 0  и и2=0  соответственно. Функция if-  
удовлетворяет неравенству / i f " / 4 /V/и, I • а вса остальные функ­
ции (8 ) цо норме не превосходят л/ .

Многообразия М~, М''^ М *  называются соответственно неус­
тойчивым, центрально-неустойчивым и центральным.

Доказательство теоремы проводится по схеме Н.Н.Боголюбова и 
Ю.А. Митропольского. В данной ситуации удобно воспользоваться рас­
суждениями Дж.Хейла [ I ]  .

Замечание I .  Нетрудно видеть, что для существования многооб­
разий Л~, М*~,ЛГ 'достаточно, чтобы функции F3 , с = 1/3),Ж 
были определены и обладали указанными в теореме I свойствами лишь
при | < У Ы у/+ ;/2 /< У >  (Р > 0 )  •

Отметим некоторые свойства многообразий М *, AL*.
Поведение решений системы (5) на Л1*, М*~  описывается обык­

новенными дифференциальными уравнениями

йг~ иг иг +■Т2 и,,г, S.),uz,f ( t ,и2,в,б), f ( t ,и2,е,8),x*(t,̂ г,е,

и

u = Uu+ Г [t, и, у* ~(t, U, е, б), V* ~(t, u,£,6),x*'(t,u,e,6),e,6]

соответственно.
Вели в системе ( I )  при всех фиксированных £<60 >бе &  

функции &̂ (б = СЗ) , F , H почти периодические по t равномер­
но относительно X , U , Z , то можно доказать,что для каждого ■ 
6 и достаточно малого £ функции %*, <f* f*, X*,у*у*у-п.очш 

периодические по t  равномерно относительно х,у-, 2 ■
Предположим теперь, что функция &1 не завйсит от t , X .

При фиксированных £ , б  обозначим через
X Стх Се = {(со ,у ,2 ) е й *  Ст*Се: со(о)=со(о~)-У , ( с/, Z, £ ,$ )}•  

Далее,. пусть 

Off. Ст*Се* (< > & )* * - [(со, у,г,е,$ )eQxCmx сех (о,£,] *&■
СО(0)=СО(0-)-У1(Ц,1,£,б)\-



Т е о р е м а  2 . Пусть система ( I )  удовлетворяет условиям
I . I -  1 .7 и функция G-f не зависит вт t  , *  , тогда для лю­
бого 6 е  (О, ос)  существуют такие положительные постоянные М , М' • 
Ё1 , 11, что при всех 0<е<£1, в е Я , 0<)>401 система (5) обла­

дает интегральными многообразиями

М+= {tt,u,u),y,2)-.teR, и^(Ь,и),^,2,е,в), (a ),y ,2)eQ q x C mxCe\ ,
V

М*+= \(t,и,10,у,г) ■ beR, а,, = у *+(t, иг, со,у,г,е,в), и2е  RP\

(u)ly ,2 ) e a y 1*CmxCe\ ,

где функции jf* , , непрерывны по t  , удовлетворяют по фазо­
вым переменным условию Липшица с константой М, %*(ttO,0,0>£,б)  = 0>
i**(t,0 ,0 ,0 ,0 ,£ ,fi)=d  , причем решения системы (5) на JlC~ подчи­

няются неравенству

\Li(t)\^\u)t \+\^\+\ib\4 M'e~b(t~to)(lco0\+ly0j+l20 l ) ,  (9)

на М неравенству

Iй  h  M 'eb(ito)(  I со,, b  Ы ) -
Вели функция G1 не зависит от £(6 )  , то ^  непрерывны
по (t,e)((t,6))-

Многообразия JUT , М ** , называются соответственно устойчивым 
и ,центрально-устойчивым.

Идея доказательства существования многообразия JU-* , обладаю­
щего указанными выше свойствами состоит в следующем. Зафиксируем' 
6 б (0 ,сс )  . Пусть ju < b  , где jo. -  константа из неравенства
(7 ) . Введем в рассмотрение множество функций f  со  сле­
дующими свойствами:

1 ) t  ■■ R *  С т * С ех  ( 0 , е , ] х  Я  R p,

2 ) £ непрерывна по ^

3) £ (t,o,o.o.e,6) = o,
4) £ удовлетворяет по со , у. , г . условию Липшица с кон­

стантой М , где М >0' некоторое фиксированное число.
Для ^ ^ е  7Г ' определим метрику

■ . .  . . . .  l-t(t,u>,jf,-*.e.f>-T(t,a>,y,z,e.8)l
И » - « ! - « « >  /* /<■ /* / . / г /

a>,f* I



с ввадвнной метрикой -  полное метрическое пространство. 
Пусть , рассмотрим систему уравнений:

t
6>t=T(t-b0)to0+-£.r(t-S )X g ^ 3 V 5-, т  ^ s ,zs ,e ,6)d s- 

- f d s [T(t~S)X0Q} ^ ( ^ s ,Zs ,£ ,S ) ,
to

(i,COi ,^ ,Z f ,£ ,3 )^ -S (i bg ,£  )\J£o Y0$2 ( t0 j OJ0 ,y.0 ,Ẑ ,£,6)]+-

¥ T J S (t~ s >£ )Yo<%'f ( s 'F>s> y s ’ 2s , e ,3 ) d s - J c [ s [s(t-s,8 )Y 0}yJ(s, (№)
10 -  £°

ĈS > ,ZS ,6 ,6 ) ,

4  = e2 04 * ( t , 4 , f t , z t : s , 6 )  + R (t--t0, e ) [ z o -£Z 0y f o 0 , y0,

20> £’ 6)\*§ R (t-s ,6 )2 0&\s,cos , ys ,ZS ,e ,6 )d s  - e f d s [ R ( t -  
to t0

-S, :6)20]# J  (S, QJs ,y s ,Zs ,£ ,6 ) .

Здесь £ 6 (0 ,S f], 6 е Л , (  U)0 , y 0 , Z0 ) e  Qy1*C m*C e,

£ * ( t , t o , y ,2,e ,b )= F 3 [ t ,y ( t ,c o ,y ,£ ,6 , t i ) ,c o ,y ,z ,e ,e  ]

И т .д .
При фиксированных начальных данных ( t 0, СО0, ^О'^о) • а также 

? е н ,  £ б (0 ,е ,] ,6 б  Яг тройку функций йл , yt , zf  будем назы- 
вать” решвнивм ( 1 0 ) ,  если существует такое T > t0 ' > что

1) функции 0)^ ,,  ut  , z t  . определены на [ t0,T ]  и при­
нимают значения в ^ С " 7, Се соответственно,

2 ) функции cot  , ut  , 2, непрерывны и удовлетворяют ( 1 0 ) 
яри ± в [ 6 С} 7 7 .
Используя принцип обобщенного сжатия, можно показать, что сущест­
вуют положительные постоянные М, , М2 • && которых при до­
статочно малых 6 , i) и всех система ( 1 0 ) имеет един­
ственное решение, определенное при всех t z - t0 , удовлетворяющее 
неравенству

1 Ч Ь 1 & Ь 1 % 1 <  М1е~6{*~*0 )d C J ob llfo l+ IZ o l),  Ш )
условию Липшица по ш0 , ц0 , z0 с  константой Mt c  h(t , 
о по ;  о константой



ратор

(77 ? )(%, ш0 , у0, г0 ,е,б) = f J m ) ^(s,«Js ,ys ,zs ,e, S)ds ■
Нетрудно показать, что существует такое М>0 > которого при 
достаточных малых е, \> П й является сжимающим оператором.
Следовательно, П имеет неподвижную точку , которая и опи­
сывает искомое многообразие ЛС . Пусть М'^-ЗМ^ /*/•*■/) • Тогда
( 1 0 ) следует из лишшцевости ао Cd , у  , 2  и неравенства
(11).

Вели Gf не зависит, например, от £ , то множество
0 .ухстх се не 3авЕСИТ от £ и вместо 2  следует рас­
сматривать множество 7Г функций £ , обладающих свойствами
1 ,3 ,4  множества н] и нецрерывно зависящих от ( 6 ,е ) .  

Существование JU’** доказывается аналогично.
Для системы (5) справедлив принцип сведения.
Т е о р е м а  3. Предположим, что система ( I )  удовлетворяет 

условиям I . I  -  1 .7 , причем функция не зависит от t  , л .
линейна по у , 2 , Тогда при любых 6б Л , Аб (О, оС) и до­
статочно малых 8 , i) для произвольного решения и(£),Щ ,у^2£ 
системк (5) с начальными данными ( 60, и0, СО0 , у 0 > %о )  существу­
ет решение p.(t), , Ct , 3  ̂ системы (5 ) , располагающееся на мно­
гообразии М*~ и такое, что для него справедливы оценки

\и (t)-p(t)\+\cot f-t- lyt -rt  /4 M 'eb(i~to)(la>io-

Здесь M' -  константа, не зависящая от 8,6, \>■
Доказательство теоремы 3 цроводится по схеме [ I I ]  . Поясним 

лишь ограничения, накладываемые на функцию G} . При доказатель­
стве теоремы делается замена переменных, аналогичная описанной в

[ I I ]  , в результате которой получается система типа (5 ) ,  зави­
сящая от некоторого параметра Се Rp . Для дальнейшего нужно, 
чтобы полученная система обладала многообразием JU* , непрерыв­
ным по С . Для этого достаточно, чтобы функция &г была линей­
на по ^ , z  и на зависела от t  , X .

Исследование дифференцируемости конечномерных многообразий 
для уравнений нейтрального типа проводится аналогично исследованию



циифвренцируемости соответствующих многообразий обыкновенных диф­
ференциальных уравнений (см. 1 0  ) .

Предположим, что G-^O, Р1=0 ,Р 2 = 0 • В этом случае в системе 
(5 )U)i eQ  при всех t i - t 0 и !/*eQ,y>*^Q у~е Q -Многооб­
разия •М М *~ *  определены при всех Ее R, соеР, уеС т, геС е > а ФУЯ~ 
кции непрерывны по совокупности аргументов.

Т е о р е м а  4 . Пусть G, = О , Р^О  . Рг =0  . система (I )  
удовлетворяет условиям I .I a  -  1 .1в , 1 - 2  -  1 .7 . Предположим, что 
функции G-Z,G-3,F,H,E имеют в Si равномерно ограниченные частные 
производные по Ь ,х ,у ,ъ  до (j+ 1 )  - г о  порядка включительно.
Пусть первые частные производные этих функций по норме не превос­
ходят \> . Тогда функции (8 ) /  раз непрерывно дифференцируемы 
по ( t ,u z ) , ( t , u ) ‘ и (E,ut)  соответственно.

Замечание 2 . Утверждение теоремы 4 остается верным, если 
функции F  , З~3 , Ж , & , У2 , У3 в системе (5) определены и
удовлетворяют условиям теоремы 4 лишь при J> •

2 . Асимптотическое разложение функций (8 ) по степеням полу­
чено для систем вида

[т =flxt Qi (i)yt + -  az (6)z(t)+ P(t>*t ’ fc’Z V M ) ’

cjjp[ytt) -  e&2 ( i,x t , % ,£ ,* )]-  Cy (t)+ d tQ3 (6)%  +£H(t,xe yb,2(6)A b

( 12)

e ~ [t (i)-€ G -3 (i,xt  $ )]=I)(e)i(iyetJ2 Q^(6)yt  + е Е (^  ,yt  ,2t AS)-

Предположим, что выполнены следующие условия.

2 .1 .  Функции F  , Н , E (2 S + 3 )  раза непрерывно дифферен­
цируемы по t ,x ,  у,2>& в области R * Ср * Cj?x Rj> * [0,80] * 3 ,

где #  = [у еС 1-. Ы4у>}а=п,т), /?^=|яб^/г^у^Равном0рно ограничены

вместе со  всеми своими производними в рассматриваемой области, 
обращаются в нуль при ( х ,у ,2 )  — 0 • Первые частные производные 
функции Р,Е обращаются в нуль при ( х , у ,2 ,£ ) ~  О ■

2 .2 . Функции &2>&з (2s-*-3) раза непрерывно дифференцируе­
мы по t  , х  , у  • & в области R*Cp х Ср х [О, В0 ] х  ■!& , равно­
мерно ограничены вместе со  всеми своими производными в этой обла­
сти; при всех t  , е  , в  зависят от Х (в) , у ( в )  лишь при



( f f>О )  ; обращаются в нуль при (х ,у )= 0  • Первые частные
производные функции G3 по х  , у  обрг : 'ются в нуль при (х.у,£)=0-

2 .3 . Пусть выполнены условия 1.2 -  1 .7 и штриху ^  нэвы- 
рождена.

Из условия 1.5 следует, что для хюбого Т>0  найдутся. такие 
j f  , s* , что решение (12), выпущенное из области CpSCj^xRp* 

в произвольный момент зремзяи t0 '.определено на отрезке длиной 
Т сразу при всех О<&<--> *, ЗеЛ.

Система (12) с начальными данными (to> хо> tyo’ £ о )е R *Ср*х Cj>*Rj,* 
эквивалентна системе

=  ILu f t i ,  U , cot , <jt , z ( t ) ,  €, 3 ) ,  
ctt ^
cot =  Г .'t- t 0)uJo 1- f r a - s )Х о Ъ (S,U, 0.1 ,у~ ,г(s ) , s,€ ids,

%
Lj-j. —£ Yp У(j {t> U-гЩt ’ tyt ’ ^■ ~S(i~ t0, £ )[^ q~SY0 d0 , U-0tQJgtlfQ,£t$ j i

f  Y~ j's<{-,s,e)Y0 {eX (s,u (S ),as ..ys , m ) > e J )  (̂X1Q5 (8 )z (s )}d sr

'f* . - (13)

- e  j  ds [ s (  t - s ,  £ )Y0 ]{fs (s, u,cvs , ys , e , B )  • 
to 

£-^[z(6)-£% (t u,cut ,yt , £, 6 )]=D(e) £ ft)x£&(t,u,a)t,ytMUd),

л-(О0,здесь Хь = Ф и(Ь) + а)1, u (b ) = (V,Xt ) ( i >■ t0), U>t eQ  , X0 =<Pu0 

M(t, u, u),y,Z, £,fi ) =Н(Ь.Фи i-ЩО, Z, c, f) ) ,

функции ,T  , jT , , у '  , & вычисляются по формулам ( 6) .
кзменим гладко функции -F , <% , Л , & , Yz , У3 , гак,что­

бы сзи были определвны при всех u e R p , совпадали с исходными 
при j u /4 y  ’ 0ЙРащались в нуль яри j u j j) , были (2 s +-3 ) 
раза непрерывно дифференцируемы, достаточно малы, ше^ы достаточ­
но малые первые частные производные по и  , а> , у. , г  и были 
равномерно ограничены вместе со всеми частными производными.Но­
вые функции будем обозначать тзми же буквами и в дальнейшем бу­
дем считать, что функции в системе (13) определены при всех



U.G R P m. Тогда согласно замечаниям 1 ,2 , существует такое/>,>0, 
что при всех ВеЛ  и достаточно малых £  система (13) имеет 
многообразия Jld , JLL*~ , М  , непрерывно дифференцируемые по фа­
зовым переменным и времени»

Проводя рассуждения, аналогичные [ ю ]  , можно показать,что 
функции f  у *  , у * , х*~ представимы в виде

f ( t ,u z ,e ,6) = <f*(t,u2,S )+e  jfi(t, u2>B )+ --+ es~1£ /t ,u 2,8)+ 
+esg (t,u 2, e j ) ,
y*(t,u2,e,6) =ft*(£,u2, б)+eу*(t,u2,6 ) + - ( J 4 )

+£ f t  ( t ,  U.2f Et В) i

(f)*(t,u2 ,ej)=E<f>*(t,uz,8)+--.+6s~1if%_1(i,u2,e)+eSii>s(t, uz ,£j), 

X*(t,u2 ,z,8)=ezf(t,u2,g) + ... <-£s~'xJ_f(t, U2,B) +£sxs(t,U2,£, 6).

Таким образом -, справедлива 5

Т е о р е м а  5 . Пусть система (12) удовлетворяет условиям 
2.1 -  2 .3 . Тогда существуют такие положительные />f , £  , что
при 0<£X £f система (13) обладает интегральным многообразием 
JLL* , представимым в виде (1 4 ). Функции в правой части (14) непре­
рывны по совокупности аргументов, при фиксированных В , £ имеют 
частные производные по -Uz , В , непрерывные по совокупности 
переменных, функции ( L ~1,S -f)  2  ft*  > Vs имеют част­
ную производную по в£ [~Pj О ]  » непрерывную по ( t ,  и2 , В, 9 ) и
( i ,a z, t , 6 , 9 )  соответственно.

Аналогичные утверждения справедливы для многообразий JU ,
М " .

Укажем некоторый алгоритм для практического отыскания разло­
жений (1 4 ). Для описания алгоритма введем операторы Я С (е)  ,
определенные на множествах ВО(Л) ~ JxeC ' ~ }  ’ ___
£ ) В с ( е ) )  =  [ ^ б О /п-.^ ^ е С ]а о о т в е т о т в е а а о . Для хе<Ю (Л  ) ,  у е < Ю (С (е ))  

пусть

Л х(в )  j  J ‘ °^jlo ( e ) x ( 9)^ J °d ^ (9)X (G ), 6  = 0 ;



- —  J ~Т’4 в < 0 ,

Очевидно, Л  , С (е)  принимают значения в РСп , РСт соответ­
ственно.

Реализация алгоритма включает три этапа.
1 °. Найдем матричные функции Ф , Ч> , Х% » матрицу U , 

функции Ж , Гэ , у 2 , уэ , Ж , £  (определенные цри всех u eR ").
2 ° . Введем в рассмотрение систему уравнений:

м  - т ^ { иг и-^ Х 1 а , Г , и- г , Г , ‘Г - Х , е , е ) ) -  

( t ,  t f u e ,r tt/ > *x* ,6 ,8 ),

%г~(0) ,. д у * (в )1
d t  1 Ра г L

(15)
= Я у % -g)+ X f(9 )% (t, р 2 >Г ,Г> *Z e, 6 ),

em $ + eJj P s i f a u ^ f o f r b - i t r .

=  £ C (B ) f ( e )^ d 1Y0 (9)Q3(6 )**+ £Y0 ( 9 ) X ( t  f ,  ^ , x t e J h

xeY„ ( 9 ) j t %  (t, f , u „  +e%  ,

t f e u t + S i f t . t f U j . y f y ,  x ’,e ,S > } (B e [-г. в ] ) ,
Г

V

, е \ й ^ ^ дУ3а ,Г ,и 2, у * г , е , 6 ) Л \у  
b d t  + t LPu2 ^ -------------------\[Щи2 +

*
+ ?2{ i ,  f ,  U t . y t j r ,  z*, e , 8 ) ] = B ( e ) e £ (t , f , иг ,у ,у г х % 3 )+  

+£2~3t $3(t> и г>У1 <?*>£,&)■

3° Подставим в них разложения (14) и приравняем коэффициенты 
при одинаковых степенях £  . Получим уравнения для отыскания функ-
ций %о}У0 t f i  >X-i ’  > f t  ( I =  1.S-J )  . Можно показать, что
полученные уравнения имеют единственное решение.



Коэффициенты разложений ¥*~> У  У*~, “f , У1 f  Х~
можно также находить из уравнений, полученных в результате под­
становки соответствующих разложений в уравнения типа (15) и при­
равнивания коэффициентов при одинаковых степенях £ .

Подсчитаем коэффициенты уд* f *  у* } х *  • Функции
, 'у *  описывают центральное многообразие вырожденной системы

du Uu + Ftf, и,Щ,0,0,0, в ) ,
d t

t
C0t =  T ( t - t 0 )U)0 f  T(t-s)Xo (S, U,0JS, 0, 0,0,6)ds.

Далее,

%* (t,u2,6)=-Do's-(t, Иг 0,0,0, 3 ),

uz i3)(0)= -C ~ 1[Q3x*+ X (t, f0, иг ,у * ,0,6,0,3)], 

y*(t, иг , 3 )(в) =  %*(t,u2( U 0), в) (о),

где uz ( t + 9 )  -  решение-задачи Коши

da2(?-l =  U2u.2(s)+?2(s, fo ’ U2’ %*’ 0.0,0 ,6), Ug(t)-Ue , 
ds

вычисленное в точке S = 3+-0-
функции у *  описывают центральное многообразие си сте-

I - f r 1  щ  у * *
in 1



%*(s,u2,S) + df ®  x f  (S, u2,S)Jc/s-
df2 [s]

dV
J

dUj du1
здесь дт' №  ,  dj] [t. fo (t ,  Uz (t), 6), u2(i),9f(t, Uz (t), H o,0,0,5]

И т .д .
Автор благодарит В.В.Стрыгина за постановку задачи и помощь 

в работе.
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С.О.Стрыгина

ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ПОЛИНОМ® В МЕТОДЕ ГАЛЕРКИНА 
ДЛЯ СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ

Рассмотрим краевую задачу 

Ls i L = - e u " + p ( a c ) i L ' и )  (1)

U (-1 )= U ( 1 ) = 0  (2)

с малым положительным параметром <£ при старшей производной. 
Известно [ 3 , 6 ]  , что характерной особенностью решения такого ро­
да краевых задач является наличие пограничного слоя. В последнее 
время интенсивно развиваются численные методы решения сингулярно 
возмущенных краевых задач, и среди них -  метод Галеркина, которо­
му посвящен ряд работ (см ., напр., [ 1 ,2 ,7 ]  ) .  Базисные функции 
в этих работах конструировались из сплайнов и функций типа погран- 
слоя. В настоящей работе дается обоснование метода Галеркина с 
использованием в качестве базисных функций обычных полиномов и 
функции типа погранслоя, близость точного и приближенного решения 
оценивается в равномерной метрике.

I .  Постановка задачи и формулировка результата. Относительно 
функций р ( х )  и fy (J c,u )  в уравнении ( I )  будем предполагать,
что р : [-1,1 Л R ,  у :  [ -1 ,1 ]*  R -+ R , р (х )> р о  > О (зсе  [-1 ,1 ] ) 
и обе функции достаточно гладкие. Кроме того, предположим, что 
о  , уии равномерно ограничены.

При 6 - 0  уравнение ( I )  переходит в дифференциальное уравне-


