
Замечание 3. Если шаги сетки до пространственным переменным 
одинаковы, то модно установить почти коэрцитивную разрешимость в 
С норме разностных уравнений, содержащих аппроксимации смешанных 

производных.
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Е.П. Соболевский

ПРИНЦИП УСРЕДНЕНИЯ ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
В БАНАХОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ

I . В банаховом пространстве Е  рассматривается задача Ко-
гпи

ir'(t) +fl(cot)v(t)=0 ( t ьО, a>>0)y v-(o) = v0 . W
Здесь f\ (t)e  C(Co, + ca), Hom [D, £ ] ) , В  -  банахово пространство, 
плотно и непрерывно вложенное в £  . Решением задачи ( I )  называет­
ся функция 2г£Е)еС1(1 о ,^°° ) ,Е )П С([0, +°°),D)< удовлетворяющая 
уравнению и начальному условию ( I ) .

Предполагается,что для некоторого Д«еНот [В ,В ]  внпол-
нано условие усреднения



равномерно относительно t0 > 0  . Задаче ( I )  ставится в соответст­
вие усредненная задача

v'(t)+flxv (t)= o ‘ U^O), V(0)=V0 , (3)
и устанавливаются оценки близости между операторами сдвига (£;т) 
и Ux (t,T),-b>s'D, задач ( I )  и (3 ) дри больших со -

Исследование оператора ( t ,  z )  в принципе усреднения не
может опираться на метод "параметривс", использушций гладкость по 
t  оператор-функции /J(a>t) , так как а> —• + «■ . Оно проводится 

методом коммутанта, впервые примененным в f l ]  для построения опе­
ратора сдвига в случае с о -1  и одной лишь непрерывности оператор- 
функции Д ( t )  . В  отличив от [ I ]  комцутант рассматривается не 
как оператор в Е и D , а как оператор из Л и Е .или в не­
которое промежуточное, близкое к Е банахово пространство 
Это позволило в приложениях исследовать принцип усреднения для об­
щих квазилинейных параболических уравнений. Данная работа продол­
жает исследования [ 2 , 3 ]  .

Рассматривается оператор-функция С =  С(t ,ъ) из 0< t  < +■00
в H0m[D ,E ] г определенная формулами

C (t,T ) =  при t > r  и (4)

Предполагается, что при любом комплексном я  с Я е Я ^ О  опера­
тор л + С  обратим, и справедливы оценки
Ы ^ о у ' Ц ^ с 4 М ( щ ч г :  1 < ^ С У % ^ 4 М ,  (б )

1^ е Г 1 * м ( 1* М  Г *
при некоторых М>0 и qe(0 ,1) • в частности, оценки (5) означают
что — С — производящий оператор аналитической полугруппы 
exp {-S C \ ,S > Q . в Е с экспоненциально убывающей нормой, и оп­
ределены любые степени С * оператора С . Такими же свойствами, 
в силу ( 2 ) ,  обладает и оператор Д* (см.напр. [4] ) .

Далее рассматривается коммутант

В (Д ,С ; л )  = Д (л  + С Т 1- ( я + С Т 1д , Я е л ъ р ,  __ (6) "
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для fl-fl(s),S>sO ,fl=fl# ,C =C (t,T ),T4,t • Предполагается, что 
справедливы оценки

Н а д  С, Л м (1 л \ ^ Т Ш л .С у Л )^ е 4М(1л1*1)т  (7)

при некоторых М>0 и
В этих условиях существует оператор сдвига L L co(t,t)  •
В силу (3) оператор <г шита Uoa(i, v )  = exp{-(t-z)fl*} • Положим

Д&, V )^ U co(  i ,  Z ) - Час ( 6, z ) .  (8)

T e о p e м a I .  Пусть oC,j3e[0,1 ]  и ^ > 0  . Тогда для любых 
Т > 0 ,$ > 0  существует т а к о е ^ = й ^^/7 &)>0* что при всех со^а)д 
и Z4t4Z-<-T,z >^0 справедлива оценка

(9)

если <Х < j3  , и справедлива оценка

К  Л л /1 ,  „ , < ф - г г / ] ,  m
если oc^jj . Здесь Д0 = Д(о)■

2 . Приведем схему доказательства теоремы I .  Представим Л 
в виде t  t

А = ад (i,T )-ex p {- f/?(a)?)4?}]+[exp{- 
- т г

-  есср \-(t-z)R* } ]  =  л, +- &2 •
Л е м м а  I .  Пусть oC,j3e[0,J] , и 1f >0  . Для любых Т>0

и сТ>0 существует такое со0 =со0 (Т, (Г )>0  > что при всех
0)>С0 0 и Z4t4Z+T ,r>sO  справедлива оценка

К аЛ ' Ь - ^ Г ’  ( е >

если cC -j}< f , и справедлива оценка

® >

если d.-fi
Доказательство леммы I приводится в работе автора, находя­

щейся в печати.
Л е м м а  2 . Для любых о с , [ Q t ] , 0 4 Z < S ^ O  справедливы 

оценки

(И )



при некотором M > 0  . Зцесь С со =C(cot, сот) .
Для доказательства используется тождество

exp{-SCv }~ехр {-sfi*  }  = s f  ехр{-хвСш}(д„ -  (к)
-Сы) ехр { -  (1-х )sR* }dx,
для разности полугрупп и оценки норм аналитические полугрупп и юс 
производных (см. [ 4 ]  ) ,  которые позволяют доказать оценку (14) для 
случаев (сС =£  = 0 ) ,  =1 ), (<Х=0,£=1), (о(=1, J3= 0 ).

Далее применяется неравенство моментов (см. [ 4 ]  ) для дробных 
степеней операторов.

. I  е м м а 3 . Пусть °C,j36 [0 ,1 ]  и £ ,> 0 . Для любых Т>0 и 
6 > 0 Х существует такое а)0 = со0 (Т, (Г) » что при всех со ^ со 0
и Z4rb-iZ + Т ,Т > 0  справедлива оценка

■ (16)
если ы. <j3, и справедлива оценка

« и

если ai>sj}.
Доказательство следует из оценки (14) и условия (2 ).

С помощью тоадества (Ц )и  лемм I и 3 устанавливается теорема I .

3. Вели D=E » то операторы Сш и Д„ ограничены в Е , 
причем Сш а , г )  ограничен равномерно по со и t,zr . Тогда 
справедлива оценка

\ \ й *[ехр {-(Ь -г)са > } - е х р { - ( * - 1: ) я * } ] д 0*\\£^ £ < М I t - r l  « (18)

при некотором Л/>0 . Отсюда следует, что при всех X .jse [0,1 ]  
справедлива оценка (9 ) .  Ниже будет показано, что в случае неогра­
ниченных операторов Д(-Ь) в оценке (1C) нельзя, вообще говоря, 
положить 1, = 0  •

3 . Пусть R0e Hom[D ,E ]  » и ЦРИ люйом комплексном я  
С ИеЛЬО оператор Л + Д0 обратим, и справедлива оценка

Ц(л+Я0 УГИ е -Е 4 ^ ( 1* 1+1 у 1.

Тогда спектр б ( й 0 ) оператора Д0 содержится внутри некоторого



симметричного относительно положительной полуоси с вершиной в на­
чале координат угла раствора 2<f< JT , на границе Г этого угла 
и вне ее справедлива оценка

\ - . г  I'л-/Г0ГЦе^ е <М(у)(1А1Ч)~'.
Л е м м а 4 ,  Для любых 04J34}, 0<6г <61 >Ле<3(Д0)

справедливо неравенство

||Ро [ехР[Л flo)~exp { - S2Ao\^t\ReJi(î хрУ^елУехр^ел}!^)
Доказательство может быть выведено из теоремы Данфордз об 

отображении спектра или установлено непосредственно с помощью фор­
мулы Коши-Рисса.

К  texP f” йо 3~ exp {-дг й0 } ]  = J Y [езср {-В,л)- fco)
Г

— бхр У  В2л\](л-Рд) рЛ
для случая точек дискретного или непрерывного спектра.В случае', 
когда л  -  точка остаточного спектра, нужно перейти к сопряжен­
ным операторам.

Пусть й0 неограничен над оператор в Е . Тогда существует 
Лпе в (й 0) с при ■

Пусть y>(t) -  определенная на [ о ,  +- °° )  непрерывная функция,

0 < a z 4< f (B )4a1< +  •
(21)

Пусть существует предел

Р  • (22 )*  >t im  77 [ y ( t ) d t = &
/ V — + “  к

tо

равномерно относительно to z-0  '• Наконец, пусть

g = € i m l n f  y (b )< t im s u p y ( t )  =  у  ■ (23)

Тогда, очевидно, у ч< ^ у  , причем хотя бы в одном случав не­
равенство должно быть строгим. Предположим, что

(24)
Например, если y ( i )  = 2 + s in t , *0 а г = 1,а1=3,У>*=2г% = 1 ,?= 3 « 

Введем оператор-функцию f l ( t )  = y>(t)Д0 . Очевидно, она 
удовлетворяет всем условиям пункта I ,  кроме условия с Е̂  , и



До • Кроме того» дополнительно операторы f l ( t )  комму­
тируют при разных t  • Поэтому существует оператор сдвига

U-co (t>z) = exp{-ffifotfd?}=exp {-fe(Q)X)d*J0 } ,  (25)
т т

и Af=0  в формуле ( I I ) .  Далее из коммутируемости следует, что

йд'АЙ^='До~*А  • Поэтому рассмотрим величину

i ( t ,  т-, c i-> ,p )= \ (t-zfflg  [ e x p {-f  q(co?)d* } -exp{-(i~z)fi}]/)e } * &}
T

04J)4,UO<T4 № 4 ,  co>,0. Покажем, что существует'такое £0 , 
что при любом TSO

lim  i n f  Sup <p(i,C-,CO,J))>e0 - (27)
(У-*- + о° U<t4T+1

Пусть сначала Т -О  . Поскольку f ( i )  -  не константа, существует 
такое тf >0 . ч т о

f  ks)dspf* ■ (28)

Пусть лпе <3(й0),  и Яелп-^+^  при п-~+оо. Положим tn =(ЯелГ1)'1 
Можно считать, что О < tn < 1 • Числа со^ определим из у слеш ия
г1= шпЬп • Т о г д а  =  г / / 4  =  г ,(ЯеллУ~ * ~ п *>и  Л  —  +  0 0  *
В силу леммы 4 и (28) имеет место неравенство

ta
V(tn>0’, й)гь>-Р)^1(£гьйела У* [exp { - / у  (а ̂ )с1^йелп }  -

г  °
-  ехр\-Ьп% йеяа}]  /= \exp[-d Jy>(s)ds}-uxp{-y„ }/>о>

Таким образом, (27) в случав z -О  доказано. Пусть теперь Z >0• 
По определению существует такая последовательность Тп — ,
что •п.) —  <р при П  — + -0 0  . Поэтому можно считать, что

У(*П )~ ? * > .2 в = -4 р  [ ? - % } > 0 -

Так как y>(s) непрерывна, то существуют такие числа (Гп  , что
ДОИ S6 [Тп , 7Гп + сГп ] . Положим <УЛ - « Ь / Г  ,и , та - 

ким образом,а )п.-~+°а при /г -* -ч -°°  . Так как Р е л п 
дри гг-*--(-00 , то можно считать,что а)п /ЯеЯп^4 г  • Положим 
4  =  г-^йеЛа )~ 1 • Тогда ( t n - z ) R e » . n ~1  . и можно считать,
что t n е  fjr, гг +■ 7 J .Д алее



,fy (a > n  ? ) d ?  R e ^ ~ j - ^ f y ( s ) d s > R e x nf e * ) f c - 8)= & + 6 , (29)
T n bJaz

так как соп £п~Ь)ЯТ= СОя (йелп.)~14 (Уп • В силу леммы 4 и (29) 
имеет место неравенство ^

у(Ьп, ‘с-г а)п,£)ь\ [Яелп (Ья-г :)Y  [еоср{- J у(соа ?)с(?Яеля} - 
-соср { -( in -  г)ЯеЛп у*}]\>. \ехр { -&  }  - г 
-еоср {-%. -£]■!> О ■

Таким образом, (27) доказано и в случав т>0 •
Итак, установлено,что в случае неограниченных операторов нор- 

ма а - с 1* - * а $ ь й ? Ц в ~ в  при , монет, вообще говоря,
не стремиться к нулю при гу — -ю о , равномерно относительно t  и 
Ъ . Оказывается, такое стремление к нулю есть, если рассматривать 

не сходимость по норме операторов, а сильную сходимость.
Т е о р е м а  2 . Пусть 04jB4 o (« f  и гГ0еВ (й д .) . Тогда 

для любых Т>0 и СГ>0 существует такое oio =co0 (T,6 ') i '0  *чт0 
при всех ш>^о)0 и V4-14 Т-i- Т, Т >0  справедлива оценяа

ЦЯ*АЩЦе < $ .  (30)

Доказательство. В силу леммы I достаточно установить оцениу

\ i~ T % Ие4 &1 (31)
для GOZ-cOf (Т, (Г, )  . Из оценки (14) следует

Ц ^ А г гЦЕ4 М Ц я £ 2 1Е (32)

для любого 2еБ(Яо )  • Пусть js<J  . Существует такая последо­
вательность voneD  , что I//7f ( у0- iron /j£ #  пРи /г - « ч -о о  .
Тогда, в силу (32) будем иметь

i t - r f fin t f A 2 vo у м ц я ; ы 0 -тг0П)цЕ +  (зз)

+ / * - г 1*0 Von 11е  .

Выберем п. настолько большим, чтобы было выполнено неравенство 
M llflo(vo - t y n)lle 40;/2 и зафиксируем это П = п (^ / 2 )  «Так 
как либо оС < 1 , либо oC>j3 , то из теоремы I вытекает существо­
вание такого а>2 [ г ,  IIЯ0 Ц3рЦ ,(}//2] • что ПРИ CÔ CDz  будет выпол­
нено неравенство \ t -z  L^ 1 Ц£^ Е'ЦЯ0 ^ я Це 4 d, /2  -



Отсюда и из (33) следует неравенство (31 ), если положить dJJ(T,()t)=
= 0)г • Пусть теперь^  = 1 . Тогда и оС =/ . Так над D(fl0)=-D(fl#)-D, 
то можно положить Да =Дх. . Наконец, оценка (32) показывает, что 
оценку (31) достаточно установить для элементов гг0 из некоторо­
го плотного в D  множества, например, для V0e D (Др )  . Из те­
оремы I вытекает оценка

если Ч^>0 и QJZ-CJ3 (Г, tfj ll/J¥ ir0 ll~1 )  • Далее воспользуемся
тождеством * E

Я*а22Го= Л2 Я» щ 4- [r„exp{-(F -т)Са }  -exp  { - ( t - z  )?„}/)_J ^ .(35)

из оценки (14) следует (с£ = 0 ,£  = 1 )  неравенство

( * М  И Д v°lie ■ ш
Для оценки второго слагаемого в правой части тождества (35) нужно 
воспользоваться формулой Коши-Рисса (см.напр.формулу (20 ' , с по­
мощью которой коммутант оператора Д  ̂ с. полугруппой выражается 
через коммутант этого оператора с резольвентой. С помощью первой 
из оценок (7 ) устанавливается оценка

II [Я* e x p i - a - T ^ i - e x p  v0\\^\t-z\r/%% fe . (з? )

Оценки (36) и (37) позволяют оценить норму ЦЯ*Л 2  v 0  Це при 
малых значениях i —t  , а оценка (34) -  при больших. Этим завер­
шается доказательство теоремы. л

5. Рассмотрим более общую, чем ( I )  задачу Коши
v - , ( t ) ^ R ( c o t ) ' i r ( t ) = F [ c o t >  v ( t ) )  ( t b O , w > ' 0 ) , v ' ( o ) = v 0  . (38)

Пусть выполнены предположения пункта I , F ( t , v )  -  непрерывна из 
[О г°=)хЛ  в Я '• определение решения задачи (38) аналогично оп­
ределению пункта I ;  для его существования необходимо, чтобы V0£D' 
Пусть дополнительно F (t , До*02 )  непрерывна из [ 0 , +■00)х Е  в 

, и при некотором <Х0 е  [0,1 )  и удовлетворяет условию Лип­
шица



Тогда задача (38) имеет единственное решение V ^ ft )  • Доказате­
льство этого будет приведено в другой работе.

Пусть F ( i , О)  =  О . и выполнено условие усреднения

равномерно относительно t0 >  О и z  Ф О ■
Т е о р е м а  3. Для любых Т>0  и б'>0 существует такое 

со0 -СО0 (Т ,Е )^ 0, что при всех со Ь а>0 справедлива оценка

II Ц» (Ь) -  Ко (Ь) Я, 04 г и г :

Здесь V ^ d ;)  -решение усредненной задачи (3 ) .
Доказательство теоремы 3 опиразтся на теоремы I и 2.

Теорема 3 допускает обобщение на случаи, когда условия (39) и (40) 
выполнены локально в Е , когда усредненная задача Коши нелиней­
на. Наконец, при меныпих ограничениях гладкости на гг0 и F  
справедлив принцип усреднения для обобщенных решений.
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А.А. Соловьев

К РАСЧЕТУ ПЕРЕХОДНЫХ ПРОЦЕССОВ, ВОЗНИКАЮЩИХ 
В МЕХАНИЧЕСКОЙ СИСТЕМЕ ПРИ СКАЧКООБРАЗНОМ ИЗМЕНЕНИИ 

ИХ ПАРАМЕТРОВ
•*

Под переходными процессами (ПП), как правило, понимаются ди­
намические процессы, возникающие в механической системе (МС) под


