
ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ГАЛЕРКИНА-ПЗТРОВА 
К ПРИБЛИЖЕННОМУ ОТЫСКАНИЮ РЕШЕНИЯ 

ОДНОЙ НЕЛИНЕЙНОЙ СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ

I ,  Постановка задачи.Формулировка основного 
результата

Рассмотрим задачу 
-еи .п+р(х,и)и'+Ц(х,х)=0 ц л)

и ( а ) = и ( 8 )  = 0- 
Предположим, что р,ц-. [а ,6 [ - / / ,  ./VJ-*-/? , где //>0 достаточно 
большое число. Зафиксируем целое /Г-г-2 • Пусть функции р  и ^ 
к +1 раз непрерывно дифференцируемы:

p ( x , ( f ) > p o > 0  (1 . 2 )
для всех х е [ а ,6 ] ,  y e [ -J V , //] . Пусть решение г ^ ( х )  порож
дающей задачи 
р(х,т 0 )Zo+-(j, (X , Zo) =  О

Zo(a)=0  ( I , 3 )

существует на всем отрезке [0 ,8 ]
Пусть Z = 8 -  1€п&1 • В дальнейшем G>0 будем счи

тать фиксированным и достаточно малым.
Из результатов [ I ]  вытекает
Т е о р е м а  I .  Существует такое В0 > О , что для любого 

£ е (0 ,6 о ]  существует единственное решение задачи ( I . I ) ,  удов
летворяющее оценкам
Цое ( х ) - г 0 (х)Цс[аг2]4 с е ;  (1 .4 )



для любого х е [ г , б ] ,  1 = 0,1, к+1

« . s i

где С не зависит от х  и £  . f/x
Пусть К~К+2 • Пусть = ; п .т еЛ .

Выберем разбиение отрезка [ а ,б ]  следугащим образом. На от
резке [а , г ]  А„ есть равномерное разбиение с шагом Ап .а на 
отрезне [2 ,6 ]  -  разбиение с узлами = 3  + -jf~ )C ’
• € / ь (1 -(т ~ с )А „ )
Я-&0 Xi Жп-1 Xn—z  З-п+1 "■ ОСп+т~Ь •-------------1-------------1------------- г1-----------1------------ 1-------------1-----------  1---щ и т —

Построим пространство решений. Пусть 

Нд [о(,jt]=\и(ху.и,,и\... и (кч)е c[«,js],u!K)eL2 [<*,/],и(<х)=и(js)=oj
-  пространство с нормой

где I/ • Ц2 -  обычная норма в L2 . Пусть

^  = {и (Х )е С [а ,г ]  ■ • и .(а )= о ,и (х )=  О -(х ) \/х£ [x^.r x^J,i=7„..,n},

где 01 ( х )  -  полином степени 4-К • _
Базис пространства d^hn- образуют функции В-к+1

В0 (х ) ,  ( х ) ,  ■. B/)-(k+i) (x ), Вп- к ( х ) ,•••, Вп_, ( х ) ,
где В^(х)~ L -й  В -  сплайн степени Л (см. [ 3 ]  ) ;

В-i  -  такие функции из £(В_к ,В.к+1,.,., В-, ) (линейной обо
лочки), что B i(a)=  О • Продолжим базисные функции с отр езу  
[ а , г ]  на отрезок [а , б ]  непрерывным образом, функции В-г
В0 , . , . ,  Вп .(к+1) продолжим нулем и сохраним за ними прежние 

обозначения. Для L ^ n -к , п -к *-1,..., п -1  положим 
\ B i ( x ) ,X  4 2  

BL ( х ) ~  I д  (х ) г Х » 2

Р(Г—
где - f i (x )  = cLl (е  г е - 1 )  ; коэффициент oci выбирается так,

чтобы B i ( x )  была непрерывна на [о., б ]  . Пусть

RK =  aC(B.H+ f B - f , В0 , . , . } Bn_f((+1y  Вп-к Bn-r)> 

k



^ к = \ и еН о [г ,Ъ ]-.и .(х )= 3 1 (е2>с е ) V x e [ x c_t , x L] ,

С- п -+•/,-•., п.+т j. , где 9?(У ) -  полином степени .£ л  .
Каждую из функций из Q^1 продолжим нулем влево на весь отрезов 
[ а ,8J и сохраним за полученным пространством обозначение Q^l 

Определим пространство решений и тестовое пространство.Пусть

у ” ,

где В  -  оператор дифференцирования, I  -  тожде
ственный оператор, j [ a ,z ]  обозначает ограничение на [a ,Z ]  и 
продолжение нулем на отрезок [ z , 8 ]  - Пусть JJf , D£, —,1?„+k- i »

тDn+K’ -'> Щ i n̂i .K ^  базисы в £ Ап и У л
соответственно, причем Э 1 г .-, И *'
образуют базисы соответственно в RHn и ф *  , a Dn+K , . . . ,L 1С 
*%+*>■••> Ъ  -  базисы в 0*”> и у ” .
Галеркинская задача формулируется следующим образом.

Найти такую с с ^ е Е ^  • что

( p ( x i uK)u'K -t-(fr( x ,u K) , J l )  =  0 , 6 = / , . . . ,  ГЫ-К-1 . ( 1 . 6 )

( - e u ’K ^ p ( x ,u l<)u'K ^ ( x , u K), rL) ^ o ,  1 = п - ь к , . . . , е ,  (1 .7 )

где (• > • J -  обычное скалярное произведение в Lz [ а ,8 ] .
Основным результатом статьи является
Т е о р е м а  2 . Найдутся такие числа n.0 i fOo 6 •М,<3>0, что 

Для п>, п 0,т  ̂ -т0 задача (1 .6 ) ,  (1 .7 ) имеет единственное решение 
UK , для которого при m ^ fn a x (m 0 ,\EaE\w)  справедливы оцен

ки
\\u~k~ U£ Hc[a,z]^ C(S+- hn ) ( 1 . 8 )

II“ к -  “ е  11с [г ,б ]  4 C (e ^ n £ j-n .^  V A* )  (1 .9 )

ii -  и [а,В] <1.Ю )
IIик~ %>h,2 4 6 ,

где С не зависит от п ,т , С . ^ п+к-f
Будем искать в виде £  <CiJOi — 2  ctLUi +

£ 0—1 0—1
+ l * i D i  = u <k(x )+ U k ( jc ) • Тогда, над нетрудно видеть,

задачГ *(1 .6 ), (1 .7 )  эквивалентна задаче отыскания такой <7* =

2 -6 5 0 1  5



=  и ™ U«\ что

(Р ( х >и 'к )U t\ q (x ,u ,K>),Fl )= 0 , Lb / ,..., П+-К-1 ( I . и )

(-ей .;  ( i . 12 )

причем задача (1 .I I )  решается независимо от задачи ( I . 12).

П. Исследование задачи ( I . I I )
2 .1 . Сведение н интегральным уравнениям. Рассмотрим задачу

(1 .3 ) на отрезке [а ,  z  ] . Сделаем в ней замену р ( х ,  ?0 ( х ) ) г ’0 =у.
Тогда задача (1 .3 ) сводится к задаче отыскания решения интеграль
ного уравнения

=  ГУ, (2.1) 
где оператор Г  действует в пространстве /Ьг [ а ,2 ] .

Пусть -  ортопроектор на , a f  -  естественное
расширение оператора Т на пространство [а , 2 J . Пусть Нп,-
= p (x ,z 0(x))JJ(y^)/ra z j  _ . Тогда задача ( I . I I )  сведятся

к задаче отыскания такого Уп6 р (х Л о (я ))£ (Я *п )  * что
■ (2*2)

Пусть

и ~  е -з )Рассмотрим задачу отыскания такого Уп е  Нн , что

ел ул - ъ т у п ,  (2 - 4 >
Замечание I .  Очевидно, что задачи (2 .2 ) и (2 .4 ) разрешимы 

или нет одновременно, причем для их решений справедливо соотно
шение (2 .3 ) .  _

£ е м м а I .  Оператор = % /* £  обратим, обратный
оператор ограничен равномерно по п , и для любой л +-/ раз 
дифференцируемой функции f

lV aM * Ckn > < 2 ‘ 5 )

где С ■=■ С (£J.



Доназательсгво этой и последующих лемм будут приведены в § 4. 
Применяя оператор к обеим частям (2 .4 ) ,  сведем его

в эквивалентному уравнению

Уп = & 1̂ Т У а = Га Уп . (2 .6 )
2 .2 . Одна теорема об операторных уравнениях. Пусть Е -  гиль

бертово пространство, Е̂  с  Е -  его подпространства. Пусть 9̂  -
ортопроектор на Е  ̂ , Г:Е-~Е, Tn-.En ~̂Eri~ нелинейные операторы. 
Рассмотрш уравнения

00= Тсс (2 .7 )

Г«.= Гп f a .

Имеет место простой аналог теоремы Г.М.Вайникко ( [ 3 ]  , с . 43 ). 
Т е о р е м а  3 . Пусть выполнены следующие условия:

1 . Уравнение (2 .7 )  имеет решение ос*еЕ .
2 .  Оператор Т дифференцируем по Фреше в точке зс* , оператор 

Г'(зс*) компактен, и однородное уравнение f - T ' ( c c * ) f = 0
имеет лишь нулевое решение.
3 . Операторы Га  дифференцируемы по Фреше, каждый в своем шаре

а- } ,  • ™  f > »  “  * » . » . ,  о ,  п. :
операторы )  компактны, и ЦТ^СРп.)- Т‘(ЕРп х  )jjFn ̂ £ 4

4 С(Ц?а Х*ЦЕг1 ) ПРИ HfnT&n. X / I s j  ■'On
■ oo -A • 11%. T x * -  Tn % x  JfEn— 0  при n

Ь.ЦГп ( % X * ) -  VkГ'(х*)11ел~ Е п ^  o '  при n -
6 Не - ~ 0  при / i  —  oo для любого -feE •

Тогда найдутся такие числа п 0е у {  ъ.(Г0 >0* что при п^.гг0 
уравнение (2 .8 )  имеет единственное решение fn  в “ Р®

ll fn -% . х *Че 4  , л справедлива оценка

№ - % * % < с  I I %, Т х - Г п Ъ х Ъ  ■ ( 2 .9 )  
Замечание 2 . Как следует из доказательства, в (2 .9 ) можно 

ваять С = 2 Ц (1~ Т '(х* )У  \\e -~e •
2 .3 .  Проверш выполнение условий теоремы 3 для уравнений (2 .1 ), 

( 2 .6 ) .  Решение уравнения (2 .1 )  У*  существует в силу разрешимости 
задачи (1 .3 ) .  Далее, как легко видеть, для любых Уе£)(Г),5€12 1а,2]>



Т'(У) $ = (р (x,z0 (X)) - p(jc, (LMVtMy )). . -
ч i  p ( b  Zo ( f ) ) }) p ( x > Zo (*■»

* pu (x ’ J m t L  I — g! (ос гу Ш г  V
{  & nJ ’ Zo(f))Jp(X,Z0(X))J~p(<$,z0(f)) M X j-p (? ,z0(r ))' (2.10)

• f  . ^  ( I* /  T i —— •
<4 pc$>  Zo(r))

При y  = y *  из (2 .10 ) следует выполнение условия 2 .
Из (2 .1 0 ) лагио получить, что \jT'(yi) - T ' ( y z )J)A ^ 4

«  d lV t -У* 4  f a ,  7 1 * П0СК0Дьку = Г ( Г )
для любого $ 6  JJ[  Та \ > т0 выполнено условие 3. Выполнение усло
вия 4 вытекает из леммы I и условия 6 . Далее имеем

• II г'О 'Яку') -  r m l b - i ,-  II T ‘( y % ^ h . .

Первое слагаемое стремится к нулю в силу (2 .1 0 ), леммы I и усло
вия 6. Второе слагаемое стремится к нулю в силу леммы I ,  условия 
6 и компактности оператора Т'(У*) . Значит, выполнено й условие 5.

Проверим выполнение условия 6 . Очевидно, достаточно проверить 
его для К+1 раз дифференцируемо! <f . Рассмотрим задачу

а '~ Р ( х ) ,и ( а )  = 0  . Be решение U ( x ) s  J ^ f ( i )d p  является
A-i-J раза непрерывно дифференцируемым. Согласно известной теореме 

аппроксимации (■ [ 3 ]  , с .  139) существует такря функция VK(jc)eP ^ 1'1, 
что
Ц У к (х )-y (x ) f j c [a>z-j4 Ckn ,  ljVK( x ) - u l(x ) j jc â>£24C/ia - 

Ho V« ( x ) e Фк . Значит , \\Tn f - / / / ^  [а>г] 4  CkKn- ^ 0 ^  ^
' Таким образом, все условия теоремы 3 проверены. При этом в 

сиду леммы I и того, что \\Фа У У 11̂ 2 [а.21 4 Oka » оцевна 
(2^9) будет иметь вид ЦУп.-%.У* W ^ ^ C h a  *гдв Уп “  Р в е 
ние уравнения (2 .4 ) .  Отсюда ЦУа~У*//^[арг  ̂4 Cfia • Поэтому в 
силу связи'уравнения (2 .4 ) с  задачей ( I . I I )  справедлива

Л е м м а  2 . Найдутся такие числа п.0еМ  и &0 > 0  ,что для 
/ъ^п-о задача (1 .1 1 ) имеет единственное решение и%*е R*n ,
удовлетворяющее оценкам

l l 4 ^ ( i y 7 0(T)iiiz [a ' 4  &0 ,



ы :

Ш. Исследование задачи ( I .I 2 )

3 .1 . Пусть задача ( I . I I )  решена, т .в . найдены коэффициенты 
1 п+к-t (2)
и=1 . Обозначим {(л )=£_п X iD i(x ) ,р (х ,и к (эс) + { ( х ) )  =

= и *  ) ,  у ( х ,  u *’(jc) i- { ( oc)) = а ( ^ г ’ у и* )  -
Рассмотрим задачу отыскания такой и ^ е , что

,/2Рт/2>'. . „о д ,

Х -6  . ,,<*Т л .  , _ .. „  (З .П )

и ? Н Ы )~  e  f ( x )

*  ®С°6 ^ ’  Uk )•%■)-~Oi i = п + к ,..  ■,£-

Очевидно, что задачи (3 .1 )  и ( I .I 2 )  разрешимы или нет одновременно, 
причем для их_ решений будем иметь: u^ ( jc)+-f ( x )  = UK ( x )  для лю-

уу £
бого X € [ Z , S ]  . Сделаем замену переменных Г  = . Пусть М =■

-  ^ -jr~=  ~j^\in£\, f ( x )  = f ( o ) ,  U%(x) =SK(z} В терминах переменной 
пространству Z2 [ z , 3 ]  будет соответствовать пространствоР2 [~М,0] .

Пусть Q*m= { и (0) 61г [~М.О] • U ( ^ - ) в ^ } у

¥к = {и (т )б 1 2 [ - м , о ] - . и ( ^ ~ ) е у ” } .

За базисными функциями в Тр™ сохраним обозначения &£ . В резуль
тате замены задача (3 .1 ) сведется в задаче отыскания такой
SK е  $кт , что

(-SK + P (r ,S K)SK + r ( v ,S K) { - ? + :e Q ( r ,S K) , n ) = 0 .  (3 .2 )
где скалярное произведение понимается в смысле 12 [-Л/,0 ]  .точки 
означают дифференцирование по т • Порождающей краевой задачей 
для нроеяционяой задачи (3 .2 )  является задача
l e s = - ' s + ? ( T , s y s - * - F ( T , s ) f - f + e Q ( T , S ) = o  

S (-M )= S (0 )= 0 ~
Рассмотрим также задачу

6-е$  = 0  (3 .4 )

S (-M )  =  UE ( z ) -  - f ( z ) i S ( 0 ) = 0 .

Очевидно,что ее решением будет функция S (т) = и е ( х ) - ^ ( х ) '

(3 .3 )



Л е м м а  3. Для достаточно малых, £ > О , hn >0  , сущест
вует решение задачи (3 .3 ) ,  для иоторого справедливы оценки
liS {z)-S ('c)H C[rMi02 4 C ( £  + ha )  •

(С) р  т

lS(T) j4CH 1 = 1,2, К+1, (3*6)
где С не зависит от л  и е .

3 .2 . Сведение и интегральным уравнениям. Сделаем замену иско
мой функции: -S  +-S = У  . Тогда S ( r )  = • r* e

[ ( 1 - е г*)£с~ ? - ё гм( 1 - е 2*) e <z+%\ -Л14т< f

G -(Z ,? ) ‘ 2 (1 -ё гм) 

Легко видеть, что

( e 2 - e %)e ~ f-(e 'i" e l * ) e * r~v,  !< v < o

/ е ъ р Н с ё ё  ■ (з.7)

Пооле замены задача (3 .3 ) сведется к отысканию в 1г [~М,0]  
решения интегрального уравнения

у = Г у  = - №  O y j w  У  I - P f a w  ) ? ( * ) -  (3в8)

-  $ ( v )  + e a (z ,& < f ) -& y )  ^
dG_( f = r ° M .

-м- Л  ^  *
а задача (3 .2 )  к задаче отыскания такого ут е  , что для лю
бого 
4>е¥к

(3 .9 )
(Уг,’ Ч>)=(ГУт,Ч')'

Отыскание решения задачи (3 .9 )  очевидно эквивалентно решению опера
торного уравнения
ёт = (Гт Тут ,  _ т (3 .10 )

где ^  -  ортонроектор иа ■ ~ h m
3 .3 . Некоторые вспомогательные утверждения. Покажем, что Ы 

содержит хорощую аппроксимацию S ( z )  -  решения задачи (3 .3 ) .  Сде
лаем замену переменных г =  4г К-Спи, Те [-Л/, О] .Тогда у = е -В ± -  

г t/x.  ̂ Ро л л JC
у е [ е  , 1 1 .  Пусть s ( t ) = 5 ( y ) .



Л е м м а  4 . Имеют место оценки

№ Ъ ) 1 < с е * ( г - £ ) т ,
где С зависит лишь от к ,  L = J,2 ,-■ Л>Л

Разбиению Лтп отрезка [ z ,6 ]  в переменных Т будет соответ
ствовать разбиение д ”  отрезва f -  М,0 ]  с  уздами

-  i fb m )  в свою очередь, разбиению Д™ отрезка [-/ 7 ,0 ]
будет соответствовать равномерное* с шагом ftm разбиение отрез
ка [ £ 1 ,х, 1 ]  , на котором меняется У .П усть

{иеНо[еТ,х, / ] :  и(у)=%(У), Уе[Ус- , > %  J .  * = / ,• ■  •>"?}>

где -  полином степени 4 К,
Л е м м а  5 . Существует 1УК(У)&РК

II w { , L)( У ) - S a ) ( y ) Цс [ £ 2/х, П 4  у (3 ,12)
где С зависит лишь от A , £ = / , 2 , . . . ,  к-

Пусть 1УК(У) =!Ык (т) . Тогда И/К(г :)е  QK т.
Л е м м а  6 . Имеют место оценки

II (Е)~ S (О ) Цс[-м,о] 4  С hm ,

t f M - f a i b c & e r 1.  (3 - I3 )
где С зависит лишь от А , I = 1 , 2 , £•

Лемма 6 очевидным образом вытекает из леммы 5 .

Л е м м а  7. Имеет месте оценка

II (1 -п.■ n j ' X f . - M j - A ,  г-».« *  I <ЗЛ4)
где <f*~ ~ решение уравнения (3 *8 ), С не зависит от €  .

3 .4 . Доказательство разрешимости задачи (3 .2 ) и оценки точно
сти . Проверим выполнение условий теоремы 2 для уравнений (3 .8 ) ,
(3 .1 0 ) . Условие I выполнено в силу леммы 3 . В силу (3 .7 ) ,  (3 .8 ) 
оператор Т определен а некотором шаре В(сГ)= {%60г [-А1,0] ■

: 11*у-у* lh2c- м,014 ^  }  • гдв о  не зависит от  £  . Нетрудно 
видеть,что Г  дифференцируем по фреше в любой точке у> своей 
области определения, и для любого $  € Lz £ - м^о]



T '( f )  £ ' ( ъ > ж  У ?  +■ %
r̂Jt / ^  до- # (3*15)

+  £  ( t ,O y ) /(r ) -^  (;i-eas (г-,су)<?$-е$).
Из (3 .15) и леммы 7 вытекает выполнение условия 3 . Далее из (3 .15) 
легко получить, что для любых у ,  foeD tD f/f'C y)~ Т '(у )ЦА _  <

^  Ца2 с- м,о]. ^  • Следовательно, выполнено и ус
ловие 3. Условие 5 следует из липшидевости T'(tf) и условия 6 ,вы
полнение которого будет доказано ниже. Из формулы конечных прира
щений и леммы б имеем

11%} ТУ ~Тт(РтУ Ц/,2с~м,0]^СЦу  Ц ^ Мг01 <

< С ( / £ а е 1" * С  + С Г),

т .е .  выполнено условие 4.
Проверим, что выполнено условие 6 . Очевидно, достаточно, кая 

и ранее проверить его для к+1 раз дифференцируемой функции ^  .

Рассмотрим задачу -S  +-S =^> S (-M )= S (0 ) -  О . В0 решением бу - * 
дет функция S (v) =  fe-(T,f)a(*)d?  • Всли теперь мы найдем последо-
вательность таких функций е/За . что

||<?Г- £ ц1г[-„'0] , Is"**-S’ [ м>0] ^ 0 ' (3Л7)

то для последовательности функций ^ ; У *

будем иметь: ЦУк” ” ![t2 [~А/,о] гп~^Л°, т .е .  подучим требуемое.
Обозначим " S (v ) -S ( e Pô ) = S (У) • Согласно соответствию

между £/ и г  пространству с узлами 2£ соответствует
пространство полиномиальных сплайнов на равномерной сетке.
Тогда согласно теореме Стечкива и Субботина ("Тз] , с . 139) 
существует такая St%}( y ) e 9 ^ m , что для I =0,

l l t s r t f о  < е с ' ж ;  Пае'*, п ■
Положим % т}(У) =Sxn)( z )  • Тогда получим

\Sk ’(Z)-S(T) \4 СКт ’jjsw  ; Цс[е’/« r] , ~SfrJ j/4
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Поэтому при фиксированном В>0  и т -~ °°  имеем сходимость (3 .1 7 ). 
Тем самым завершена проверка условия 6 .

Таким образом все условия теоремы 3 проверены. Значит, спра
ведливо утверждение теоремы 3 относительно уравнений (3 . 8 ) , ( 3 . 10 ) .  
При этом в силу (3 .1 6 ), леммы 7 и оценки (2 .9 ) 11уп,~У’*Ца С-Л7, 01^

если /7?^  /-in, Б / #/* • Здесь О не зависит от £,т -'
В силу связи решений уравнений (3 .8 ) ,  (З.ю") и задач (3 .3 ) ,

(3 .2 )  справедлива
Л е м м а 8 . Найдутся такие числа т0 в М  ж 0 1> О ,что для

т > т 0 задача (3 .2 ) имеет единственное решение S ^esfc”.,
удовлетворяющее при т ^ т а х  {т 0 , j ln  е \щ  }  оценкам

llSx ~S lie [- M.D1 < С№п 6 \ /j -5'к ~S Цы*3* &1»
где S -  решение задачи (3 .3 ) ,  С -  не зависит от т ,£-

Из лемм 2 ,3 ,8  и того , что и?к(x)=Sk (tf-rEz), ti£'(x)  +-f(x)= 
— ик(х)  на [x,S]  , вытекает утверждение теоремы 2 .

Теорема 2 доказана.

1У. Приложение. Доказательства лемм

Доказательство леммы I .  I .  Докажем, что найдется такое с }
что для всех п > п .0 , feH n

1\$г/IL2[a,zl ^  ^ 111 IL2[a,z] > .  ̂ (4 .1 )
где С не зависит от п. и f  . Пусть ftH ri  . Тогда
<f=p(x,z0(oc))u.'(x) , где uet f .  л . Пусть (f(x) = W(x)- 
Тогда Ц , { ) = ( р ( х , г 0 ( х ) ) и ' ( х ) ,  и ! ( х ) ) ъ р 0 ( и ! ( х ) ,и ' ( х )^

>  С119 ILg ГCL.Z1' HiLg [a,2]
откуда и вытекает неравенство (4 .1 ) .  Из неравенства (4 .1 ) следует, 
что

И Г Л  ( 4 - 2 )
где С яе зависит от п. .



2 . Докажем оценку (2 .5 ) .  Зафиксируем произвольную 
{ е С (**[а,гу Пусть Qn -  ортоцроентор на НЦ . В пункте 2 .3  § 2 
было установлено неравенство

(4 .6 )

?п (~ !\ \ щ а ,г ^ С̂  ’  (4 *3)
где С -  0 (f)'  Аналогичным образам устанавливается неравенство

Ш Ч 1 Ы а ,г 1 < С К -  <4' 4)
Из (4 .3 ) ,  (4 .4 ) получаем

<4-6)

Пусть tyrb= Qn.$rif * ТогДа в СИЛУ (4 .5 )

U fa-tfi  /  Ц^са,*]4 , / j f j l ^ Ca, z]^ Ch-n •

Обозначим , t n = § n - f n ,t *  Т°ГДа

fa ta  = 4  • В силу (4 .2 ) , (4 .6 ) имеем ЦЬЦг[а,г] =Ц ? Л Ц ^

4 ChKa  • Тогда в силу- (4 .3 ) ,  (4 .6 ) Ц/~/п l ^ [a, z ]4

N< h ^ L [ a , ? ] - *  Cĥ ilp-fJL2Ulil hCh;4tntlU a(l] *Ch^ ch«
Лемма I доказана.
Доказательство леммы 3 . I .  Пусть U.e (z)--f-(z) = t  , в силу

леммы 2
Щ 4 С (е ^ к Кп ) .  (4 .7 )
Сделаем в задаче (3 .3 ) замену

S ( t ) = S ( z ) - i ^ -  (4 .8 )

Тогда задача (3 .3 ) примет вид ^  л и
4  S  = 4 % ) ( ? + £ ) + . < p ( r , s > ~ t j i ) f - f +

~ (4 .9 )
+EQ(z,S + -t% )= 0 ,S (-M ) = i ,S (0 ) = 0-

Задача (4 .9 ) является регулярно возмущенной по отношению к задаче
(3 .4 ) .  При этом в сиду (4 .7 ) абсолютная величина возмущения не 
превосходит C (£+hn )  • Поэтому, используя методы теории регу-
лярннх возмущений (см.например [ I ]  ) ,  нетрудно доказать, что най
дутся такие числа п0е Я  и £о >0  , что для всех п ы г 0 и 0< £^ £0 
существует единственное решение задачи (4 .9 ) S , удовлетворяющее 
оценке



Цв S fjC[-nr0] * C(6 + h.n ) ,  (4 .10 )

где S(t)~  решение задачи (3 .4 ) .  Тогда в силу (4 .7 ) , (4 .8 ) , (4 .Ю )  
задача (3 .3 )  имеет единственное решение S(z) , Для которого спра
ведлива оценка (3 .5 ) .

2 . Докажем оценку (3 .6 ) .  Сделаем в задаче (3 .3 ) замену

j u ( x ) = S ( t )  +- f ( v )  . Тогда задача (3 .3 ) примет вид:

-eu 'W p (oc ,H )L L ,̂ Cf(x,CL)=o  (4Л 1)
й(ъ)=й.(6) = 0.

Решением этой задачи будет функция и .( о с )  = S ( z )  +- f ( z ) ,  
где S ( z )  -  решение задачи (3 .3 ) .  При этом в силу (3 .5 ) , (1 .4 )

. /  LL(2)-Z0 (z)\4C(e + hZ).  ( 4 . 1 2 )

Продолжим решение задачи ( 4 .I I )  на отрезок [ а , г ]  . Для этого 
рассмотрим задачу

- e v ' ^ p ( x , v ) v ^ c j f( x 1v ) = o  (4Л З)
V (z )  = й(ъ)>  V '(z) = u ' ( z ) .

Лопождаетцей задачей для нее будет задача
p (£ ,Z )Z '+ -fy (x ,Z ) = 0  (4 .14)

Z (Z )= U (Z r).
В силу (4 .1 2 ) задача (4 .14 ) будет-регулярно возмущенной по отноше
нию в задаче (1 .3 ) ,  если для последней задать начальное условие на 
первом конце. Поэтому прн малых £ > 0  и hn > 0  задача (4 .14) 
имеет единственное решение Z (x )  , для которого выполнена оцен
ка Ц г(х )-г '0 (х)Ц с[а ,г ] 4  С(£+  А* )  . Тогда согласно резуль
татам [ I ]  задача (4 .13) щ»и малых £>0  и, hn >0 имеет единствен
ное решение Ve (ос) , причем lVG(a ) -  г(а) \4 С8 . откуда

lve(a) /ч< C(e+hn ) * Тогда функция

U J ( x ) - l V̂ X ),J C e[a ,Z l  
( J 1 u(x),oce[z,8)

будет решением задачи
-£CJn+p(x,to)tu'+({(x>U))=0 ( 4 Л 5 )

co(a) = Ve (a), со(6) =0-



Задача (4 .1 5 ), в с б о е  очередь1, является регулярно возмущенной по 
отношению к задаче (1 .1 ) .  Поэтому нетрудно доказать, что ее реше
ние как и решение задачи ( I Л )  удовлетворяет оценкам типа (1 .5 ) :

1шм( х ) 14С (1- е * е * & )  у  г
Перехода к переменным z  и учитывая,что С е° г > 1>0,
в силу свойств базисных функций, получаем оценки (3 .6 ) .

Лемме 3 доказана. "
Доказательство леммы 4 . Для i= 1  имеем в силу (3 .6 )

С е*2 > \ s (T ) l= ls ,( y ) y 'c c ) l =
откуда вытекает справедливость (З .И ) для с = / • Нетрудно видеть,
что для

/  ( 4 - I 6 )
где каждое слагаемое конечной суммы имеет вид
у> ш с  .§ (U\ \nUl) у :  . \u<Lt) у * (4 .17)Р Р ( У )  Lpr) J • • • L̂ctrj J >
е<т, ^  ip j-p =  /77 .  Предположим теперь,что оценка (3 .I I )

справедлива для I ~ 1,2,..., т -1  • Тогда из (4 .1 6 ), (4 .1 7 ), (3 .6 ) 
получим,что (3 .I I )  справедлива для L = т ■

-Лемма 4 доказана.
Доказательство леммы 5 . В ^плу теоремы Стечкияа и Субботина 

( [ 3 ]  ,с .139 ) найдется такая функция U)K e  , что

f  ч Г Ч 'Ч [ д а *  о « С < * )Г “ - / С " / / № “ . п

но в силу леммы 4 f  /] N< COnst ’

Лемма 5 доказана.
Доказательство леммы 7. Рассмотрим уравнение

( Г - Г  ( у r ) ) s = f ,  (4Л 8)
где g -(v)eL z [ - м ,0 ]  ~ произвольная функция. Тогда в силу
(3 .14) и того, что S = G y * ,S =  У*  ’ УР8®*1011110 (4 .18 ) эк
вивалентно линейной краевой задаче
jV y = -tp + £ P (r ,S )< j'j>-%'(r,s)S(/'-h 9 £ ( z , s ) f y  +

+eQ(r.sw=$(r), у ( -м )  = у(о) = о- ( 4 Л 9 )



Обозначим р (v )= 3*(T ,S )=  p (8* -£T ,S (z)+ $ (z)). Тогда задачу (4 .19) 
мохно записать в виде

•УФ= -  V + ( p ( i )  у ) - е(-р 'х  (в+ бт , s (t )  + f ( r ) )  +

+ Q t e s ) y ~ p ( t ) ,  v ( о  ) - v m = 0 ' U *2 0 )

Задача (4 .2 0 ) является регулярно возмущенной по отношению в задаче

Л /у  = -  (р (т )р )
, , ,  . - /  {4 *21>
У ( 0 )  =  < р (-М ) =  0 -

Легко видеть,что оператор задачи (4 .21 ) имеет функцию Грина G'(T) 1 1 
причем для 1 =  0,1,2 У

т,%е1-м.,01,тф% ) d z L &('cy'i)\^C ,  (4 .22 )
где С -  на зависит от Ж  . Поэтому при малых £>0  оператор за
дачи (4 .2 0 ) такие будет обладать функцией Грина С£ ( х ,   ̂)  с ана
логичном свойством. Тогда решение уравнения (4 .18 ) имеет вид

О о
5 ( г )  V f r ( ? ) d f - /  ,  (4*23)

—JH я2 /-!
т .н . ( I - T t(y*))~1=I+G-e -  J p 2 • Из <4*22) следует, что

( / /  \iftP~ f ) / Zd t C J U . 4  Cline I ■
Отсюда и из (4 .2 3 ) вытекает оценка (3 .1 3 ) .

Леша ?  доказана.
Автор благодарит своего руководителя В .В . Стрнгяна за поста
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