
При п  =9  это утвсфаденис ужа неверно. Опровергающий при-
■■'эр. уравнения вида

х  =  Xf*-t-р 1 ( t ) x ^  р2 ( t ) x 2i- p3 ( t ) x + p ^ ( - t )

с 2 я  -периодическими коэффициентами, имеющего 5 различных пе-
(Ршдачеоких решений, приведен в [ I  ] .
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А,М. Тезин

ПШДЩ КОЛЕоАНИп НЕКОТОРЫХ СИСТЕМ ВТОРОГО ПОРЯДКА(

Ь статье методом нетопологического отображения с двузначны­
ми прообразами [ 5 ,6 ]  вычисляются периоды колебаний, соответствую­
щих замкнутым траекториям на фазовой плоскости. Уравнения этих 
траекторий предполагаются известными. .

I .  Рассмотрим систему дифференциальных уравнений

5 с= А / (х ,у ) , tj- = - M ( x , y ) + A F ( x , y ) ,  (I )

где л  -.параметр (не обязательно малый), М , /V и F  -  диф­
ференцируемы? или непрерывные и опорно-дифференцируемые [ 8 ,9 ]  в 
области D c R  ( х , у )  функции, ( х 0 , <J0)  -  такая изолированная в 
р  т о ч к а ч т о  7р,(Хо>у0)=-- Л/(х0,уо ) = F(x0lp0)jr, уравнение 
Mdx + N dy -  0  [ 7 ]  является уравнением в полных дифференциалах., 
обивай интеграл, которого W  (х ,  у ) = с  дает функцию Z = 2 / (х , а ), 
которая осуществляет отображение "
W■ IJ ■— Рг,(х, 2 ) * ( 2 )



Условие опорной дифференцируемости правах частей системы (1) обе-* 
опочивает условия существования и единственности решений в обла­
сти 27 [ 8 ]  . Предположим, что отображение (2) удовлетворяет оп­
ределяющим его условиям (оно также определяет выбор класса систем 
вида (I):
А-1. Функция W непрерывна и опорно-дифференцируема в D , в 
частности, дифференцируема в обычном смысле.
А-2. Уравнение W (o c ,y ) -Z = 0  определяет по крайней мере две 
неявные функции

при этом ^  [ос, Л  (ос)] =  CJ,2 [ос, ЗЪ (ОС)].
А-3. Линия JL-Z~Jl(oc)в точке (0C0,Zo)  имеет минимум (могут быть 
в в других ее точках минимумы), где %0 =  Ш(х0>Уо)'

Эти условия являются новой редакцией аксиоматики, которой 
подчиняются рассматриваемые в работах [5 ,6 ,7 ]  и. др., нетопологи­
ческие отображения. Здесь, во-первых, ясно происхождение формул 
2=Ы(ХМ) и Z = JC(jc)', во-вторых, видно, как находятся области 
BL и D . Далее, как следствие вытекает цроцесс нахождения про­
образов В , U D 2 = D  и  л и н и и  р  -  прообраза линйи Ж  . Линия р

делит область JJ на части и г и в 2 и проходит через точку 
(х0,у 0)  . Таким образом, функция W  осуществляет однозначное 
отображение 2?-*-27' , которое является нетоцологическим, так 
как, исходя из формул (3 ), любому образу (ос, Z)  обратно соответ­
ствуют, вообще говоря, два прообраза. Форидулы (3) можно рассмат­
ривать как задание пары гомеоморфизмов: ^  : ])[ —— B i • ^л-я 
внутренностей областей и D) они определяют два опорных 
.диффеоморфизма. Будем рассматривать область (не обязательно от­
крытую) в'0 -  27/ п В'2 ; тогда : в ]  2?/ с  Di •

Поскольку в силу системы ( I )

т _ две системы

( 3 )

зависящее от с ; она



x  =  /V [x ,fc(x ,z)],
г = Л ’ Г  [ x , %  (ос ,2) ] ' Л / [ о с , (JC,2)]^ Ф. ( X , 2) ,  (4)
I  =  Jt2  I система при с = 1  опрвдеднвт внутри линии JC семейст­

во сплошных, а при 1= 2  -  семейство пунктирных интегральных кри­
вых. При этом сплошные интегральные кривые являются образами дуг 
траекторий системы ( I ) ,  лежащих в В° • а пунктирных суть обра­
зы траекторий из В̂  [ 5 ,7 ]  . Если за В° принять часть области 
В  , лежащую выше линии Y • т0 нумерация формул в (3) опреде -  
лена. Системы (4) в пространстве R 3( o c , z , t )  равносильны сис­
темам

±  = Л / [о с ,^ (о с ,2 ) ] ,  2  =  ФС( 0С,2 ) ,  i  = f .  (5)

Ортогональная проекция любой интегральной кривой на плоскость 
(Х±)  этой системы является интегральной кривой системы (4 ) . Если 
взять сплошную или пунктирную интегральную кривую, определяемую 
системой (4 ) , в качестве направляющей цилиндрической поверхности 
с образующей, параллельной оси t  » то подучим два вида таких 
цинлиндров: либо состоящих только из сплошных, либо только из 
пунктирных интегральных кривых системы (5 ) . В силу автономности 
систем (5) любая интегральная кривая системы (5) получается из 
другой интегральной кривой на таном цилиндре с помощью некоторо­
го  параллельного переноса вдоль оси t .

2 . Предположим, что система ( I )  в области Dj UD2 C В  
определяет замкнутую траекторию (интегральный цикл) Г  :

Г ( о с ,у )= 0 ,  (6)
внутри которой лежит состояние равновесия (ос0 , у о )  (возможно, 
не единственное). Пусть из неявного уравнения (6) определяются 
две неявные функции

¥ = п ( я ) >  0 = 1, 2 , (? )
выражающие цикл Г и определенные на отрезке • Обо­
значим графики этих функций символами / ;  тогда (J Г2 — Г ’ 
Предположим, что Г абсциссы точек Я и В суть 
сС и Ji . При отображении (2) линий Г  и получим соответ­
ствующие образы Г* и Г/ внутри линии JT ; при этом линии 
Г/ и Г2' -  имеют на линии JT общие концы Я' и В' и об­

разуют интегральную петлю [5 ,6  ] . Точки Я' и В' суть образы 
точек Я и В . Уравнения дуг имеют вид
2 = h / [ x , n ( x ) ]  = Z i ( x ) ,  I = 1, 2 ' (8)



Известно, что интегрально^ циклу Г  » лежащему на фазовой пло­
скости ( х у )  соответствует периодическое решение системы ( I )  с. 
периодом Т [1 ,2 ,3 ]  . Наша задача заключается в том, чтобы по 
данным функциям Р  , Q , х  и (.8) полечить формулу для перио­
да Г .

Построим з пространстве Я3( х , 2 , t )  две цилиндрические
поверхности Hi с направляющими /9 и образующими, жарал- 
лальными оси t  ; /У/ заполнена сплошными ( с -  /  ) ,  а Н2 -  
пунктирными ( 1 = 2  ) интегральными кривыми систем (5 ) .  Точки 
Й!((Х,2и 0 )  2 В '(J3,Z2 , 0)  выражены в координатах этого прост­
ранства, где z f = j c ( x ) ,  22 = J if j j )  . Прямые rii , проходящие 
через точки А' и В' параллельно оси t  , являются граничными 
образующими цилиндров Н£ . Так как функции (8 ) ограничены на 
[оС:. р ]  , то вдоль их графиков величины х  , г  и t  систе­
мы (5) ограничены. Поэтому ни одна сплошная или пунктирная инте­
гральная кривая, находясь соответственно на цилиндре Н[ , не 
аожат при t  00 уйти в бесконечность. Если цикл Г  взять в каче­
стве направляющей цилиндра Н с образующей, параллельной оси 
t  , в пространства R3( x , y , t )  , то люба? интегральная кривая,

проходящая че-;«*к точку этого цилиндра, при-возрастании t  в ви­
де спирали уходит по цилиндру в бесконечность, делая вокруг него 
бесконечное множество витков. Высота одного витка спирали равна 
периоду Т . При отображении (2) цилиндр Н переходит в "лома­
ный" цилиндр / / '  = //, ' UН2 * направляющей которого является ин­
тегральная цетля Г'  = Г,'U Г2 • Может случиться, что цилиндры н[ 
пересеваются вдоль некоторых своих образующих; тогда цилиндр Н' 
самопересеваатся по этим образующим. Прямые являются ли­
ниями "излома" (негдадности) поверхности Н‘ .  Рассмотрим пове­
дение интегральных кривых систем (5) на цилиндрах /£ ' я Н' *
Пусть точка Menfc Н] П Н'2 , l'i (М )  ~ интегральная кривая сио- 
темн (5) (при с = 1 или о = 2 ) ,  выходящая из точки М ва со­
ответствующий цилиндр Н[ .  Поскольку в системе (6) t>  О , то 
сплошная интегральная кривая L^CM) выходит из точки М ' при 
возрастании t  на цилиндр Н] 2  движется по нему; при этом в 
сиду t  = 1 величина t  строго монотонно возрастает. Посколь­
ку L\ (М)  , находясь внутри Н/ не может уходить в бесконеч­
ность при t  — +- оо , то она приходит в точку Яеп2с Н 2 ♦ По 
этой хе причине пунктирная интегральная кривая 1'2 (К) , выхо­
дящая нз точки К , переходит по цилиндру Н‘2 в точку Е1 £ п1 <
В совокупности М) UL'z (К)  =  Z ' дают ломаный виток / '



спирали, лежащий на цилиндре Н' . В силу автономности систе» (5 ), 
любая интегральная кривая, проходящая через точку цилиндра Н' , 
получается из интегральной кривой L' с помощью параллельного 
переноса вдоль оси i  . В том числе сплошная интегральная кривая, 
выходящая из точки Е1 на цилиндре //?' , получается сдвигом
названного, витка спирали на величину / мЕ1 / = Т •

- 3. Пусть в качестве точки М  служит точка Я'  ; тогда точ­
ка К имеет координаты ( f i , z z , t r) , а точка E7( x , z f , t2)  ;
при этом < t2 . Из точки Е7 можно получить на ломаном ци­
линдре Н1 второй виток ломаной спирали с началом Е1е п 1 и 
концом Ег е  п1 , получающийся из первого витка сдвигом на ве­
личину Т — )m Ej I = \Е1Ег \ • Таким образом, ломаную спираль на 
цилиндре Н' можно продолжать неограниченно и периодически. Зна­
чит, величины .г и z ( t )  на цилиндре Н' (а, следовательно, 
и на цилиндре Ц ) являются Г  периодическими. В силу формул
(3) величина у=у^-,)имеет тот же период. Следовательно, здесь мы 
изложили новую методику доказательства того факта, что решения си­
стемы ( I ) ,  соответствующие ее интегральным циклам, являются Т -  
периодическими функциями [ 2 ]  .

для вычисления периода Т рассмотрим сплошную интегральную 
дугу Z?' ( й ' ) . Для нее из системы (6) имеем дифференциальное
уравнение

Пусть Ft (jc) -  одна из первообразных левой части последнего равен­
ства; тогда

откуда

F1( x )  = t  + C1 ■ ч (9)

Используем условия

получим C1 = F1(oi)  . Равенство (9) принимает вид

Ff ( x )  = t+F,(oC).

При i  -  i имеем Fl ( f i )  = t 1+-F1 (<P) , откуда получаемI/ ~  w j  ш ииош  : у

t, = Ft (j3)-Ft (ос)-



Для пунктирной интегральной дуги L'z (K)c.Hz имеем дифферен­
циальное уравнение

£  = Л / (х ф [:с г гг (х ) ]

и условия

х\
L t , - * ’ i - r = a -

Поэтому получаем интеграл

d.x

( I I )

А
- i + C p ,/Z(x,cf2 [ х , г г ( я ) ] )  

из которого следует, что

F2(oc) =  t  + C2 , (12)

гд§ Р2( х )  -  одна из'первообразнах этого интеграла. Используя 
условие ( I I )  при t  = tf  , получаем

С2 " Я  ( / > ) - * , ’ (13)

При t = T  из (12) и (13) имеем 

T=F2(cL)-F2(ji) + t 1 •
Подставляя сюда выражение (10 ), получим

Т= ft (/?J - F1 (оС )] +[F2 (fi)-Fz (cC)h
откуда следует окончательная формула

в ^

1 л / (х ,у ,[х , г , ( х ) ]) /V(JC, Cj2 [ x , z 2(cc)])
oL

В точках Д' и В' знаменатели подынтегральных выражений 
обращаются в нуль; поэтому в (14) имеем несобственный интеграл 
второго рода, сходимость которого следует из существования перио­
да Г • Кроме того, число Г является инвариантом всех нетополо­
гических отображений (2 ), для которых выполняются определяющие их 
условия.

4 . Рассмотрим систему ( I )  при л  = 0  • Получаем двумерную кон­
сервативную систему
Х = Я ( х , у ) ,  у  = - М (х ,у ) ,  (15)



сводящуюся к диффераяциальноцу уравнению M d x+ fd d y.= О в полных 
дифференциалах. Предположим также, что общий интеграл W ( x , y )  =С 
с этого уравнения такой, что функция z  =  W (x ,^ )  доставляет нам 
отображение вида (2) с определяющими его условиями. Тогда система
(4) имеет вид

6с^Л /[x,<jL(x ,z j\ ,  2 = 0 , 0 = 1,2 -

При любом постоянном С функция 2 -  С является решением второ­
го  уравнения этой системы, имеющее смысл только внутри линии л  . 
Поэтому отрезок прямой 2 = с  , заключенный внутри линии л  , с
концами на этой линии является вырожденной интегральной петлей: с 
ним совпадают сплошная и пунктирная части петли. Этому отрезку в 
плоскрсТи ( х ^ )  соответствует интегральный цикл. Поскольку точка 
( х 0, 2о) является точной минимума линии л  ,т о  около этой точки 
имеются две монотонные дуги этой линии, которые вместе с некоторой 
прямой 2 = к ограничивают филиал 1)д линии л  , примыкающий к 
точке ( х 0 ,20) .  Поэтому, если z0 <C^k  , то любому отрезку гря- 
мой 2 = С на плоскости ( х у )  соответствует интегральный цикл, 
окружающий состояние равновесия ( х 0 , у0)  .  Следовательно, точка 
(х0, у о)  Л®3  системы (15) является особой точкой типа центр; семей­
ство всех замкнутых траекторий около него имеет уравнение » 
1л/(х,у)=С  . Уравнения (7 ) принимают вид U =  fy ( х , с  ) ,  с =  1,2, 

а уравнения (8) -  z = t v [ x , f e  ( х , с ) ]  = С Zi ( х )  =  с  .Следо­
вательно, формула (14) принимает вид

Здесь период Тс ‘ , вообще говоря, зависит от параметра С .  Лишь 
ь некоторых: случаях при вычислении интеграла с учетом зависимости 
пределов ос и JS от С обнаруживается,что этот интеграл не 
зависит от параметра С . В таких случаях наблюдается явление изо­
хронности колебаний [1 0 ,1 1 ] или центра системы (15 ).

5 . Рассмотрим консервативную систему [2 ,3  ]

где ^  -  непрерывная в некоторой окрестности точки х 0 функпжя, 
при x < x o ty<0 .  а при х>х0 д,>0 , еслв»число 1х-х0 / при 
этом достаточно мало, fy(0)  = 0  • Уравнение с разделяющимися пере­

(16)

(17)



менными ос и у  дает общий интеграл -

IV(х,у) =  -тг</21-J  fr(s)ds  -
Если обозначить л  (ос) — f 0 ft(S)d.S , то дри отображении окрест­
ности точки ( ос о 10) по формула Z =  IV (осу) 6удам иметь Л : 2 =
= Я  (ос), <//: у = 0 , (jri (ос,2)=±-у/2г-2я (ос). Из формула (16) с учетом

нечетности функции N —y. получаем формулу

гс - У Т ( ' ~ - х  . • ' <18!
у с - л ( о с )

6. Рассмотрим систему ( I )  при ЛФО  и

F -  П (г -  ск )&( и) у 
*=1

где 2  =  1У (ос, у .), С к -ч и с л а , удовлетворяющие неравенствам
0<C1<--*<cm ,G- -  нечетная функция,yG (y )> 0  при у у о  , G-(o)=Oi 
точка ( х 0>у0) - ( 0 , 0 )  -■ состояние равновесия системы. При отобра­
жении 2 = 1л/(ос,у.)  системы (4) принимают вид

ОС — А/[ос, <ь (О С , 2 ) ] ,  J? = П (Z -C K)G-[<}L(oc,2) -M ( i \ ( x ,Z ) ] . (19)
' К ~ 1

При некотором h, решениям 2  = СК при всех C# < /ъ соответствуют 
предельные циклы системы ( I ) ;  уравнения этих циклов суть 1лУ(ху)=Ск. 
Периоды колебаний, которые им соответствуют, вычисляются по форму­
ла (16) при с  =  Ск • Вели при этом ддя соответствующей системы 
при л  точка ( 0, 0)  является изохронным центром, то все перио­
ды совпадают.

7. Пусть в неавтономной системе

ос = N (ос,у) t у  =  - М ( х , у )  +Л-/(( )Р (ху )  (20)

функции М * N  я Р  “  те же, что и в пункте 6 , £ ( t ) i = 0 -  
аепрерывная функция,-определенная в ( — о°, « J . При отображении 
2 = W (x , t f )  система принимает вид

x  =  A /[oc, ql (x , 2 ) ] ,  z =  & f ( t ) - f l ( z - c ^ - O - j [ % ( о с , г ) ] '  (21)</ Л = /

Решениям Z - С ц  , не зависящим от t  , соответствуют интегральные 
циклы [ у ( х , у ) * с к в плоскости ( х у  ) ;  соответствующие периода 
вычисляются по формуле (16) при С = СК • Эти периода могут не



совпадать с периодом функции f ( t )  (если она периодическая). 
Интересно отметить, что на цилиндрах, построенных на названных 
здесь циклах как на направляющих линиях с образующими, параллель­
ными оси t  , неавтономная система ведет себя как автономная: 
интегральные кривые, лежащие на них, получаются из других инте­
гральных кривых параллельным'сдвигом вдоль оси t  .

В заключение следует сказать, что в,случаях, когда интегра­
льные циклы системы (I )  выражаются в виде уравнений (7) прибли­
женно, можно проводить приближенные расчеты периода по формуле 
(14 ).
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Л.М.Фридман

МЕТОД УСРЕДНЕНИЯ ДЛЯ СИНГУЛЯРНО ВОЗЩКННЫХ 
РАЗРЫВНЫХ СИСТЕМ

I . Постановка задачи. Рассмотрим систеад дифференциальных 
уравнений

разрыв I-г о  рода на поверхности S'S(z )=0 ,  причем u (2 )= sg .n S (z ).
При исследовании поведения решений сингулярно возмущенных си­

стем с гладкими правыми частями рассматривают два основных случая. 
Когда система "быстрых движений" имеет асимптотически устойчивое

мой А.Н. Тихонова [ I ]  . Для случая, когда уравнения быстрых дви­
жений имеют орбиталъно асимптотически устойчивое периодическое ре­
шение, Л.С. Понтрягиным и Л.З. Родыгиным [ 2 ]  разработан специаль­
ный вариант метода усреднения. Аналог теоремы А.Н. Тихонова в слу­
чае, когда разрывны уравнения медленных движений, доказан в моно­
графии В.И. Уткина [3 ]  .

В настоящей работе рассматривается решение задачи Коти для 
системы ( I )  с начальными условиями

Показано, что для анализа поведения решений задачи (1 ) , (2 )  
применима процедура усреднения Понтрягина-Родыгина.

2 . Формулировка основного утверждения. Предположим» что вы­
полняются следующие условия. _

I .  Функции / ,р еС гсё] • гДв £  замкнутая область (&сШ x&xfi
П. Поверхность S является поверхностью без контакта систе-

положеняе равновесия, поведение решений системы описывается теоре-

(2)

= f ( Z , y , U ( Z ) ) ( У  -  параметр) . СЗ)


