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ОБ ОДНОМ ПОДХОДЕ К ИССЛЕДОВАНИЮ КОЭРЦИТИВНОЙ РАЗРЕШИМ0С1И 
РАЗДОСТНЫХ УРАВНЕНИЙ В РАВНОМЕРНЫХ МЕТРИКАХ

Известно, что коэрцитивный подход к исследованию разностных 
уравнении позволяет не тсльно устанавливать их разрешимость, но и 
получать двусторонние оценки погрешности решения. В наиболее инте­
ресных для приложений С нормах коэрцитивные оценки для разност­
ных эллиптических и параболических уравнений не имеют места, так 
как они не имеют места в дифференциальном случае. В [ I ]  установ­
лено, что для эллиптических разностных уравнений второго порядка 
и второго порядка аппроксимации без смешанных производных справед­
ливы почти коэрцитивные оценки в равномерной метрике, отличающие­
ся от коэрцитивных оценок логарифмически растущим множителем при 
стремлении к нулю шага сетки. В [ 2 ]  разработан метод, позволяю­
щий подучать почти коэрцитивные оценки в С норме для разностных 
параболических уравнений при помощи оценок фундаментального реше­
ния соответствующего уравнения. Однако эти оценки устанавливаются 
в предположении жесткой связи между тагами сетки по временной и 
пространственной переменным. Предлагаемый в настоящей работе метод 
позволяет получать почти коэрцитивные оценки в С норме для мно­
гомерных разностных глиптических и параболических уравнений произ­
вольного порядки аппроксимации без ограничений на соотношения меж­
ду шагами сетки по разным направлениям.

I .  Абстрактные уравнения

Рассмотрим уравнение

 - ' - / 7 / г . 2 / = /  ( 1 )

в банаховом пространстве Е с линейными операторами ...........
Это уравнение вызывается ноэрцитивно разрешимым в пространстве Е, 
если пересечение* областей определения операторов ( к п )



плотно в Е , для любой правой части f e E  , существу от „единствен­
ное решение уравнения ( I )  и справедливо неравенство воэрцитивности

U г г с Ц е  +  . . .  +  Ц я п  21 f t  $  4  М П  f i l e  , (2)
причем М не зависит от f  . Вели операторы Дк ограничены, и 
уравнение ( I )  однозначно разрешимо, то оно и нозрцитивно разреши­
мо. Одяаво величина М в правой части неравенства воэрцитивности 
будет зависеть от норм операторов Дк . Если рассмотреть наборы 
операторов {йк} £ (б = 1,2, • • - )  с возрастающими нормами (именно та­
кая ситуация имеет место при исследовании разностных уравнений), 
то величина М может тоже возрастать. Покажем, что имеют место 
почти коэрцитивные неравенства, то есть величина /У возрастает 
вав логарифм от норы операторов Д  ̂■

Вывод почти коэрцитивных оценок основывается на оценвах пози­
тивности разностных операторов. Понятие позитивности оператора ис­
пользовалось ранее в теории дифференциальных уравнений в частных 
цроизЬодных (см. [ 3 ]  и имеющуюся там библиографию). Следуя [ 4 ]  , 
линейный оператор Д , действующий в банаховом пространстве Е % 
с плотной в Е областью определения называется позитивным, если 
его спектр в ( д )  находится внутри симметричного относительно по­
ложительной полуоси угла раствора 2 у  <2  JC с  центром в начале
координат, а на сторонах угла и вне его для резольвенты (л -Д У 1 
оператора Д справедлива оценка

М л -я Г Ц е -с ^ м ^ Н Т '-  С )
Нижняя грань таких углов у  , при воторнх справедлива оценка (3 ), 
называется спектральным углом оператора Д .

Л е м м а  I (см. [ 5 ]  ) .  Пусть Д1 и Дг позитивные вом- 
мутирующие операторы со спектральными углами у  и у  , дейст­
вующие в банаховом пространстве Е .П усть  • Тогда су­
ществует оператор (Д1 +дг )~1 и справедлива формула

(Д1 + 2JTi)~1fr ( z -Дг j 1(Z +Я, )~1dz ■ U )

В качестве контура интегрирования Г здесь можно взять контур, 
состоящий из двух лучей

= № х Р{(-Ч>о\, Z=/>exp{-L<20 } ,

-max f a ,уг }<% < л -men f a , $ ] ) .
Лемма I допускает следующее обобщение:



Л е м м а  2 . Пусть Д1 позитивные воммутирующие опе­
раторы со спектральными углами и < w
Пусть f a _1 fW  < j r  . Тогда существует оператор \д  £  Л '
и справедлива формула 1 rL->

'L (*~ гм  -»ф *  - « )

-  Zjf2 n~2 ~ йг) 1(zz+ Z3/24r... + Zj/zn-2 +flfy 1dzz ... 

' " db ~ i d b ^  ~ -d z lldzr

Здесь Гп = rn (Z j ) , . . . ,  r2 = rz(Zj,2n,...,Z3 ) '  Если y>n < j t / 2 , to  q ,  
Гп ,... ,  Г2 -  прямые, проходящие через начало координат, не попа­

дающие в сектор комплексной плоскости fazy.2 j 4yn и обладающие 
следующим свойством:

а) точка ZJ/ 2 }  лежит в левой полуплоскости относительно
прямой Гп , точка { - Za/Z - }  лв®ит в левой полуплоскости отно­
сительно прямой fJ j.j,"- » точка { -  zj/z - '„ -Z fe^JjiexaT в левой 
полуплоскости относительно прямой Гг .

Если и j -= n  , то Гп состоит из двух лучей

Z+ =J>exp{lyn },Z_=j)exp{~l<pri}, (у>>0; уа«рл<
Остальные контуры -  прямые, проходящие через начало координат, не 
попадающие в сектор \azg.z j-4упч и обладающие свойством а ) .

Если уп >  Я/2  и J-Ф п. , то Q состоит из двух лучей

г^=дехр{щ \, z^=fiexp{~cp.}, л-упу,
Гп тоже состоит из двух лучей ,f

=J>exp{i<pn}, za-/i£xp{~o<pn } ,  (fi>0->%<tprL< я -ty).
Остальные контуры -  прямые, определенные в случае j- = п  •

Такой выбор контуров обеспечивает эквивалентность модулей 
сложных комплексных чисел, входящих под знаки интегралов в правой 
части формулы (5 ) ,  и суммы модулей слагаемых их составляющих.



Следающая теорема позволяет определить характер зависимости 
величины Д/ в правой части неравенства коэрцитивности для урав­
нения ( I )  от норм операторов Дк (й = 1,..., /г) в случае, когда Дк 
являются ограниченными позитивными и коммутирующими между собой 
операторами.

Т е о р е м а  I .  Пусть Д1, . , ,>Дп -  линейные ограниченные
позитивные*коммутирующие операторы со спектральными углами 
Й » - » У я »  соответственно. Пусть жУп-,+-Уп<л.
П' СТЬ Ы - М Х к к п ИИа П} и mLn Нк*п
Тогда уравнение (I )  коэрцитивно разрешимо в пространстве Е  , и 
в неравенстве (2)

” - Н 2„ к/ п 1Ш -
Здесь М уже не зависит ни от f  , ни от ЦДКЦ-

Доказательство. Сначала докажем лемму в случае, когда п=2-  
Пусть Цй1 II > IIЯ2 II • Воспользовавшись формулой (4) и тем,что й2~
огранйченный оператор, получим

Д2 гI = 4  (/7, +а-г ) * у  =(2л 1У1/гД2 (z-fl2j 1(z+R2 y'fdz . (6)

Рассмотрим функцию Ct)(z) = ЦД2(г -Д 2:)'1(г-ьД1) '1 Ц при г е Г .  Д1 'и  Ап­
позитивные операторы, векторы г  не попадают на спектры операто­
ре/; йг и -Й, . Поэтому, в сиду оценки (3 ) ,  получим

СО(ъ) <■ С1 Цйг j j(fi- jie)}  г. ^

С другой стороны, fl2(z  ~йг^~1= Z(z -E2)~ -I• Поэтому, в силу той же 
оценки (3 ) , получим

я > / гХ 1 Ъ ( г Л Г « | М , Л К ( М г / / '  -  1Ю
Так как контур Г  есть объАинение двух лучей, то

оо

Цд2 а II4 (2л У ’/(соСрехр{с % })+Q>(ftcxp{-ty0}))djt ///// •
о ..

Нн участке от О Д° ЦДг\\~1 лучшей из оценок (7) и (8) являет­
ся оценка (8 ) , а на участке от Цй2Ц-/ до о° -  оценка (7 ) .По­
этому, разбив промежуток интегрирования на два участка точкой-

If Д2 Ц-1 * П0̂ ЧШ
\\й2 U Ц4С ( / * " ~ r(frj>f'dj> +/Ц/ггЦ-1(1+Р)'^P)4fh



4 ° ( ( r i 11+1 >11 f  И< /V, {п. ЦД2 II Ilf II.'
Из уравнения ( I )  следует, что

¥ i u II4 УЦ+ЦДг иЦ< (^М{п\\П2\\ЩЦ.
Поэтому

К г с Ц - ь  I I д г  г с  I / 4  ( 1 + - 2 М г  t n  Ц Д 2  Ц ) Ц { Ц <  M i a  Ц д 2 Ц  ///// •
Если ЦДГЦ4 ЦД2Ц » то вместо оценки нормы функции Д2 и  , нужно 
провести оценку нормы функции . Для п = 2 лемма доказана.

В случав п >2 доказательство леммы основано на использова­
нии формулы (5) и несколько отличается от доказательства в случае 
И =2 • Проиллюстрируем его на примере случая п =J  .

Положим в формуле (5) у  = 3 . Тогда

Тан вак Д, -  ограниченный оператор, гоО

Рассмотрим интеграл по переменной Z2 . Контур Г2 (г 3 ) выбран так, 
что

К - % I>С_( / г 2 / + / з 3 1), \г2 + % I > С+_(\г2\, /л ,  l i ­

no этому ДЛЯ любого 2з е  Г3 получим

\я, и \\*cfr\\Й3 (l3- V ' l f ru ) V" M *ib\)‘d I* Ilf I4

й2с/  f a ^ U i r
r3 о 3

- W K H t i r ' d b i f i .
Рассмотрев функцию 9(z)=ljfl3(Z-fl3J 1 Ц, и проводя дальнейшее дока­
зательство аналогично случаю н, = 2. , получим

I M , u / M  М J n l l A , i i - l l f l l .

Таи как в формуле (5) индекс j  может принимать любое значение

77



от I до 3, то последнее неравенство означает, что

Ц п ы й ^ п ц т ,  j- ш  !э ’
Пусть, например, IM,lj=maxf^ 5{ll/}Hjj} . Тогда норму ЦЛ/ггЦ
оценим другим способом. Воспользовавшись оценками (9) и тем,что 
71 является решением уравнения ( I ) ,  получим

f a u U M H b u i + f a i i t o i + i f a u . i + M i h i i i t i m -
Следовательно

f a u S + f a u l + f a t t i t f r i M i C n M + z f b t b f a l W *

Что и требовалось доказать.

Я. Разностннз уравнения

Определим сеточное пространство Rhn. как совокупность то­
чек евклидова пространства Rn , координаты которых определяются 
равенствами

’  0<hM<H- к = 1, . . . ,  ri ).

Числа hk будем называть шагами сеточного пространства. Функцию, 
заданную на /?£ , будем называть сеточной функцией. Рассмотрим
множество . состоящее из определенных на Rg и ограничен­
ных сеточных функций. Введем норму ///Цс- =SUpx e „ (х) / ,
обращающую это множество в банахово пространство п’Сг '•

Рассмотрим элементарные разностные операторы ^  , опреде­
ленные формулами

Лк± {(х) = ± (f(x± еК kK ) - {(х)), хе Ru  ■
Здесь ек -  единичный орт оси Хк •

Рассмотрим одномерный разцостный оператор

Д -  h~tk У 7? л *  лТ/< (Ю)
%  -  Ч  % Лк+ лк- '

Здесь тк = (тк , vk ) -  двумерные векторы с целыми неотрицатель­
ными координатами, \rk J = vk +- , 5Т “  постоянные коэффициента.



Векторы и числа Вт̂  можно выбрать так, что оператор
будет аппроксимировать оператор ( Цдх )^ к с любым наперед за­
данным порядком. к

Символом оператора назовем функцию Дьк($к hA)  , ко­
торая получается заменой операторов л А± в правой части равенства 
(10) на выражения ± ( e x p { ± l f KklK\ - 1),

Л е м м а  3 (см. [ 6 ]  ) .  Пусть при 0 < l fHAK \4л  •

К  ( f*  kA)l Щ  I f * I*  и \  ( f k Ак)  1<УА < Л '
Тогда оператор Д^к + е  позитивен в пространстве при £>0  и
его спектральный угол •

Рассмотрим уравнение

Прямым следствием теоремы I является следующая теорема о почти 
коэрцитивной разрешимости разностных уравнений:

Т е о р е м а  2 . Пусть выполнены условия леммы 3. Пусть

m axH k , ^ n , k t j  (У(акЯьк )+ У (<*■/% ) ) < *  ■

Пусть О < h.f 4 Аг,.Л/г„4Н и Н настольио мало, что m e n п {ЦД^И}>1. 
Тогда уравнение ( I I )  воэрцитивно разрешимо в пространстве £р и 
справедливо неравенство

i j K u k  l l 2 M M c g■
Здесь М не зависит ни от f  , ив от А .

Для доказательства достаточно воспользоваться соотношением

IsJL,
Замечание I .  Спектральный угол оператора Р8Вен ж/2-

И8 условия аппроксимации следует, что спектральный угол разностно­
го оператора не может быть меньше спектрального угла соответствую­
щего дифференциального оператора. Поэтоцу необходимым условием 
почти коэрцитивной разрешимости разностных уравнений является на­
личие в них не более одного разностного оператора, аппроксимирую­
щего производную нечетного порядка.

Замечание 2 . С помощью метода "параметрикс" установленные 
результаты переносятся на уравнения с переменными "гельдеровыми" 
коэффициентами.



Замечание 3. Если шаги сетки до пространственным переменным 
одинаковы, то модно установить почти коэрцитивную разрешимость в 
С норме разностных уравнений, содержащих аппроксимации смешанных 

производных.
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Е.П. Соболевский

ПРИНЦИП УСРЕДНЕНИЯ ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
В БАНАХОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ

I . В банаховом пространстве Е  рассматривается задача Ко-
гпи

ir'(t) +fl(cot)v(t)=0 ( t ьО, a>>0)y v-(o) = v0 . W
Здесь f\ (t)e  C(Co, + ca), Hom [D, £ ] ) , В  -  банахово пространство, 
плотно и непрерывно вложенное в £  . Решением задачи ( I )  называет­
ся функция 2г£Е)еС1(1 о ,^°° ) ,Е )П С([0, +°°),D)< удовлетворяющая 
уравнению и начальному условию ( I ) .

Предполагается,что для некоторого Д«еНот [В ,В ]  внпол-
нано условие усреднения


