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ОБ ИНТЕГРАЛЬНЫХ МНОГООБРАЗИЯХ СЙЙГУЛЯРНО-ВОЗЫУЩВНЕЫХ 
СИСТЕМ С НЕОГРАНИЧЕННЫМ ОПЕРАТОРОМ

В работе рассматривается ряд вопросов для системы уравнений, 
составленной из "обыкновенного" дифференциального уравнения в син­
гулярно-возмущенного "параболического" уравнения. В основном, это 
вопросы, связанные с исследованием интегрального многообразия 
(существование интегрального многообразия, устойчивость, принцип ' 
сведения, разложение по малому параметру). Обзор основных работ 
и сводку результатов по интегральным многообразиям можно найти в 
монографии [ I  ]  .

Особенностью данной работы является то, что система уравне­
ний рассматривается в банаховом пространстве и сингулярно-возму­
щенное уравнение является уравнением с неограниченным оператором. 
Источником основных результатов по эволюционным уравнениям с не­
ограниченным оператором в банаховых пространствах может служить 
монография [ 2 ]  . '

I .  Теорема существования решения

Рассмотрим следующую систему уравнений

=fly+t}(t,X ,y ,J L ). (1)
Здесь х е Х  ,y e Y  , где X  и Y банаховы пространства с  нормами 
соответственно Ц • Цх и /|• Цу (значки X  и У яри обозначении 
норм будем, как правило, опуокать), ] является малым
параметром, Д.- Y~~~Y -  векториальный оператор со  спектром, ле­
жащим в левой полуплоскости. Тогда, как известно, этот оператор 
порождает аналитическую полугруппу { e ^ / t x o }  • имеющую оцен­
ку

||/7°е^Й Cjt “е**, t>o,cc>o, if>o-
Начнем изучение системы ( I )  с доказательства теорзмы суще­

ствования решения начальной задачи. Поэтому сформулируем сначала 
тот минимум требований для функций /  и ft , при которых есте­
ственно доказывать локальцуи теорему существования•



Введен обозначение

и - У е Г ! Ы , < р } . о ^ < 1-
Предположим, что при любом фиксированном j x e  [O,ji0 ]  функции 

( t ,X , j f ) * -~ r  '{(t,x,y,JiL): R * X * U - + X ,

( t ,  эс ,$ )  I— -  ft ( t , x , y , j u ) : R *X*U  —  Y

удовлетворяют докальяощу условию Липшица, т .е . Y(t0, х 0,у0)eRxX*U 
найдется такая окрестность &0с  RxX*U  э т о ! точки, что 
Чак ,х к , ук)еОо> к -1 ,2  <5УДУТ иметь место неравенства

Ц Щ , х у  y 1tJi )  - f ( t 2 , x z , y z ,Ji)l\R co n s t (\tr t2 b p r ^ l H l t f r f c  V ’

Hf U y C C j~ ( j .( t t ,x2,y.2 fJu)ll4 const(lt1-t2l̂ l\x1 -Xgll+ltyrfeHJ. 
Значком „ const" будем обозначать постоянные, для которых можно 
не вводить специальные обозначения. В данном случае выбор постоян­
ной const определяется точкой {t0,xD,ty0 ) и окрестностью Q0 . 

Зададим теперь начальные условия

X ( t g )  ЗСд S ty(tg) = Lf-Q } ( tg , Хо У -̂д ) £ R X X* U. (g )

Доказательство локальной теоремы существования решения задачи
( 1 ) , ( 2 )  проводится в два этапа. Сначала доказывается, что задача 
I I ) ,  (2 ) эквивалентна решению следу щ ей системы интегральных урав­
нений: £ К я"Эг
x(t) =XQ+J{(S,X(S), Lf(S),Ji)dS, 

й ^ ^ о  1 ^  я—
y(t)=e $(s,x(s),y.(sy,p)ds, (з)
а затем с  помощью принципа сжатия доказывается,что система (3) 
имеет единственное решение на достаточно маленькой временном 
отрезке. Но сначала дадим определение решений задвчн Ш ,( 2 )  и 
системы!' 3).

Определение I .  Функция t > -~ ( x ( i ) ,y . ( t ) ) : ( t o , t D+T)-~X*Y ' 
называется решением задачи ( 1 ) , ( 2 )  на отрезке { t 0, t 0 i-T  ),еоли 
выполняются следующие условия г

I .  Эта функция непрерывна на отрезке [ t o , t0 + T )  • непрерыв­
но-дифференцируема на (ta, tg -h Т )  И,кроме того , y.(t)eJJ(R)f)U  
для каждого t e ( t 0, t 0-*- Г) .



2 . функция t ' —r f ( t ,x ( -b ) ,y . ( t ) ,  JJ.)-. (t0, t 0 + T ) -*-Y  
удовлетворяет локальному условию Гельдера, а функция t  (к,X (t),
у (к ) ,^ ) - ( -к 0 ,Ъа+ Т )-* ~ Х  непрерывна и , кроме того,обе
эти функции локально интегрируемы в тонко t0 | т .е .  для некото­
рой постоянной е0 >0  интегралы

/ н ° to+t0
lf(S,X(S),tf(S),Jl)llds, J  H ^,x(S),^(S),Jil\dS

4  tg
СХОДЯТСЯi

3 . Функция i r ^ ( x ( t ) , y ( t ) ) :  (£0 ,1;0 + Г ) — X*Y-  
удовлетворяет системе ( I )  и начальным условиям (2 ) .

Определение 2 .  Функция t  '~*~ (x(t), fr(t));ftef 0+ r )-~ -X x Y  
называется ренением системы (3 ) на отрезке ( t0, к0 +- Т)  > если 
Ч-(к)е Uс Y *  ДМ  каадого te ( t„ ,t0+r),функция £+~(x(t),if(t)):
( t  4-'r)-~ X xY cC eenpepaaaa, отображения )■■
(t°olко +■ T )~ X , t^ Q .( i ,x ( t ) ,y ( t ) ,J t ) :  (k0, k0^ T )-*Y  мокально ин­
тегрируем в точив %  в функция k ^ ( x : ( t ) , y ( t ) ) - .  ( t0, к0 + Т)-~Х*У 
удовлетворяет сиотеме (3 ) .

Для доказательства эквивалентности решений задачи ( I ) , (2) и 
системы (3 ) надо воспользоваться известней теоремой о решении на­
чальной задачи для линейного уравнения. Приведем эту теорему.

Т е о р е м а  I .  Пусть дана задача

=  +  G-(k) ,  у  (t0) = f a ,  у.0бУ , (4)

где функция к *~<~G-(t):(t0,t0+Tj-^Y  удовлетворяет локальному усло­
вно Гельдера на отрезка (tD,t 0 -*-T) к локально интегрируема в 
точке t0 • Тогда функция

%
непрерывна на [ t0 ,t0 + T )  , непрерывно-дифференцируема на 
( io ’ to + T )  .д л я  каждого k€(t0, t0+ T )  значение этой функции 
является элементом множества В(й) и , наконец, эта функция на 

Xkt0,to  + T) удовлетворяет уравнению и начальным условиям (4 ) .

Из этой теоремы н данных определений очевидным образем сле­
дует, что каждое решение задачи ( 1 ) , ( 2 )  является решением систе­
мы (3 ) . Для доказательства обратного надо сначала показать, что 
решение системы (3) таково, что функция
удовлетворяет локальноцу условию Гельдара. Отсюда следует, что и



фу акция t  ^ f ( t ,  х  (t ) , y-(ti,/*)!(to>to+T)~Y удовлетворяет локально­
му условию Галь да ра. Тогда из теоремы I  будет следовать, что каж­
дое решение системы. (3 ) будет решением задачи (1 ) » (2 ) .

Теперь с помощью принципа сжатия давка доказывается следую­
щая теорема о существования решения задачи ( 1 ) , ( 2 ) .

Т е о р е м а  2 . Вели функции f  и jp в системе ( I )  удов­
летворяют локальному условию Липшица , то V(tC/I 0)ijc)6R хX> V существует 
такая постоянная T=T(t0,X0,y 0)  > 0  , что'задача (1 ) , ( 2 )  имеет
единственное решение на отрезке ( t o , t 0 + T ) -

Q. Продолжение решений 
*

Рассмотрим воцрос о существовании решения задачи (1 ) , (2 )  на 
полубесконечном промежутка. Построить такое решение можно с помо­
щью продолжения локального решения, полученного в теореме 2 . Вели 
правый конец локального решения лежит в области, где определена 
система ( I ) ,  то это решение, как показывает та же самая теорема 
2 , можно продолжить. Применяя такое построение до тех пор, пока 
это возможно, получим максимально продолженное решение. Для него 
имеет место следующая теорема.

Т е о р е м а  3. Пусть функция f  и ^  удовлетворяют ло­
кальному условию Липшица и пусть при фиксированном 
отображение

( t , Х ,у )  fr (t,X ,y ,ji)y .R x X x U + X x Y

ограничено. Боди функция (x(t),(f(t)):(t0,t,)~X xY  является 
максимально продолженным решением задачи ( 1 ) , ( 2 ) ,  то или Фг =°°, 
или существует последовательность tn — такая, что последова­
тельность {(tn>x(tn),y.(ta))} оходитоя к некоторой точке, лежащей 
на границе области RxXxU•

Эта теорема носит общий характер. Она доказывает, что реше­
ние задачи ( 1 ) , ( 2 )  можно продолжать до тех пор, пока оно ве вый­
дет иа гра ницу области, в которой определена система ( I ) .  В на- 
шем случае можно, налагая некоторые ограничения иа рост функций 

/  и д, я пользуясь теоремой 3, подучить решение задачи ( I ) ,
(2 ) яа полубесконечном промежутке.

будем предполагать далее, что для всех (t}x,y,ji)eRxXxUx(0,ju^ 
имеют место следующие оценки:

, х м . у Ц < в ,



Тогда можно доказать следующую теорему.
Т е о р е м а  4 . Пусть функции /  и ^  удовлетворяют ло­

кальному условию Липшица и для них имеют место оценки (5 ) .  Тогда 
для любого d1 > 0 существуют ~j i  >0  и d$>0 такие, что если 
Ч fo На <JJ-d1 , где JJ.e(0,jd ]  , те максимально продолженное реше­
ние задачи ( I ) , (2 ) определено на подубесконечном промежутке 
( t 0 ’ °°y  и для.всех i e ( t 0,o о) имеет место оценка /|^ЛО//ос<^4 -

Для доказательства этой теоремы понадобятся некоторые све­
дения о фу акциях Миттаг-Леффлера £ ^ (г , j u ) ,  (3 ) .  Эта функция оп­
ределяется степенным рядом

£J3(2 ,Ji )  =  J o r (Jx^ K/JJ) > J>> О, J ie  С ,

а значение ее определяется тем, что справедлива следующая лемма. 
Л е м м а .  Пусть функция <f(t) принадлежит классу 1 ^ 0 ,1 )-  

Тогда интегральное уравнение

u ( t )  = f ( t )  + ф г у / ( t - з Г а  ( s ) d s  ,

где £>> 0 ,л еС  имеет единственное решение

и (Ь ) = f ( t )  +Л (л ( i - S  А  }  )J (S )d s ,
О .V, „

принадлежащее нлассу L1 (О, I )■
Кроме того, нам понадобятся интегральное соотношение

J J t-S ) E/}(ASfi, j i ) S  d s - t  U t^ / i+ oL ) ,
справедливое во всяком случае для Ji>0., сС>0, и следующая 
оценка ( ( i , jj. )  /ч< М £ра~юе г/‘, имеющая место для г  > 0 ,
£ t> 0 , f>> 1/2 ■

Перейдем к доказательству теоремы 4 . Пусть x ( t )  = )>y(t)=
= j ( t . j i ) -  решение задачи ( I ) , (2 ) ,  определенное на отрезке 
f i j . o o )  . Тогда для всех t  >st0 эти функции являются решением 

систем! уравнений (3 ) .  Отсюда получим для всех t > t 0 неравен­
ства

Цх( £)Ц* Цос0Ц + B ( t - t 0 )>



Предположим теперь, что для всех t  Z~t0 имеет место оценка

II ^
Обозначая u ( t )  = e  *  \\ ̂ И ) Ц ^ С лВГ(1~оcj будем иметь для 
всех t  ̂  t0

4
Применяя теорему об интегральных неравенствах и лемму, получим 
оценву

Ш У со ( м ф ° к + М л п Г ) ^ Г ' м * Г ' г ч ф ’^
1

при УСЛОВИИ, ЧТО 1>  (Л У У"*
Из этого неравенства следует, что если 2<Г~ У сЛВГ(1-<ц), 

достаточно мало и //у?//^ достаточно мало, то для всех i  >Л0 
будет иметь место оценка //y/tfj//,* <г £ • Отсюда, из предыдущего
неравенства в из неравенства для Цх (t)!\  следует утверадение 
теоремы-4 .

Ш, Теорема существования интегрального многообразия

Теперь можно переходить н доказательству существования инте­
грального многообразия для системы ( I ) .  Для этого надо усилить 
предположения о функциях <f и у  .  Далее будем предполагать, 
что имеют место неравенства

»tyi f j1 ) ~ / 1 х г > jfe & (\IIх1 -x z Ц +• Цу, -у2 ) ,

II} И, х „ } ,  ,и  ) - } Н , х г , Ц2 , J t ) II < « !> * -  I l y l L H f a -

- ъ Ь 1 (в )
и

где ( t , X H , y K , ^ ) e R x X x U * ( 0 , M ,  к =1,2;  J ie (0 ,/ i0l  и

llflU ~ пах  { / / у ,  Ih , Hfefl'f}



Интегральное многообразие для системы дифференциальных урав­
нений обычно определяют кай некоторое множество, состоящее из ин­
тегральных вривых данной системы и в силу этого обладающее свой­
ством инвариантности. Для навего случал это определение можно кон­
кретизировать*

Определение 3. Множество

называется интегральным многообразием система ( I ) ,  если для любой 
точки (ЬоуХ:0 : существует единственное решьние си­
стемы (Г ), проходящее через эту точку, определенное для всех t e R  
и для всех -teR  лежащее во множестве S . Кроме того, будем 
считать, что для каждого Jxe(0,J^o  ̂ функция (t> х ) » —  Н(Ь,х,/):
'■ R x X -^ Y *  удовлетворяет локальному условию Липшица по х е Х  

в локальному условию Грльдара по t e R .
Прежде всего получим функциональное уравнение для интеграль­

ного многообразия. Предположим, что система ( I )  имеет интеграль­
ное многообразие в смысле определения 3. Тогда для любой точки 

существует единственное решение x ( t )  = 
j i ) , a ( t ) = ^ ( t ,T , f , )  СИСТ9МЫ проходящее через точЪу ( x . f ,  
определенное для всех te R  в для всех teR  лежащее в S , т .е .  
выполняется

Так что x ( t )  = X ( t ,  v, ‘f , %,/t) -  есть решение задачи
~ - ^ { ( t , x , H ( t , x , J l ) , j i ) ,  Х ( г )  = ? .  (? )

С другой стороны, в силу сделанных предположений эта задача 
имеет едиисренноо решение y ( t ,T ,$  определенное для всех
teR  и потому имеет место равенство

x ( t , z , у ,  г ,  y,jU-lH)> ~  00 < t  < 00 .

Возьмем t 0 < г ,  х 0 = у>(t0, г , НУ,^ H ( t v , x 0 , j i ) .  ,
Тогда решение системы ( f )  x ( t , t 0 , x 0 ,y 0 , j i ) ,  y ( t , t D, x 0 ,y 0 , j i ) } 
ирохедящее через точку ( t0, x 0, у0 , j i )  ,  лежит на интегральном 
многообразии.?. Очевидно, имеем

S  =  t,x,y>ji) £ R*X* U* (<0,/ц )j у  =  H(t, x,jj-)}



j c ( t , t 0 X0 ,(/0 , j / ) ^ x ( -ь,V, 2 ,/ L )= y (t ,

И функция y .(t, t0 , x 0,Ijo’/s) z, f,p/HlfJ-)  является решением
задачи

} L-$r +fr(t,y(t, z, HU, y>(t} z, / г ) , /* ) ,

$ ~ H ( t 0 , x 0 .

Применяя теорему I ,  получинfj i~t_o
У-tt , t o , x 0 >y0 , ^ )  =  e  м н a 0 , x D, j i )+.

f  fltd> '  /
J r I e  M % (s, у (s,z, H(s,y(s, z, -f,juiH),jz

t°
Полагая здесь t  = T  и переходя к пределу при 4 ------------->
получим равенство

т
H(r, = j r f j  ty(S-,y(S,Т,f,JJ-jH)-.H/s\y/S,Z,?,/i!H),̂ )ds - (8)
Это и есть функциональное уравнение, котороцу удовлетворяет ин­
тегральное многообразие. Итак, интегральное многообразие у  =  
=H(t,x,ju)  системы ( I )  является решением уравнеаиа (8 ) , где 
y ( t , z ,  f.jU -tH ) * есть решение задачи (7 ) .

Важно теперь доказать обратное, т .е . ( что каждое решение урав­
нения (8) является интегральным многообразием системы (I).Введем 
для этого класс функций C(d, А ) , в который входят функции
y -H (-t ,x ,J z )  . определенные на R * X* ( 0,jU0}  , принимающие
значения в пространстве Y *  , непрерывные по и удов­
летворяющие неравенствам
\\H(t,x,jJ ЛЬ С J id ,

Ч И ) — H (t, х 2 l\0C-f ~ х 2 /I.

Докажем прежде всего , Что если уравнение (8 ) имеет решение в клас­
се C(d,A) , т о 1- это решение является интегральным многообразием 
системы (X ). \

Итак, пусть y  = H ( t ,x ,J t )  ~ некоторое решение уравнения 
(8 ) ,  лежащее в классе C(d,A) . Докажем сначала, что отображе­
ние ( t , x )  R*X-~ У* локально гельдерово по teR  ■
Введем обозначения x ( t ) = y ( t ,  Z, % ,Jt-lH ), x K(t )  =y>(t,z+-k, ^tH )
для fi> 0  • Тогда при t > z  имеем тождества

\



L
x (t)  = %- J {(s ,x (s), H (s,x(s),jx),ji)ds,

x  = f(s ,X k(S),t1(S,Xh(S),JL),Jt)dS.

Отсюда поду чазм при t< T  неравенство
г у

l\ x ( i ) -X k( t ) U  B h+B (1+ jiA )£  \ lx (S )-X k(S )jid S . 
н но теореме од интегральных неравенствах имеем при Ь<1у

IIх Ю - Л ф  ' ,

Теперь из уравнения ( I )  имеем для k>0

1 Н ( с J  f t e * *

Hl* * * > * ) > / ! > № + £ /
— оо

-$■ (S, X (S ), Н( S,X(S),Jl),Jl )]цл d s . -

Отдельно оценивая каждый из этих интегралов, легко получить 

оценку ЦН(Т+А,{, ji)-- Н ( Т c o n s t некоторого (Г>0.
Осталось только доказать инвариантность новерхности у  =

=  Пусть точка (t0, x 0,y 0,jx )  такова, что p0=H(i0,x0,ji).
Определим функцию x ( t ) = y ( t , t 0>x 0 ф/Н), teR  и положим
У( i ) =Н(b,y(t,t0 , х 0 ,ju.IН )>Ji ), teR  ; доотатвчно доказать, что 
эта функция y ( t )  удовлетворяет уравнению

J i ^ -  = f l y + t y ( t , x ( t ) , H ( i , x ( t ) , j i ) , j i ) ,  t e R  .

Но это уравнение имеет единственное решение у » ( Ь )  • ограничен­
ное на всей прямой, а именно ^ ( * ) = £  f e *  у (S,X(S),<H(S,X(S),

, так что выполняется y K(t)l~H (t,x(-b),Jt )  = Ш ) -  
Итак, доказано, что каждое решение уравнения (8) из к-гасса С (а,л ) 
является интегральным многообразием системы (1 ) .

Для доказательства существования интегрального многообразия 
у системы ( I )  осталось доказать только, что уравнение (8 ) имеет
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решение в классе C (d ,A )  . Введен в этой классе норму

lllH(t,JC,jz)lll= Snp ,
( i , j c , j i ) e  R xXx ( o,jj.0 ],

которая превращает класс C(d,a) в полное метрическое цространст- 
в о . Определим на этом пространстве оператор

Z  T—S

(H )= jr  f  f  (s, oc(S), H(s, x (s ) ,^ ) ,f t )d s ,
— ao •' "•------------- ----

где oc(t)=y>(t,r,* ,'filH )  является решением задачи (7 ) .

Достаточно доказать, что при некотором выборе постоянных 
cL> 0 и Д>0 оператор Т действует в пространстве 0(d,A) и 

является сжимающим оператором в этом пространстве. Тогда по прин­
ципу сжатия оператор Г  будет иметь единственную неподвижную 
точку в классе C(d,A), которая и будет интегральным многообра­
зием системы ( I ) .

Получим сначала некоторое вспомогательное неравенство. Вве­
дем обозначения оск (Ь)=у>(t , ъ , & к = 1,2’, HKe C ( d , A ) ,  
Тогда для t < T  имеют место тоадества

XK(t)= U  ~ Гf(S,bcK(o),HK(s,ACK(S),JJ.),}i)ds, «  = 1,2 . 
t '  э

Отсюда получим при t < rc  неравенство
Z т

По теореме об интегральных неравенствах при /■ < т имеем

Это и есть нужное неравенство. Пользуясь им, легко получить сле­
дующие оценки:

оо -

4%,Z (H )t4 jiC*B(1+jid2)'f's*erSds, 

I I . (H)-Tu f  (HlH^JAC*В(nd)Ci^d)Js-«e~l



Il'(
о

Из этих оценок и следует, что найдутся постоянные cL>0, л>0  
и ]1> 0 тание, что для всех u.e(O.Ji] оператор Т  будет дей­
ствовать в пространства С(а, А ) и будет являться там сжимающим 
оператором.

Итак, имеет место следующая теорема о существовании интегра­
льного многообразия у систем» ( I ) .

Т е о р е м а  5 . Пусть функции /  и р  удовлетворяют ло­
кальному условию Липшица и имеют место неравенства (Б) и (6 ) .
Тогда найдется постоянная f i > 0  такая, что \fji£ (0,JJ-_\ система 
( I )  имеет единственное интегральное многообразие в классе функций 
C (d ,A )  при некотором выборе постоянных d > 0  и д > 0 -

1У. Устойчивость интегрального многообразия

Рассмотрим теперь вопрос об устойчивости интегрального мно­
гообразия y  = H ( t , x , j i  )  . Дадим сначала определение.

Определение 4 . Интегральное многообразие у  = Н (t ,  x , ju )  
называется устойчивым,если при V6> 0  существует такое &>От 
что для каждого решения х(-Ь) =x(t,ju.y, y ( i )  - системы ( I ) ,
удовлетворяющего условию \\y(tu)-H(t0,x{-t0),ji)H^<(f} где t0 £R  
произвольно, найдется такое решение х ( t )  = x ( t yji),y (t)= fi(t,x (t),/ l)  
системы ( I ) ,  ледащее на интегральном многообразии, что для всех
t  >tg бУДвТ ВЫПОЛНЯТЬСЯ

\\х(Ь) - х ( V I I  + ( Щ  < б •
Интегральное многообразие Ц = Н(Ь,х,р.) называется асимптотиче­
ски устойчивым, если оно устойчиво и, кроме того, выполняется

Um [\ lx (V -x (t)\ \ + \ \ y (b )-y  (V\l«] = 0  •

Пусть x ( t )  ~э: ( t  ,/i),y(t)=y(fytyi9Aos решение системы ( I ) ,  что 
Ц ( Ц к <JMd1 , где d: >0  произвольная постояниея, у се  (О,j l ]  
и J1 выбирается как в теореме 4 . Тогда для всех t i - t 0 будет 
выполняться ff^(t)jla < ^ d 2 для некоторой постоянной d2 >0-



Введем обозначения и 3Bc(t)=<fCt,T:,3c(v)t/ilH)-
ратение уравнения (7 ) , удовлетворяющее начальным условиям x z(t)t = 

=  x ( z )  . Тогда, пользуясь теоремой об интегральных нера­
венствах, нетрудно довазать следующие оценки:

i\x(i)~xz( t ) \ l ^ B f t o t U v ,
4  гI)xz(t)~x (t)ll< В f  eB(1̂ A>(S )/l$(S)lle(ds/ A< r̂ < т.

% (9)
Далее для t x t n  имеемnt - ta u > r J  „t= s

Z ( i )  =  e  л  S(-t0 ) + j r f e  *  [ ? ( s , x c s ) , p ( s ) , j t ) -
*0 4-

О X

-  f ( s ,3 d (s ) ,  H [s,j% (s),/ i),/ i]ds-*- ~ j r f e  A (jftS’Xt- (s)>H(s,xt (s),
—eo ^ ^

J 'W - p C s ,  x i  (s), H (s ,x t  (ShJl),Jl) ]d s .

Отсюда, используя неравенства (6 ) и (9 ) ,  получаем

г ¥ * й  , л , / / .  г .  w . - v , .] ^ 4 С0 е  м  II +  [ в  Са (J+- d 2 )  +// )  J f j f ) x
S ( s ) l l , d s .  ' *

Далее, пользуясь теоремой об интегральных неравенствах и сформу­
лированной в пункте 2 леммой, получим оценку

t - t o

1  *с0(1+-ю1ш Ц « е г 2Л ’ М о ,  <10)
справедливую в том случае, если j i  выбрано так, чтобы имели ма- '  
ст о  неравенства

J>2jiB(1*-jiA), * r / 2 ,
Г »  D -  [ B b d + d M  В̂ В ( * * , { Я}] Г (1 -« У
Таким образом.доказана следующая теорема. ^

Т е о р е м а  6 . Для любого d ^ O  существует J i> 0  та­
к ое , что для любого решения системы ( I )  x ( t ) = x ( t , j J - ) , y - ( t ) = t f ( t , j u ) >  
удовлетворяющего условию \ \ (j ( t 0)\\a^ < J J- d 1, рде 0 < ji4 jZ  ,  
будет иметь место оценка (1 0 ). ^



Эта теорема означает, что интегральное многообразие являет­
ся экспоненциально притягивающим множеством. Докажем теперь устой­
чивость интегрального многообразия.

Из неравенств (9 ) н (10) получаем

К  J //<s: у^-

откуда следует, что ^ ( t o) - ^ ( t 0f - ^ o  J® 1 vi ’  Ч —  00 ‘
В сиду полнота пространства j  1 отовда следует, что существует 
€ст ocT(t0)  = х 0 . Обозначим через 5с( t )  решение уравнения (7 ) ,

—► со
удовлетворяющее начальному условию 5c(t0 ) = cc0 .  Тогда для каж­
дого t e  Я выполняется x T( t ) - ~ j c ( t )  ДРИ 00 • Переходя в
первом из неравенства (9) в пределу при «получаем •

откуда, используя (1 0 ), будем иметь

f r f t ) L i * ™ .
Отсюда легко получается следующая теорема, которая и означает ус­
тойчивость интегрального многообразия.

Т е о р е м а  7 . Для любого оущеетвдот J1 > О
такое , что для каждого решения x(tJ =jc(t,ji), у(6) = )
системы ( I )  такого, что H ^ 0)//(J(4 ^ d r , где 0<jJ.4fi,
найдется Такое решение x ( t )  уравнения (7 ) ,  что для всех 
выполняется

y t ) -H ( t , x ( t ) , / i  Ц. + \\х(Ь)~х(Щ 4 \\К(-Ь0)1« ё щ{*~ь°\ (п)

У. Принцип сведения

Докажем теорему, которая означает, что для интегрального мно­
гообразия y=H(t,x,jJ.) справедлив принцип сведения.

Т е о р е м а  8 . Решение y (i)= y (t,/ i), 
где y(t)=H(t,<f(t),/u )  системы ( I ) ,  лежащее на интегральном мно­
гообразии, устойчиво (асимптотически устойчиво, неустойчиво) тог­
да и только тогда, когда решение </>(■£) уравнения (7 ) , описываю­
щее движение по интегральному многообразию, устойчиво (асимптотв-



чески устойчиво, неустойчиво).
Доказательство. Выберем df>d  и постоянную f i  , соответ­

ствующую df в теореме 7. Зафиксируем //e(o,ju ] .  Пусть f ( t )  
решение уравнения (7) такое, что iP(t0)=%0 и предположим, что 
оно устойчиво. Это означает, что Vs>0 3f>0  такое, что вав 
только U fo-fllc tf  , ТО для всех t » t 0 будет выполняться \\‘f ( t ) -  
- У ( Ы 0 ’ Ъ*Р/Н)а<й * Надо Доказать, что ( № ) ,  , где
V (t) = Н(t,y>(t),)t) усгойчиво, т .е .  V£f >0 3d f>0  тавое, что вав 

только !!$ - х 0Ц< ^  *  Hy0-H (to> U ^ )L < %  . * 0  для всех
t * t 0 будет иметь место оценка l l x (t ) -y ( t ) l l+ H „ ft ) -№ )I U  
4  d  . где ( x ( t ) ,  (f(t))  решение системы ( I ) ,  у довла та оря еще е 
начальным условиям х ( t0) = х0 , y .(t0) = у 0 .

Выберем 0<(T1</i(d1- d )  • Тогда для решения (o c ( t ) ,y .( t )) 
справедлива теорема 7, т .е .  существует решение 3c(t) уравнения 
(7 ) тавое, что имеет место неравенство ( I I ) .  Поскольку Ци0 -  
-H (t0,X0 ,/£)lloC<(f+//A)df ,™  из ( I I )  имеем

!\x( t ) - х ( £ ) Ц + ( 1^A) dre  гм (t to\ (j2

а из (12) -  Ц ха 0)-у К д)Ц4 [l+l(1+/sA)]df .
Требуя от df дополнительно, чтобы оно удовлетворяло оценке 
(Tf < d/[Hl(J+-JIA) ]  . будем иметь для всех t  i>tB неравенство 
\ld(i) -y ( t )U < £  * и последнего неравенства получим

Ц х (4 )-У (Щ + Ц у (* ) -  Ч>(Щ1 4 \ l x ( i ) - x ( t ) l l + l l x ( t ) - m ) l l +

■ь H yd )~ H (t Ш ) ’/* i/h+ II н (  t ,  x ( t ) ,/ * ) -  h ( )!/«<.

Теперь, очевидно, что ¥б1> 0  можно подобрать > 0  и £>0  
такие, что ввяолняются неравенства
d1< jj.(d 1- d ) ,  ' U +£(H -/iA )]d f<d ,

i(i± ju A )d , +ea+/iA )<£f .
Это и означает, что решение (!f(ir)-,^(t)) о я о т е »  ( I )  устойчиво. 
Доказательство аоиштотичеоиой устойчивости проводится аналогич­
но. Результат теоремы о неустойчивости очевиден.



71. Асимптотическое разложение интегрального многообразия

Рассмотрим, наконец, вопрос о построении асимптотического 
разложения интегрального многообразия4 Будем следовать при этом 
простому алгоритму, предложенному в работе [4 ]  . Предположим,что
функции / :  R и * ( Оф0] - ~ Х ф :  RxX*U* (О ф 0 J —  Y  
бесконечно дифференцируемы, все производные этих функций ограниче­
ны равномерно по ( t , x ,у ф ) е  RxX* Ux(0,jc0 ]  * . нрома того , вы­
полняется

fr(t,X ,O ,O) = 0 , J ^ f r ( t ,X ,0 ,0 ) -0 -  (13)
Изложим сначала формальный алгоритм построения асимптоти­

ческого разложения интегрального многообразия. Обозначим мнежест- 
во функций ( t ,X )^ ~ fr (t ,x ) :  RxX— Y *  • непрерывно-диффереяцирую- 
мых и принимающих значения в D(fl)f)U через i f  . Пусть для 
каждого^ е ( о ф 0)  функция у = у .(и х ф )  лежит в к л а с с е ^ -  .Тогда 
для любой такой функции можно определить отображение

И ,хф ) >— D(t,хф !у)  =  Rfr(t,х ф ) +■ fr(t,x,fr(t,,хф ),ф ) -

' t
Пусть теперь функция fr = предотавлеаа в виде

H (i,x,u)=2M -% '(bsc)> Ш)
*=/

где h.K( t ,X )e i r >  к=1,2>3,.... Раскладывая х ф ) ф )
и fy (t,x , Н Н ,Х ф )ф )  формально по отепеням j i  , подучим

f f c x ,  J р-КкК(к ,х )ф )  ( t , x )  + \  Я К% Н ,х ,  k „  ■ • • kK ) ,К-1 г к-f
f r ( i ,x ,  1 Р -Ккк( ^ х ) ф ) =  hK4 ),

М~1 К—1

гже % (-Ь ,х ) = { ( -Ь ,х ,о ,0 ) ,

% ( t , x )  =  f ( i , X , 0, 0 )h.1( t , x ) ^  JL- f  (t'X ,O ,0),

%  ( t , x )  =  J jj- fr (t,X , 0 ,0 ),



Подставляя эти разложения в D (t ,x ,/ llН)  и приравнивая коэффи­
циенты цри одинаковых степенях и  к нулю, получим равенства:
flfL, +  % ( t , x )  -  0>

^ /L3'i~%(t>x >A.t>h2) - J l —L U  г )__ д , ,,  . ,, ,1 г) at nz(t,x) -^rAf(t,x)yf(t,x,Af) -

~ &’х \Уо — о ■>

Отсюда получаем

/  -1 vI5)
kz ( t , x )  = - / 7  fa(t>x,/ll) - £ A f( tx ) -£ k ,( t ,x )% (iX)],
Таким образом можно последовательно определить все коэффициенты 
разложения (1 4 ). Очевидно, что все функции (t> х )  /—■- h K ( t , x ) :  
RxX—- Y *  /< = 1 ,2 ,3 ,... бесконечно-дифференцируемы и каждая произ­
водная любой из этих функций ограничена равномерно по ( t ,x )s R x X .  
Отсюда следует, что для любых (t,x),(£,x'_)e /?*Х имеют место 
оценки

IIh - K х )  Нас^Рк> I/ g t  ^к(^>зс)\\ос^Рк з ll^ fo^ xfc jc)Ilg^ yx 'jpK ’

II А / 1, X) -  Ака 7х')Цл 4рх IIX -л 'I  (16)

для некоторых постоянных р к , К =1,2,5, ■■■ •
Докажем, что построенное формальное разложение (14) является 

асимптотическим разложением интегрального многообразия y--H(t,x,jjL). 
Пусть

-Hn(t,x>р )  = Y  Р Ак(t,x)

где k K ( t , X )  определяются по формулам (1 4 ). Тогда, очевидно, 
имеет место равенство

Snp \\V(t,x,jilHn)Ĥ  co n st/*1. (I7)
(t,x)eR*X
Сделаем в системе ( I )  замену переменных х=  V, у*  W+Hn Н,Хф). 
Тогда получим следующую систему уравнений:

dPL- =  p ( i ,  Z ,W ,J i),

5_65°1 33



где

F(i, У, W,Jl) = f(t,V,M+Hn(t,VtJi
G-tt, V,W,Jl) =/?tfA(t ,y ,/c )+ f i( t ,  У, 1л/ + Hn (t,

Уф) tî  (t, Уо/У ) P(i, У> WjJJ-)■

Пользуясь неравенствами (16) и (17 ), легко получит® оценки
HF(t,y,i*/,ji)H 4COfis£, ■

(\G(t, У, У/,,у) II* const (JL^+Jl //ivllcci-II (VII* )j

\\F(t, Vt ,Mg ф  ) H  const (Ц У, -  У2 ),

\\a(t, i/r -G(t, 14 ,  w2 ,JI)ll4const(y //*)(Iyf - \ I/+

+ - I I  Щ  -  У !г  jjt f  }  m 1 ^

справедливые для t e  R, У, У, , У2 б Х , jfa  IL <f ’ Цщ f *  < fi, 
1Ыг1«<?> 0 < y s  f i  , при некоторых J S < J > ,£ < jt0-

Точно такие, как в пункте 3 можно доказать, что система 
(18) имеет интегральное многообразие W — Н* ( t r v ĵj. )  , удовлет­
воряющее оценке

Пн» (t, У, у )  ll(4 const у " 4.
Это означает, что

и= £  JJ?kK(t,x)+H»(t,X,Ji)
v к-1

является интегральным многообразием системы ( I ) .  Так как п~  про­
извольно, то получаем, что разложение (14) действительно является 
асимптотическим разложением интегрального гаогообразия системы 
( I ) .  Итак, доказана теорема.

Т е о р е м а  9. Если функции /  и ^  бесконечно-диффе­
ренцируемы и все их производные ограничена равномерно по ( t,
У )Е  RxX*Ux(o,jJ-rJ  и выполняются равенства (1 3 ), то интегра­
льное многообразие системы ( I )  имеет асимптотическое разложение 
(14 ), коэффициенты которого определяются по формулам (1 5 ).



В практических задачах осьчно выполняются условия, связан­
ные с гладкость;; функций f  и ^  , но не выполняются условия, 
связанные с ограниченностью этих функций. Чтобы и к таким задачам 
были применены результаты, изложенные выше, поступают следующим
образом.

Яреддол-дош что для некоторого г>  0 найдутся функции / 2 
и Cj-г , совпадающие при be R, ЦзоЦкг, <f£U, ju e(o ,J i0 J 
с функциями f  й ^ соответственно, а далее продолженные о со­
хранением гладкости и таи, чтобы функции <fz и были ограниче­
ны вместе со  всеми своими производными по равномерной норме. Тог­
да у системыN

=  fb,X?^ >/*-)}

f i t - f y + h t t ' X ’ W  ( I 9 )
существует интегральное многообразие у  = Нг (Ь ,Х ф ) ,  удовдетво- 
ряющее всем свойствам устойчивоств, изложенным выше. В то же вре­
мя хаадое решение ( х г (Ь),уг (С))  системы (19) будет тавже яв­
ляться решением системы ( I )  до тех пор, пока оно не выйдет за 
пределы множества^ { ( х , у ) £ XxYjЦхЦ4г,уеи}  » и наоборот, каждое 
решение системы ( I )  является решением системы (1 9 ), значит инте­
гральное многообразие Lj = Hz ( t ,x , j i )  может служить для системы 
(IX устойчивым, притягивающим множеством по крайней мере до тех 
пор, пока \\х /j ч< 2 . Для построения асимптотического разложения
части интегрального многообразия = Hz (t,x,jU )  , лежащей в поло-

- се ЦхЦ< Z  , можно использовать функции /  и ^  и алгоритм, 
рассмотренный в пункте 6 .

УШ. Задача о движении проводящего твердого тела 
в магнитном поле около центра масс

В работа [5 ] задача о движении проводящего твердого тела в 
однородном магнитном поле решается с помощью метода асимптотиче­
ских разложешй. Применим здесь для исследования этой же задачи 
метод интегральных многообразий.

Начнем с  описания задачи. Пусть задано однородное магнитное 
п о л а ,  источник которого H °°(t) (в неподвижной системе коорди-



аат) помещен на бесконечности, и пусть дано проводящее твердое те­
ло, которое в системе координат, жестко связанной с  телом и с на­
чалом в центре масс тема, занимает область & . Тогда вектор на­
пряженности магнитного доля Н в области G- удовлетворяет урав­
нениям

d gvt i - 0 , ,  геСг.

Вне области в- вектор напряженности магнитного поля равен а V, 
где U -  гармоническая функция в области R3 \ С- , удовлетворяю­
щая краевым условиям

Здесь С - ( 3 x 5 )  матрица перехода от неподвижной системы коорди­
нат к системе коордияат, связанной с  телом.

Движение тела около центра масс под действием магнитного по­
ля будет описываться уравнениями (в системе координат, связанной 
с телом)
с - -  А с ,
Г Л + Л « 1 Л = Р х С Н ° ° ( £ ) ,

где f i  = ( s i 7, Л 2 , f l j  ) ~ ввкТ0Р угловой скорости тела,
/  -  тензор инерции тела,

Р  =  §JzxZOtH)dz магнитный момент тела и А  -матрица, 
связанная с вектором угловой скорости равенством

Л
Л  =  )

Сделаем замену переменных Н' = Н-СН°°, U ' = и ~ ( г ,  СН°“) нз , 
приводящую к нулевым условиям на бесконечности. Тогда движение 
тела будет описываться следующей замкнутой системой уравнений:

a t г"

Z € R \ g ,
ZG G" ■>

I 4



с — л с ,

<3̂ г I  [ f ( г * г о £ Н ' ) Ж х С / Г ] - 1 ~гГ л * 1л ] .•а.. / < » . . . ________  .. L.Мы будем рассматривать случай, когда jj.> 0  является малым пара­
метром.

Переформулируем задачу (19) так, чтобы можно было применить 
технику интегральных многообразий. Введем прежде всего несколько 
функциональных пространств. Пусть L2 (g ) вещественное гильбер­
тово пространство векторов u ( z ) = ( u 1/z),u2(z) , .u3 (z ) )  квад- 
ратично-суммируемых в области G- , со овлярным произведением

векторов, квадратичао-еушнруемнх в G и имеющих в & квадра- 
тично-суммируемае обобщенные производные до порядка -6 включи­
тельно. Скалярное произведение и норма в W2 ( g ) определяет­
ся равенствами

3(G)cL2 (&)  г  гильбертово пространство, в котором плотным 
множеством является множество всех непрерывно-дифференцируемых 
И соленоадальных в & векторов, J e(G) = W2 ( g )Пй(&), {  = 1,2,..., 
и, наконец, определим гильбертово пространство векторов 
Hz(G -)c je(G ),{=i,2,... как пространство всех тех векторов из 
Jl (G) , которые можно продолжить на R3 \ G как гармонические 
векторные поля и о сохранением гладкости. Введем оператор 
/ 7 =  - z o t z o t  . действующий в пространстве 3 ( g )  и имеющий об­
ласть определения Л(Д)=Н2( &)  . l i e  результатов работы [ б ]  
следует, что оператор /7 является севториальвым оператором, 
опентр ноторого лежит внутри левой поду плоо в ос ти и имеет место
равенство Л(ДУ2 ) = H 1(G)-

Теперь задачу (20) можно записать в виде системы уравнений 
( I ) ,  где роль переменных (II , С ) и Н' играют соответственно 
переменные зс = (ос‘, эс")6Х =Х '*Х "=  R3* R 3, y e Y =  3(G) ,  
оператор Д- Y —— Y описан выше и В(Д) = Н2(& ), Л ( Д )  —
= у '/ 2 = н 1( & ) .  функции f - ( f l  / " )  И f  определяются равенст­
вами

I
W2 ( g ), { =  1,2,5, . . .  -  вещественное гильбертово пространство

( U ,  V ) t i G r = I  ( Л * и , Л * п ) а  ,  Ц и Ц е ^ = л / ( и , и ) е , с  '•
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i\  RxXX Y 1/2X ( 0,/J-o]— X ,: ( t >3C,y,/l) r ' j - J -  f ( z *zot L0ciz>
ii j ,00 . ~r G

* Of H ~Л'л I x ' } ,  '

f : R * y *  Y‘/2x (0<jo0 ) * ~ X - x ' x \

■ R*X* Y 1/2* (0,jl0 ]-*-¥■■* ( t ,x ,y ,j i )  *-+--/* \x"H~jcX

> д : '7 / “ ]

и / / " / j » - - »  pi3 -  заданная гладкая функция, ограниченная вместе ' 
со всеми своими производными.

Очевидно, что при teR , jjxjjFZ, jj>)jj//24 Z Для любой постоян­
ной z > О функции (j. являются гладкими ограниченными функ­
циями. Поэтому в системе (20) можно применить метод интегральных 
многообразий, т .е .  система (20) имеет экспоненциально притягиваю­
щее, устойчивое интегральное многообразие у  = k(t,cc,ju)  ■ Для ко­
торого справедлив принцип сведения. Асимптотическое разложение 
этого интегрального многообразия будем искать в виде

k ( t ,x ,J l )  = j lk 1( t , x ) + j l zk2 ( t ,x )+  . . .  . (21)

Введем выражение —

D(t,x.ji/у) = ftЦ(t,x,ji)+£(t,oc,y(t,x,Jii),jU) -  %

Подставляя разложение (21) в D(t,x>/i/y) . раскладывая по степеням 
JJ- и приравнивая к нулю коэффициенты при одинаковых степенях jc, 
пожучим равенства
Fffi/i, ос) = х  "Н°°+ ос "Н°°х X ;
п l (± _  \ -  dki(t,x) d /i(t,x)[T-i, , т  , , i  dk,(t,x)r*i ,п 
" w o e )  Jt----------------------------------- (0CxIx  r x  ] ’

Отсюда имеем

k1 (t,x) = fj~' [x"H°°+x"H°°*x'],



kz (t ,a c j= ff ~г [х*НГ+ 2 x "H~ х  V  ( х " f/~ х  >  х ' -  

-х "Н °°х  ГЧ эс'х 1зс')J,

Таким образом можнс последовательно определить все коэффициенты 
асимптотического разложения интегрального многообразия системы 
(2 0 ). Тогда на интегральном многообразии магнитный момент тала р  
имеет следуицее асимптотическое разложение:

P ~ ^ 8 s c f j z *z o i k t № + j l * ^ £ ( z x z / > t k 2 )d z* -'--  • 122)

Отметим, что в рзботе [ 5 ]  указан способ построения операторов 
. ■ • . Из результатов этой же работы следует, что разложе­

ние (4) можно представить в следующем виде (ь старых переменных):

Р— Ji 0 (1) [сн~+ СН°°* Я 1 - / р 12)[СН~+

+- 2СН°°х Л (СН°х Л ) * Л ~  СгГ* г 1 ( л *

X Zfl ) J  +- • • • ,

где р (1\ р ^...симметрияныв положительно-определенные тензоры, за­
висящие только от формы тела. Способ построения этих тензоров ука­
зан в работе [ 5 ]  .

Таким образом рассматриваемая задача имеет интегральное мно­
гообразие

Ш , С , Л )  = СН°°+ j i r ' l t f C + c t T *  Л > - -  ■

движения по которому описывается следующей оистемой уравнений:

С -  —Л  С,

1 л + ( л *  1 л )  =  - ^  СРт(СЙ СН°*х Л  )]  х СН~+..........
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М.И. Васенина 

ОБ АППРОКСИМАЦИИ УСЛОВИЙ НА СВОБОДНОЙ ГРАНИЦЕ

Задачи движения вязкой несжимаемой жидкости со свободными 
границами представляют значительный интерес. Особую роль они иг­
рают в вопросах химической, космической технологии, геофизике и . 
др. Однако их расчет затруднителен, так как наряду с проблемами 
решения нелинейных уравнений, какими являются уравнения Навье- 
Стокса, возникают принципиальные трудности, связанные с нелиней­
ностью задачи по границе области, которая находятоя одновременно 
с вычислением полей скорости и давления. Решение этих задач может 
быть осуществлено либо в переменных "вихрь, функция тока” , либо в 
переменных "скорость, давление". При использовании уравнений в пе­
ременных "скорость, давление" постановка граничных условий значи­
тельно проще, чем при других способах расчета, и качественно ха­
рактер расчета не зависит от числа пространственных переменных 
(плоский и пространственный случай), однако при этом возникают 
дополнительные трудности, связанные с необходимостью удовлетворе­
ния неразрывности и расчета поля давления. При решении уравнений 
Навье-Стонса в переменных "вихрь, функция тока" уравнение нераз­
рывности удовлетворяется автоматически, что ведет и более эффек­
тивным алгоритмам, но аппроксимация граничных условий требует до-


