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М.И. Васенина 

ОБ АППРОКСИМАЦИИ УСЛОВИЙ НА СВОБОДНОЙ ГРАНИЦЕ

Задачи движения вязкой несжимаемой жидкости со свободными 
границами представляют значительный интерес. Особую роль они иг
рают в вопросах химической, космической технологии, геофизике и . 
др. Однако их расчет затруднителен, так как наряду с проблемами 
решения нелинейных уравнений, какими являются уравнения Навье- 
Стокса, возникают принципиальные трудности, связанные с нелиней
ностью задачи по границе области, которая находятоя одновременно 
с вычислением полей скорости и давления. Решение этих задач может 
быть осуществлено либо в переменных "вихрь, функция тока” , либо в 
переменных "скорость, давление". При использовании уравнений в пе
ременных "скорость, давление" постановка граничных условий значи
тельно проще, чем при других способах расчета, и качественно ха
рактер расчета не зависит от числа пространственных переменных 
(плоский и пространственный случай), однако при этом возникают 
дополнительные трудности, связанные с необходимостью удовлетворе
ния неразрывности и расчета поля давления. При решении уравнений 
Навье-Стонса в переменных "вихрь, функция тока" уравнение нераз
рывности удовлетворяется автоматически, что ведет и более эффек
тивным алгоритмам, но аппроксимация граничных условий требует до-



долаитольных исследований. Для случая твердых границ (условие при
липания) вопросы корректности перехода от граничного условия для 
функции тока к граничному условию для вихря были рассмотрены в 
работах [ 1 ,2 , 6 ]  . в  настоящей работе подобные исследования про
водятся для задач со свободными границами. Ранее некоторые спосо
бы аппроксимации рассматривались в работах [ 3 , 5 ]  .

I .  Постановка задачи

Рассмотрим течение вязкой несжимаемой жидкости со  свободной 
границей в прямоугольной области (течение пленки). Уравнения На- 
вье-Стовса в переменных "вихрь, функция тока" в системе координат, 
связанной с поверхностью тела, имеют вид
д  со . .. дсо . у  да» ;  г д гсо / д 2со 1

, d t Щ  Н д х 2 Re j g x f  н г d x 2z J

д х 2 Н2 д х 2 ~ Ш’

Н д х 2 д х 1
где со -  вихрь, if -  функция тона, и. и v  ~ нормальная и 
касательная составляющие вектора скорости, Н~ 1+пк, а -  нормаль 
к свободной поверхности, к -  00 кривизна.

Граничные условия на свободной поверхности: 
а) кинематическое условие -  нормальная к свободной поверхности со

ставляющая скорости должна совпадать со  скоростью перемещения по
верхности разрыва;
в ) динамическое условие -  вектор напряжения для площадок, касате
льных н свободной поверхности, должен быть направлен по нормали 
в этим площадкам и по численной величине равен р 0 .

Обозначим S = S (t)~  уравнение свободной поверхности. Тогда 
граничные условия из свободной поверхности примут вид

1 ■, f")
R eH  d x .d x ,  ~  P внешнее

(нормальное напряжение равно заданному внешнему давлению),
д 2 f  _  1 d2f
fix2 н2 dx\ ( 3 )

(отсутствие касательного напряжения),
'АР_  _  О (4)
d t



(кинематическое условие совместности).
Эта задача имеет точное решение:
V = x 1(2a-JC1) .  (5)

Возьмем его в качестве начального условия.
Таким образом, имеем систему уравнений (I )  с граничными ус

ловиями на свободной повеохности (2 ) - (4 )  и начальным условием (5 ).

П. Разностная схема

Аппроксимируем уравнения для вихря разностной схемой,приме
няя для аппроксимации конвективных членов монотонную аппроксима
цию А.А .Самарского [ I ]  .

Обозначим : h.1=h2 = к  ~ шаги сетки по координатам ОХ1 , ОХ2 
соответственно; z  -  тег сетки по времени.

Разностный аналог уравнения для вихря запишется при t  - п- 1
,я п-*Уг nt-1/z п ,п n-rl/г т-1/2
I ~ U-L} fat; I Qj. -COj-fJ.

k * 2  А

, Уц- -('UiJ-)ri
2H k 2H k

I *! "
2

Г1+1/2 П .Л I
<х>и \Ut;

0,5 V

CO.
' W h .

'Ы + 1- 2 (0 .V to,
H2h5

Аналогично при t  = П+1 *
Уравнение для функции тока аппроксимируется:

плт1/г м. П+1/2 mi/2.-



Ш. PijflWBE-’ алгебраических систем уравнений, 
ашроксимиру видах разностную ехам?

К'-к и в сдучее тверд-.-я границы,, нетривиальным является вопрос 
перехода от заданных граничных условий в вида производных для фун
кции тока к граничному условию для вихря.

Условия на свободной граница (2 )> (3 ), записанные в точке 
) > аппроксимируются разностными уравнениями и объединя

ются в систему

Рм-1,/Н ~2 Ум-bJ- *  Vh-hJ-1 (Ум,} ~2fa-1,}  + Ум-2.} )

^ Ж ~ {% ч ~Ум-1, ^ У „ , г ^ У п -и н ) = Р  __ | 6)
/  Ч,Л/~1 . J

Обозначим: и- = ш „ . • = ш ■ . 4  - ы
i f j  T M 1. J  - У  . „ T V ' S  J V  T M -2 .J - ■

Тогда -система уравнений (6 ) аереай®ется

ЦН -2(1-Н‘>% -H 't j  1

гг Ь - ’ ~ Ь * Ь - ^ ЛеНР ■ —  I. т

На входе заданы fa ,Z 0 i на выходе Z/V ■= z„_, > f a  = f a .  t *
Таким образом, имеем систему уравнений о 2 0  неизвестными отно
сительно функции тона на действительной свободной границе и, и 
функции тока на фиктивной свободной границе Zj. ; свободные чле
ны в этой системе уравнений -  функция тока в течке, отстоящей от 
свободной граница на один шаг сетки.

бйатрица коэффициентов системы имеет вид
~2( 1~Н2) 100 ■■■ 0\ - Нг 0 0



Зтэ матрица специял> лого вида и экономичным методом ее решения 
является нчмйПотоаяал прогонка для скалярных пятиточечннх уравне
ний [ ? ] ,  для определения вихря на свободной поверхности вводи
лись, подобна [ I  ] . различные сеточные области для вихря и функ
ции топа, при этом вихре определялся внутри области, отстоящей от 
границы на один шаг сетки. Уравнение для (jj решается в области 
[ 0 , M h ]  • 8 А®3 Ш ~ 3 области [0,(M~1)h] в сочетании с ите
рационным процессом на границе COs + J ( i - oc) cos, 
где у  ■ оО -  параметр релаксации. Величину, этого
параметра можно вывести подобно [ 8 J- 

последовательность расчзтов: ^
1) решается система (7 ) , находятся

2 ) решается уравнение дг- у  вну три области ^ 1 UJ ■
методом верхней релаксации иле методом переменных направлений;
3) выявляется

СО/2 * ) + ( 1~сс)шS-

Если juJfs 'Оj j  >£  -  цикл повторяется, если сходимость на
граши/- достигнута, то ураааенле дд? вихрь решается внутри облас
ти методом переменных направлении;
4) определяется новая форма свободней поверхности*

Давление исключается из уравнений Ьевье-Стокса путем интегри
рования по грэницк; Это приводит й Удалению в граничном условии 
( 2  ) производных функции тона трать- : о порядка, что приводит к 

* ухудшению сходимости. Целесообразно асиольгдаать процесс релакса
ции в виде

1 1 д г v  nt-i . п
Re Н изс1д х2 Р

Расчеты проводились на сет дц U • 10 и ' 20  в планке, 
цилиндре и конусе с параметрами r  = pf'\J4 Ре  * Ю , и =300 ■

1У. Результаты ргенз-го*

IJ Расчеты показали:
1) при использовании предложенного метода удовлетворения гранич
ных условий сходимость итераций для вихря есть для любых о( , но 
при а 4 (Л* , где ел * выбирается по [ 8 ] , погрешность значитель
но меньше;
2 ) параметр итерации р  метода релаксации для функции тока ввут- 
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ри области оказывает существенное влияние на сходимость для вихря 
на границе: при fi*  и ос>сх* итерации для вихря на границе рас
ходятся: для метода переменных направлений такой зависимости нет;
3) при Re >10 граница разбалтывается, происходит эффект "опро
кидывания" сеток -  точки границы попадают во внутреннюю область, 
при Re <10 граница имеет сходную форму на всех временных слоях, 
но амплитуда волн на свободной поверхности постепенно увеличивает
ся , что приводит в распространению волн вглубь жидкости.

Форма свободной поверхности при Re=1  в пленке и цилиндре 
показана на рис.1  и рис.2 соответственно.
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МНОГОЗНАЧНЫЙ ИНТЕГРАЛ НТО

В настоящей работе дается конструкция многозначного аналога 
интеграла Кто и исследуются его свойства. С помощью введенного по
нятия удается рассмотреть стохастические дифференциальные включе
ния и получить утверждения о существовании их решений.

В теории стохастических уравнений, как и в теории обыкновен
ных дифференциальных уравнений, включения возникают естественно, 
например, в случае управляемых систем или при исследовании уравне
ний с  разрывными коэффициентами (так называемые ослабленные решения 
стохастических уравнений). Однако в известных авторам работах (см ., 
например, [1 -3 ]  и приведенную там библиографию) рассматривались 
стохастические дифференциальные включения лишь с однозначной непре
рывной диффузией, что видимо, объясняется используемым аппаратом 
и отсутствием конструкции многозначного интеграла Ито.


