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В.И. Кузнецова

О Ф1ЖЦИ0Ш\ЛЬе0-ДИФФВРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЯХ 
С МАЛЫМ ОТКЛОНЕНИЕМ АРГУМЕНТА

В статье предлагается приближенный метод исследования устой
чивости функционально-дифференциального уравнения нейтрального ти
па с неограниченным запаздыванием, зависящим от малого параметра 
Q . Предполагается,что при е  = 0 запаздывание в уравнении стано

вится нулевым, т.е.-уравнение превращается в обыкновенное. Выписы
ваются условия, при наличии которых можно из устойчивости уравне
ния при 8 = 0  сделать вывод о наличии устойчивости и при е >0 . 
Близкие вопросы изучались в работах Ван Ляня [ I ]  , Эльсгольца 
Л.З. [ 2 ]  , Рябова Ю.А. [ 3 ]  , Ахмерова P.P. [ 4 ]  и др. Отлична на
стоящей работы от предыдущих заключается в том, что.во-первых, ра
нее рассматривались лишь уравнения с ограниченным запаздыванием, 
во-вторых, в работах, посвященных уравнениям с малым запаздыванием, 
обычно предполагается, что оператор Д , действующий на производ
ную, является тождественным (уравнение запаздывающего типа) или 
представим в виде 1+Д  , где ЦДЦ < J , в настоящей работе это 
требование заменяется условием обратимости оператора Д . Эффек
тивные признаки обратимости оператора Д описываются в п .2 .

I .  Устойчивость функционально-дифференциальных уравнений 
с малым отклонением аргумента

Примем следующие обозначения: R -  поле действительных чисел;
Сп -  П -мерное комплексное арифметическое пространство с нор

мой /• I ; С ~ пространство ограниченных непрерывных функций йС\

R Сп о нормой Ц х  j) =sup \х(Ь )\-, с 1-
лространство функций х  ■■ R ~~Сп , которые принадлежат С вместе 
о первой производной, с нормой I I х  II = IIх  Не +■ IIх 'Не •

■«К-
Говорят, что линейный ограниченный оператор Д-.С^-С



(или fl : С —" С , ИЛИ Й-С~^С1 ) '  В 0 Л 1  I  8 р р  о в , 0ОЛИ для
любых t e R a x e C  из условия x ( s ) = 0  (S < t)  следует равенство 
(R x ) ( t ) = 0  и что вольтерров одераторД-.ОС^лиА'С^С илиА-С-тС*} 

В - о б р а т и м ,  если он обратим и обратный к нему вольтерров.
Будем говорить, что п а м я т ь  с е м е й  с т в а  вольтерро- 

вых операторов '• С ~~ С у б ы в а е т  н а  б е с к о н е ч 
н о с т и  и м а л а  п р и  м а л ы х  6 > 0 , если существует 
семейство функций аг£ : [ 0 , ° ° ) ~ т~[0,°°) такое, что для каждого фик
сированного е >0  <xe (R)-*~0 при для каждого фиксирован
ного R >0 <Xe(h.)~*-0 при £ —4 -0  и для любых t e  R и х е С  из ус
ловия х (S )= 0  (S ^ t -h .)  следует оценка

\(fte X X t)\4cC e (k)\\xll ( £ > 0 ) ■

Рассмотрим дифференциальный оператор £ ■, с 1 С вплз

L x  =  Д х ' + В х  >

где Д,В С —  С вольтерровы операторы.
Через C j;(-oc , t ]  обозначим множество функций х ( ~ ° ° ,  t )

непрерывно дифференцируемых и ограниченных вместе с производной 
на промежутке ( - ° ° ,  t ]  , для которых выполнено условие "склейки"

R x ‘( t )  + B x ( t )  = f ( t ) ,
где х е С 1 -  произвольное продолжение функции х  на ( -  , +■ °° ) ■
По поводу обсуждения условия "склейки" см. [ б ]  .

Уравнение L x = 0  называется у с т о й ч и в ы м  о т н о 
с и т е л ь н о  п о с т о я н н о  д е й с т в у ю щ и х  в о з 
м у щ е н и й ,  если существует такая константа К >0 , что для 
любых t e  R и / £  £  , х о еС}( -° °^ 1  решение задачи Коши
( l x ) ( S )  = £ (S ) ( S > i ) ,

X(SJ =X0 (S )  ( S 4 i )
существует, единственно и удовлетворяет оценке

ЦXIIс1 (i, +°°) ^ К [Ilf Hc[t, +<*>)+ llxollc1(-^,6 ] J '
Рассмотрим семейство операторов - С

Le X  = Йе х ‘+Вб х ,
где БьО. Будем предполагать, что Де ,В£ -С —  С 
операторы, удовлетворяющие следующим условиям:

вида

(I)

-  вольтерровы
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2 °. Оператора Д£ и Ве непрерывны по £  в точке 8 = 0  на 
множестве фунлций-нонстант, т .е ,  \\йе х  -  Зе хЦ -~ 0- и ЦВ£х - 30хЦ->- 

q  при е —~0 дам любой функции-константы х  •

3 °. Память семейств операторов |/7£ | л {Ве \ Убывает на 
бесконечности и мала при малых 6> 0 .

4 °. Операторы flQ и В0 имеют вид (R0x ) ( t ) = a ( t ) x ( t )  
и (30х )(t)= 6(t)x(t)> где a(t) и 6(t) действуют из Сп в Сп 
и отображения t  *~̂ ~CL(t) и )  равномерно непрерывна.

Подчеркнем,что L0 ' имеет вид

lL0x )( t)= a (t )x r(t) + f>(t)x(t)3
т .е .  не содержит запаздывания, в то время как операторы Z£ 
при всех ненулевых 6 могут быть операторами с неограниченным 
запаздыванием. Условия 1 °-4 ° не гарантируют близости операторов 
Z£ и L0 не только по норме/ но и в сильном смысле. Гарантирует
ся лишь сходимость Zfi к Lg при £ -~ -0  на функциях-констан
тах. Отметим, что малость памяти означает малость запаздывания.

Перечисленным условиям 1°-4 ° удовлетворяет, например, семей
ство операторов

(Re x ) ( t )  = a 1( t ) x ( t - e ) + - a 2 ( t ) x ( i ; - 2 £ )  +

ae(i)x (t -4 )  + jr f c 4(j-)x (tfS )d s»
-о®

где отображения t ^ a K(£) (к -1,2,3) равномерно непрерывны и 
ограничены и 'J ,0[ai/(s)jd S < = °  -

— о°
Ниже вам потребуются следующие предложения (см. [6^] Ь  
Предложение I .  Уравнение Le x ^ O  устойчиво относительно 

постоянно действующих возмущений тогда и только тогда, когда опе
ратор Zg В-обратим.

Предложение 2 . Множество В-обратимых операторов открыто в 
пространстве вольтерровых оператор®.

Предложение 3. Множество В-обретимых операторов замкнуто в 
множестве обратимых операторов.

Предложение 4 . Суперпозиция вольтерровых (В-обратимых) опе
раторов есть вольтерров (В-обратимый) оператор.

Т е о р е м а  I .  Пусть операторы семейства [Яе ■ 8 ^ 0 }



В-обратимы и обратные в ним равномерно по £ ограничены. Тогда из 
устойчивости относительно постоянно действующих возмущений уравне
ния £0х = 0  следует устойчивость'относительно постоянно действую
щих возмущений уравнения 1е х  = О при малых £ > О .

Замечание. Требование В-обратимости операторов fls  является 
малоограниченным, та в вав для устойчивости уравнения вида ( I ) ,  как 
правило, необходимо,чтобы оператор, действующий на производную, был 
В-обратим (см. [7 ]  ) .

Т е о р е м а  2 . Путь операторы семейства {Д&: £ £ 0  }- 
В-обратимы и обратные в ним равномерно по 6 ограничены. Пусть, 
кроме того, оператор L0 обратим, но уравнение Lox  = 0 не являет
ся устойчивым относительно постоянно действующих возмущений. Тог
да уравнение L£x =0  также не является устойчивым относительно по
стоянно действующих возмущений при малых £ > 0 .

Эти теоремы помогает доказать следующая лемма.
Л е м м а .  Операторы ££ =Я£ ,/.£ сходятся к оператору 

SC0= flo fA0 по норме при в — о -
Доказательство. Легко видеть, что верна следующая цепочка ра

венств

- я ; ' в ,  -  £ - 

- В о  ] -

(2)

где Ug =  [Яд l/7(j Bp I Se ~ 3g — Bq
В силу равномерной ограниченности из равенства (2 ; следует,
что для сходимости °t£ к оС0 при £-~-0  достаточно,чтобы Q.g-^0
и ёе — О при £ - О -

I )  Будем рассматривать 6£ как операторы, действующие из С
в С • Покажем, что 6£ -~~0 при £ — #• Имеем

II Sell = II В£ -  В0 Ц =sup \(Bex)(t)  -  (B0x)(t)  /.
ttR,\foc\\c,41

Положем X , (S ) =  x ( t )  ( S e e ) ,  • Прибавляя и вычитая_из правой 
части последнего равенотва выражения (В£ X p )(z )  и ( d0 ос̂  ) ( t )  • 
подучим,что
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В силу условий 2° и 4° второе слагаемое в правой части мало при ма
лых Е>0 , а третье -  равно нулю. Осталось оценить первое слагаемое, 
для этого разность Х -Щ .  представим в виде суммы & [х:,£ ]+ -
+• V  [х , t  ] } где
2 l [ x , t ] ( S ) = 0  (4)

V [x,t](S) = 0 ( S 4 t -2 j ) ,  <5>
v [ x ,b ] ( S ) = v [ x , t ] ( 2 t -S -2 f )  (t ~2tf< S < t - j - ),  (6)

a J > 0  произвольно. Легко видеть,что Ц гг[х , £ ] Ц {  Ц х -
X J42  И IIU[х, t]lA  IIX-Xt\j+ IIV [x ,*]Ц 4 4 • В силу условия 3° и 
предположения (4) имеем

s u p  1 ( З е  и  [ x , t ] ) ( t ) l s < o c e  ( г ) Ц и Ц 4  4 < * е  ( Т ) ,  
tefi,Hxllcr4f
а из условия 1° следует,что

sap \(BFv - [x , t ] ( t ) U M , sup lv-[x,i](s)j=
teR,\[x\j(,14 l  £ ‘ S4t,l/xHcr * l '

- M t sup \ v[x , t](s)\ .
£eR ,se[t-2r,il,llxH ci41 ^

Для оценки I V [ jc ,t ] (S )\  воспользуемся предположениями (4) и
( 6 )

sup I?r [x ,t ](s )\ = s u p  l x ( s ) - x t ( s ) l r
Se [t ~2p t ] se[£~r,t]

Из условия ЦхЦс , 4 }  вытекает,что это выражение не больше f  •
Итак,

п А м ^ 1 1,В‘ , г : х 'т ) ^ М г-
А поэтому

SUD !(B£ ( x - X i ) ) ( t ) j 4 P 0Ce (r ) ^ M p
t eR ,  1/хЦс ,4/
В силу произвольности j  , малости 6  и свойств функции ОС это 
выражение можно сделать сколь угодно малым.



Таким образом, каждое слагаемое в равенстве (3) стремится к 
нулю, а поэтому ЦВ£ -В 0 Ц —■0 при 8 ^ 0 -

2) Перейдем к оценке оператора ае = (Д0 -Д £ )Д~’В0 - 
Легко видеть, что оператор Д0 1 В0 переводит единичный шар про
странства С1 в равностепенно непрерывное и равномерно ограничен
ное множество функций. С учетом его замечания доказательство мало
сти ае при малых В аналогично доказательству сходимости 8е 
к нулю при 8 О •

Из условий а е - ~ 0  и ве ~ ^ 0  при G -«-^следует, что Х£ —  SC0 
при В -^О »  Это и требовалось доказать.

Доказательство теорема I .  В силу цредложения I достаточно 
показать, что из В-обратимости L0 следует В-обратимость Le  при 
малых 8 > 0  • А в силу предложения 4 и В-обратимости операторов Д£ 
доказательство последнего утверждения сводится к проверко того, 
что В-обратимость Х0 влечет В-обратимость SCe  при малых 8>0. 
Это, в свою очередь, следует из сходимости SCe к Ха яри 8 -^ 0  
и предложения 2. Теорема доказана.

Доказательство теоремы 2 . Предположим противное, т .е .  пусть 
80 не является В-обратимым, но сушествует последовательность ин

дексов В£ —̂ 0  такая, что операторы Lei В-обратимы. Тогда в 
силу предложения 4 В-обратимы и операторы XeL , а из . ходимо
сти Х£ к Х0 при 8 -^ 0  и предложения 3 следует В-обратимость 
Х0 и, следовательно, В-обратимость оператора £0 . Полученное

противоречие доказывает теорему.

П. Признаки В-обратимооти операторов 
с малым отклоненном аргумента

Теоремы 1,2 вопрос о сохранении свойств устойчивости и-неус
тойчивости уравнения />£х = 0  при переходе от 8 = 0  к малому £ у О  
сводят к вопросу о В—обратимости операторов Де > действующих на 
производную в уравнении. Опишем поэ£ощу в этом п. признаки В-обра
тимости оператора Де .

1) Пусть Д£ представим в виде 1~В е  , где I  -  тождест
венный оператор, De -  вольтерров оператор и //Л£ Ц8 /С </ ■

Тогда, очевидно * Д£ =  В De х  De De +■ ■ ■ ■
Дегко видеть, что полученный оператор Де 1 вольтерров (предложе
ние 3 ) , а поэтому /7р В-обратим. • '

сю
2) Пусть ( fls 3 c ) ( t ) = J _ a K3 c ( t - e k K)>



/
где fiK^ 0 , CLK -  матрицы размера п х п и J  flaA/l<°° ■

к=1
Отметим, что оператор Д̂  представим в виде ге~’я , те . где те 
-  оператор подобия (Ц  2L)(S) = ZC(6S) , поэтому для В-обратимос
ти Де необходима и достаточна В-обратимость . Причем из об
ратимости Дг следует равномерная ограниченность^ обратных к Де . 
В-обратимость оператора Д1 проверяется с помощью следущего яред- 
ложзния.

Предложение 5 . Оператор Д1 В-обратим тогда и тольво тогда, 
когда при всех я е С  тавих.что R e ЛЬ* О , обратима матрица

%  - | г « exp (-xh K) и sup> o llr;’ ll<°° ■
По поводу довазательства и обсуждения этого утверждения см.работы 

[8 -1 2 ]  .
3) Обозначим через С(—° ° , о ]  пространство всех непрерывных 

функций ]-~Сп; через jcf  -функцию из С(—<*>,0], опре
деленную формулой x f  (S) — X ( t -*-£J (S40),xeC;^i^ & -пространст
во вектор-функционалов ty-С (-<*=,О] о естественной нормой.За
метим, что вольтерров оператор Д:С — С можно представить в виде

где cj,(t, - ) е &  ( t e R )  ~ некоторое семейство вектор-функциона
лов.

Пусть отображение t  •) ограничено и равномерно непре
рывно по норме.

Рассмотрим семейство операторов

( Де х ) ( t ) = f r ( e t ,  X t )  - '  (7)

Замечание. Семейство (7) не удовлетворяет условиям 1°-4 ° (вместо 
малого запаздывания оно имеет медленно меняющиеся "'коэффициенты"). 
Тем не менее, семейство (7) с помощью замены Те ~1Д£ Те  приво
дится к ранее рассматриваемому виду. Мы пользуемся записью ( 7 ) ,так 
как она удобнее для дальнейших рассуждений, использующих метод 
"замораживания".

Введем вспомогательное семейство операторов

(Д[S ] x ) ( t )  -ty (s ,X t ) (S 6 R ).
Теорема 3 . Для того, чтобы операторы Д& при малых £>О были 

В-обратимы и обратные к ним были равномерно по $ ограничены.не



обходимо и достаточно, чтобы все /7 [S ] (S c  Я )  были В-обратимы 
и обратные к ним равномерно по S ограничены.

Замечание. Исследовать операторы fl[S~\ проще, чем йе  ,
поскольку, во-первых, fl[s]  не зависят от Е , во-вторых, имеют 
более простую^структуру. Так, например, если

=  f  aK( e i ) x ( i - k K) ,
к=1

то ( / f [ s ] x ) ( t )  =  J aK( s ) x ( i b - h H) ,
А=1

т .е . Д [ s ]  есть оператор с постоянными коэффициентами и постоянным 
запаздыванием, для которых существуют аффективные признаки В-обра- 
тимости (предложение, 5 ) .

Доказательство. I .  Достаточность.
Определим вспомогательное семейство операторов формулой

Из равномерной непрерывности отображения S [ s ]
и формулы

# - f [ s i - # - f [ t ] = ( r r[ s ] ( # [ t ] - # i : s ] ) # - 7[ t ]

следует равномерная непрерывность отображения S > - Д~7 [$1  •
А поэтому оператор С£ переводит С в С •

Покажем,, что Д& се -*■ I  ДРВ В —  Q •

- Ц1

- Я - ' [ e { J ) ? ) ( t ) l .

Выражение (Се -Д~г[е £ ] ) /  можно представить в виде суммы
г с [/ ,* ]  + г г [ М ]  • гда & [ М ]  и г С М З  5Д0влвтв°Ряют
предположениям (4 ) -  (6 ) ,  тогда

\(дЕ(с£- й ' 1ш ) ? ) а ) \ ^ м  sup  _ ы м щ щ т т ! '

Оба слагаемых последнего выражения легко оцениваются с помощью 
предположений ( 4 ) - ( 6 ) .  В итоге подучаем



i l W e - l h H  SUP \((Ce -R -\ e t - ] ) f ) (s ) l+
H/l/41, t e  R, S6 [t ~r, i ]

+ Ш г ) 1 ~ М  Sup J a / r ^ e s l - f f - ' c e t v / x s ) ! *
/1/1/4 1,teR,Se[t-p,t]

+-2L d 1 ( p ) ,
где I  = su j) ЦД 1 [ s ] // . Второе слагаемое мало при больших p>Q ,

а первое слагаемое мало при каждом фиксированном р  >о и малых е> 0  
в силу равномерной непрерывности отображения S / 7 _ / [s~\ •
Таким образом, Д£ Се  - » - /  при 6~~0. Поэтому щ>и малых в > 0  В-об- 
ратим о п е р а то р у  се  (предложение 2 ) .

Заметим, что В-обратимость Д [.?]  влечет асимптотическую ус
тойчивость уравнения ( f l [ s ] x ) ( t )  = 0 (см.теоремы 2 и 4 работы 
[ 6 ]  ) ,  причем, нак нетрудно убедиться, константы в определении 

устойчивости не зависят от S . А из асимтотической устойчивости, 
в свою очередь, вытекает убывание памяти оператора Д~1 [S ]  .при
чем убывание равномерное по s  . Последнее утверждение легко про
веряется с помощью сравнения определений асимптотической устойчи
вости и убывания памяти оператора (см. , [6 ]  ) .

С учетом этого замечания доказательство сходимости Се Де  к 
I  при £ —О аналогично доказательству сходимости Де С& н /  . 
Поэтому Се Де  при малых 6 > 0  также В-обратим.

Из В-обратимости Де  Се  и С£ Де  при малых 6>0  следует 
обратимость/^, и Се при малых е > о  и вольтерровость Д р', 
поскольку Д~1 представим в виде произведения вольтерровых опе

раторов (Се ДЕ)~1=Д~1 с^ 1 и С& • А вольтерровость Д£ 1 оз
начает В-обратимость Де .

Равномерная ограниченность Д ~1 вытекает из следующей це
почки неравенств

К  *  II = supR кйтхт  »  mТ «*1-
teR

I I .  Необходимость. Введем вспомогательное семейство операто
ров С£ [S ]  с помощью формулы



Нетрудно доказать, что дри любом S€ R произведение С€ [в ]Д [£ $ ]  
сходится к Г дри 6~*~0 равномерно до S (доказательство ана
логичное доказательству сходимости Де Се  к I  дри В О)  ■
Поэтому при малых S > 0  оператор Cs [s j  Я [g S ]  В-обратим
( S 6 R ) .

Оценим теперь норму разности Я [BS~\ Сь [,S] - J .

* @ н а я е .  m - ц  1т щ ш т - т Ь

Второе слагаемое мало при больших gr , а первом можно преобразо
вать следующим образам. Обозначим _/s через у  . Тогда

I(Се [S ]fs- t ) ( t )  ~fl£ ' f s- t  ) ( t ) l  =  j ( c £ [ s 3 y ) ( v ) ~

-(Я еУ Ю '* )!  =  l ( $ e % - z  X s> ~ ( в е У Х * )  / .
Пусть (Де У ) ( ? ) = х ( % )  *  ^ e ^ s -z  ( ? )  - t y ( 4 ) -
Тогда у ( Ч) = ( д е Х ) ( ю  -/fe y ( f + S - r )  или

f ( £ $ ,  X f ) r = p ( e ( £ +S -T ), y f ^s _v )  или

9-(e ? ’ x t ) ~ fr (e f ’ t f f + s - z ) = $ ( e ( s + s - r ) ,  “  

h + s - z l - g - f e z ,  f e + s - v )  *
Правая часть последнего выражения стремится в нулю при 6г-^0< по
этому и левая часть должна стремиться к нулю. Заметим далее, что 
левая часть представима в виде f l e (x - f f c „ s ) (  f )  и операторы 
Д~1 равномерно по £ ограничены, а поэтому разность x - £ t_3 

мала при малых £  , т .е .  Д3 1 g ,(s ) - Я~ 1g s _ -+~О ПРИ £~^0-
Таким образом, Д [BS2 @е [S3 —— I  ПРИ <S ~~0 и, следовате

льно, при малых £ >0  В—обратим оператор Д [BS 3 C'g [S ] '
Из В-обратимости операторов Я [BS] £е  [S  J и Q  [ $ ]  R [BS] 
следует В—обратимость оператора Я  [ В S 3 '

Равномерная ограниченность Д~г[ $ ]  вытекает из соотношений

\ R [e s ]x i^ s u ^ \ (f le x &. t ) ( s ) \ ^ s f f p J ^ f
£
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Ю.А. Смирницкий

ОБ ОДНОМ ПОДХОДЕ К ИССЛЕДОВАНИЮ КОЭРЦИТИВНОЙ РАЗРЕШИМ0С1И 
РАЗДОСТНЫХ УРАВНЕНИЙ В РАВНОМЕРНЫХ МЕТРИКАХ

Известно, что коэрцитивный подход к исследованию разностных 
уравнении позволяет не тсльно устанавливать их разрешимость, но и 
получать двусторонние оценки погрешности решения. В наиболее инте
ресных для приложений С нормах коэрцитивные оценки для разност
ных эллиптических и параболических уравнений не имеют места, так 
как они не имеют места в дифференциальном случае. В [ I ]  установ
лено, что для эллиптических разностных уравнений второго порядка 
и второго порядка аппроксимации без смешанных производных справед
ливы почти коэрцитивные оценки в равномерной метрике, отличающие
ся от коэрцитивных оценок логарифмически растущим множителем при 
стремлении к нулю шага сетки. В [ 2 ]  разработан метод, позволяю
щий подучать почти коэрцитивные оценки в С норме для разностных 
параболических уравнений при помощи оценок фундаментального реше
ния соответствующего уравнения. Однако эти оценки устанавливаются 
в предположении жесткой связи между тагами сетки по временной и 
пространственной переменным. Предлагаемый в настоящей работе метод 
позволяет получать почти коэрцитивные оценки в С норме для мно
гомерных разностных глиптических и параболических уравнений произ
вольного порядки аппроксимации без ограничений на соотношения меж
ду шагами сетки по разным направлениям.

I .  Абстрактные уравнения

Рассмотрим уравнение

 - ' - / 7 / г . 2 / = /  ( 1 )

в банаховом пространстве Е с линейными операторами ...........
Это уравнение вызывается ноэрцитивно разрешимым в пространстве Е, 
если пересечение* областей определения операторов ( к п )


