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Г.С.Жукова, Н.П. Черных

НЕОДНОРОДНЫЕ СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННЫЕ линейные системы 
В СЛУЧАЕ КРАТНОГО СПЕКТРА ПРЕДЕЛЬНОГО ОПЕРАТОРА

Как извзстно, решение неоднородной линейной системы дифферен
циальных уравнений достаточно просто выражается через общее реше
ние соответствующей однородной системы. Однако цри построении по
следнего нередко приходится сталкиваться со значительными трудно
стями. Кроме того, может понадобиться такое частное решение неод
нородной системы, которое имеет тот же характер, что и свободный 
член системы.

В настоящей работе строится частное решение сингулярно возму
щенной линейной неоднородной системы

e ^ = , p { ( t , £ ) x - £ d f ( t . 6 ) e e " ' e ) ,  ( 1 )

имеющее тот же характер, что и свободный член выражения ( I ) .  Рас
смотрение ведется в банаховом пространстве £  . Отдельно изуча
ются резонансный и нерезонансный случаи.



Пусть всюду в дальнейшем В (Е )  и G (E )  -  пространства 
всех линейных, соответственно, ограниченных и замкнутых операто
ров, действующих в Е . Относительно коэффициентов уравнения ( I )  
предполагаем:

1 ° . 9 ( t , £ )  дифференцируема по t  ; функции й
и 9(Е,£) =  —  допускают представления

a t
m v - i g w h  ш

e ( t , e ) = £ kZ  e L0 ; ( t ) ;  
cz-0

2 °. fl0 : R^-^G-fE) и имеет при каждом t  плотную в Е  не
зависящую от t  область определения ; Др • В (Е )  при
1>у 1 ;

3 ° .  he А/, сСе F ;
4° функции f l h f i ' '  IR*-*~E и “&р ■' t  * 0 )

достаточное число раз непрерывно дифференцируемы по t  .
Сдезвем в уравнении ( I )  замену переменных

x ( t , £ )  = y . ( t , £ ) e (t’ e ) > (3)

в результате которой для векторной функции получим
уравнение

или, что тоже самое, уравнение

R tb)-Q 0 ( t ) I ) y = H ( t , e ) y + - e * f ( t , £ ) >  (4)

где с учетом представлений (2) операторная функция 
имеет вид



Заметим, что построение решений уравнения (4) будет существен
но зависать от значений скалярной функции 0О ( t )  • Здесь следует
различать следующие два случая:

- резонансный, когда в0 (-6) при некотором t  является 
собственным значением оператора ff0 ( t )  ;

- нерезонансный, когда 0о (■£) при всей /  не имеет общих 
точек со спектром оператора R0 (ib) .

Ниже будет показано как может быть построено частное решение 
уравнения ( I )  з кэвдом чз этих случаев.

СЛУЧАЙ ОТСУТСТВИЯ РЕЗОНАНСА

В нерезг нансном случае при каждом f e !R *  оператор 

Og(i) -Д0Ш~в0(6)1 будет непрерывно обратим и уравнение (4) будет 
иметь единственное решение

^  = ГНу +■ £*Г f  у где r ( t )  =  (ffo ( t ) - ва ( t ) i y 1. (7)

Но согласно (5) H ( t ,0 )  =  О . Поэтому цри достаточно малом 
e f le \ 4  ЦГН1ГГ/ существует и ограничен оператор (1-ГН)~\
который может быть представлен в виде ряда

( I - г н ) 1= Z  ( г н ) * ~ 2 е * в 9 Ш  (в)
к*0 -i^o

с коэффициентами; f$g ~

$ К~1 

в» =Ь Л  - / * ’ ? • /  г* S i (Hl*-c Г)Н*-1’—  ~l« -i  •
K=t 1

(Выражение (9) является следствием (5) и формулы перемножения 
степенных рядов).



Причем, с учетом (2) и (8) функция у.(-Ь,£) допускает представ
ление

(ID

где

B i W f + c W ’ (12)i=о
Поэтому согласно замене (3) рассматриваемое уравнение (I )  имеет 
частное решение вида

, 2  . ^  , ав(*,е)
Т*оx (t,£ )= e  - (13)

«
Тем самым мы доказали следующее утверждение.
Т е о р е м а  I .  Пусть выполнены предположения 1 ° -4 ° . Тогда 

в случае отсутствия резонанса неоднородное дифференциальное урав
нение ( I )  имеет частное решение вида (13 ), где векторные функции 

(£ )  находятся по формулам (9) и (12 ).
Заметим, что .приведенное доказательство теоремы I не зависит 

от структуры спектра оператора $о ( t )  (от числа его изолирован
ных частей, от геометрической и алгебраической кратностей его соб
ственных значений и т .п . ) ,  а требует лишь, чтобы во № ) ни при
каком i  на являлось собственным значением оператора ( t ) •

РЕЗОНАНСНЫЙ СЛУЧАЙ

Остановимся на изучении одного частного случая резонанса.
Предположим, что дополнительно и 1°~4° выполнены следующие 

условия:
5 ° . При каждом t f e / f  число 90 ( t )  является изолированным' 

собственным значением оператора 90 ( t )  . которому соответствует
корневое подпространство конечной и не зависящей от t  размер
ности п>^1 , имеющее жорданов базис постоянной по t  струк
туре;



6 °. При каждом t e  R *  оператор C0 ( t ) - f l0-90 ( t )T  является

фредгольмовнм индекса нуль и d im  K erC0 ( £ ) s m , ■
Пусть f t  ( t ) ,  . . ;У т(£ )  и ( t )  -  базисные

векторы в K e r  C o (t)  и C ok er  Со ( t )  соответственно; Г  •  _
R + ~ ~ В (С )  обобщенный обратный к оператору Со ( t )  (см. 
[3 , с.478 ]  )-,<z,<f>> -  значение линейного функционала (/>еЕ* 

на векторе z e E -
Напомним, что оператор Г(Ь ) обладает той же гладкостью,

при каждом фиксированном t  образуют для элемента <fteKerC0( t )  
жорданову цепочку некоторой длины n j  . Причем, в силу предполо
жения 5 ° оператор C0( t )  имеет при каждом t  полный жорданов 
набор из собственных и присоединенных векторов (см. [ I ,  с . 427 J ) .

Поэтому без ограничения общности можно считать f t  и ( l ,j =
= 1jh  УЖ0 вобранными так, что / г / ( j  = 1 ,т )  не зависит от t  ■,

где -  символ Кронекера.
Заметим,что с учетом свойств обобщенного обратного оператора 

Г(Ь ) решение уравнения ( I ) ,  в случае его разрешимости, находит
ся по формуле

что и С о(± )  . Кроме того векторы

п т = п  и

(14)

m

J=1
откуда при достаточно малом С

ц = е « ( г -г н Г 'г / * I  < H d -rH f’Sjftj ■ (15)

, Фигурирующие здесь скалярные функции Sj ( t , £ )  ( j= J ,m  )
будем подбирать так , чтобы выполнялись условия разрешимости урав
нения (4 ) , которые с  учетом (15) имеют вид



Для того , чтобы выяснить структуру решений системы (1 6 ) ,про
делаем ряд предварительных преобразований.

I  е и м a I ;  Операторная функция F = H (I~ F H )~* допускает 
представление г

F ( t ,e )  = Y. ю №)> (17 )
•f>,1

где

•) -j-K + l  y-l-i-K-f- '"  ~~*2 K-t
L f0 =  t  >  _ !  . . .  >  . П  ( HiK-c Г - • (18)

K~1 C/(-f 1 Cj a f

Доказательство. Прежде всего заметим, что

(i-rn y '-Z (ГНУ, r p - Z  I'ГМА
/ К*-О

Ищ формулы (5) индукцией по К> 1̂ приходим к выражению

У - л ч - Г  х -г

( г н )  £  У  ... У  Г П  ( r t i K - z >
I * *  ix-i-f 4 = 1  £=t

которое и влечет за собой справедливость утверждений (17)—(18 ), 
что и доказывает лемму I .

I  е м ма 2 . Для любой скалярной функции $j справедливо 
равенство

ш  j,<4) d ^ fij >г\\



-  П  г 9'* -7' - ' " - *
£-1

На доказательстве леммы 2 мы на (Зудам останавливаться, так 
как оно проводится по аналогии с  доказательствами леммы 2 -3  в 
[2 ].

Нетрудно видеть, что в силу формул (2 ) и (17)

Н(1-ГН)Т Г £* Г  W  r f* ■
'ЭЫ к=0

Поэтому с учетом (19) условия разрешимости (16) могут быть 
представлены в виде

[М ] (а_у -j

+ 2 ^  2   ̂ ’ V i> ^J ] = 0 ’
S»'k а=1 (22)

где

V-/
= < А  / К  > < ^ А  ' К  > (т)>'0) ■

Запишем систему (22) в векторной форме

,oC V’ ^

9>
е*  У Л . а) + 2  e% f (*)&&,£) =о, агз>

)>>,0 а >'Л-/

где ty j(t) и B (t .e )  -  /п -мерные векторные функции, £  - е  ко
ординаты которых соответственно равны D j . / t )  и  8 ,  ( t € )  и 

im i а Ус у
А / »  Z  II < L-t-ah, л  IL J  = О %

а>,о



Предположим, что коэффициенты уравнения ( I )  таковы, что при 
некоторых натуральных числах а  ьО  иО-$В<В выполнены условия:

при )><а и f a (t-)£ O l  (24)

ДРИ ^ <9- и d eb  t fft fr i + O ( i e R +y. (25)

Тогда в силу метода диаграммы Ньютона-(см. [ I ,  § 2 ]  ) ,  при
меняемого к уравнению (2 3 ), векторная функция В (£ ,£ )  имеет 
вид

B(i,£) = e x+a'~S z  (*)> (26)
ЯъО*

т .к . в рассматриваемом случае диаграмма состоит из. одного отрезка, 
соединяющего точки ) и (. Т, В ), откуда следует, что
соответствующее определяющее уравнение имеет при в сех_£  единст
венный (и, следовательно, простой) корень &0 (i )= -£ g 1 (t)fya. (£)■

Для нахождения последующих коэффициентов разложения (26) мо
жет быть применен метод неопределенных коэффициентов.

Действительно, подставив выражение (26) в уравнение (23) и 
приравнивая коэффициента при одинаковых степенях параметра £ ,  
приходим д  соотношениям

f a + a + l . t i - K + S . f 8* * 10
к=о

откуда в силу предположения непрерывной обратимости оператора 
£Si ( i ) при всех t  (с м ,(25 )) и обозначения €̂ )1 полу

чаем рекуррентную формулу для последовательного определения век
торных функций Вк ( t ) •

(27)
р., К1-к+6)/М

+ t  >  l <t+K+S-aA..a%rf'i*liJ = i » i 3* ]
k*o a= i

Таким образом, мы доказали следующее утверждение. 
- Т е о р е м а  2 . Пусть выполнены предположения 1-6 и 

условия (2 4 ) , (2 5 ) . Тогда неоднородное дифференциальное уравнение 
( I )  в случае резонанса имеет частное решение вида (15 ), где век



торная функция B (t,e )= co £ o fn (8 f ( t , e ) , - ,  8т (± .£ )  находится 
ао формулам (2 6 ),(2 7 ) .
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