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МНОГОЗНАЧНЫЙ ИНТЕГРАЛ НТО

В настоящей работе дается конструкция многозначного аналога 
интеграла Кто и исследуются его свойства. С помощью введенного по­
нятия удается рассмотреть стохастические дифференциальные включе­
ния и получить утверждения о существовании их решений.

В теории стохастических уравнений, как и в теории обыкновен­
ных дифференциальных уравнений, включения возникают естественно, 
например, в случае управляемых систем или при исследовании уравне­
ний с  разрывными коэффициентами (так называемые ослабленные решения 
стохастических уравнений). Однако в известных авторам работах (см ., 
например, [1 -3 ]  и приведенную там библиографию) рассматривались 
стохастические дифференциальные включения лишь с однозначной непре­
рывной диффузией, что видимо, объясняется используемым аппаратом 
и отсутствием конструкции многозначного интеграла Ито.



I .  Многозначные стохастические интегралы

Пусть U -  метрическое Пространство, Вп -  0  -  алгебра бо- 
релевских множеств метрического пространства 2с . Пусть (Т, 2 Г )
-  измеримое пространство, f :  Г-~и -  многозначное отображение (м- 
отображение) ,  т .е .  для каждого t e T  определено множество 
F (t ) c  U ( образ точки t  ) ;  м-ото<ражение F  называется изме­

римым, если F_'(B) = { t e T lF ( t )n  Для всякого В £ Вг •
Отображение f -  T— U называется сечением многозначного ото­

бражения F , если { ( t ) e F ( t )  лля всех Ь е Г . Вели / "  -  изме­
римое отображение, то оно называется измеримым сечением.

Пусть Е -  банахово пространство: обозначим через К(Е)  
множество непустых компактов в Е ; м-отображение Е--Т~~Е, 
имеющее компактные образы, будем обозначать Е- Г  А(Е)  ■

Л е м м а  I .  . Пусть F•• Г —  K (R n)  -  многозначное отображение. 
Для того, чтобы F  было измеримо, необходимо и достаточно, чтобы 
для любой точки х е  Ra функция yx ( t )  = р (х>  F ( t ))  была
измеримой.

Доказательство. Рассмотрим множество /,а ~ [Ь j t e  Г,Ух Ш <а\.

Очевидно, что l a =  F^(Ba (oc)) = {tjteT, F(i)r\Ba(x)*p}p№ ва(-х) -  
открытый шар радиуса а  с центром в х  - Из равенства этих двух 
множеств вытекает утверждение леммы.

Пусть ( Л ,  Р , Р )  -  вероятностное пространство. Многозначным 
случайным вектором (м-случайным вектором) назовем м-отображение 
F '-S l^ ’R'1 • если оно измеримо относительно Y  и Внп ; «-слу­
чайный процесс m  каждому моменту t e [ S ,T ]  ставит в соответ­
ствие м-случайный вектор F ( t ) -

м-случайный процесс m : (з, Т j RrL измерим, если м -ото- 
бражение Гп- измеримо относительно <з -  алгебр BCStT:ixSf  
И В r  п  •

Пусть задано неубывающее семейство <3 -подалгебр ^  <д' -  
алгебры <J, te[s,T] . Пусть rri - измеримый случайный процесс.
Он называется неунраждающим относительно семейства ^  , если су­
ществует м-цроцесс m  » такой что
1) rrt(- , CJ) т ( • , СО) С вероятностью I ;
2 ) r n ( t ,  •). является %  измеримым для каждого t  .

Т е о р е м а  I .  Пусть (J l ,4 ,  Р )  -  вероятностное простран­
ство, ^  -  неубывающее семейство & -подалгебр в  -алгебры ^.



Многозначное отображение т .: [s, Т~\*Sl-~ К ( Rn )  тогда и только 
тогда является измеримым случайным процессом, неупреждающим отно­
сительно семейства Щ. , когда существует счетное множество 
{  /от }  измеримых сечений пъ » которые являются неупраждающи- 
мд относительно семейства ^  , и таких, что значения {//77 ( t )  1
плотнив m ( t )  для каждого t e [ s , T J -  

Доказательство.
Необходимость. Пусть Q = {г ,,.- - ,2 П, • • • }-  некоторое’ счетное 

подмножество в ft*1 , состоящее из точек с рациональными координа­
тами. Построим последовательность отображений {%]■>%-•• [s,Tjxfl-'-rf1- 
Будем строить ее по индукции. Положим f f ( t ,c o )  = Zi • асли ПРИ 
данных (Ь, со)  * с -  наименьший номер, такой что y>ZL(t ,c o )  = 
=J)(Zi,m(t,Q)Xj;' Всли %  У®0 построено, то ^определяется
следующим образом: (t,co)=Zi если с -  наименьший номер та­
кой, что <fZL (t,(y )= / > (z£ ,/ n (t.a ))< ^ J > (9 k (& V )> Z i)< 2 & >
i .e .  Ук-1-1 aJ)~  > гд0 С -  наименьший номер точки из Q ,
лежащей в множестве QО B j_  (^ к )П Bj_ (m (i,co ))-

Покажем теперь, что отображения (fJK измеримы. Для этого за­
метим, что в силу лешш I множества Ai(a) = {(t,CL>)f(t,u))e [s, f ] * 
ХЛ,%(foX-ti} измеримы. Тогда функция % измерима, так как {Ц,Сд)Щ,

со)е [s,Т]хЛ, % (i)=a^Ai (j) \JJ. Ap(~ f) ~ измеримоа “ н о ж а с1 в о - 
Предположим %  измеримой, получаем измершость из следую­
щего равенства: { (b ,c o ) j ( t ,c o )e  [8,Т']хЛ,Ц1к^ ( Ь ,с о ) ^ г ^ -

=  hL (~Г~) \ [{(Ь&)//>(УкЬ, СО), Zi)>j^r} U(OjAp (ji^)O 1

f){(t,co)lfi(4Jp (t,co ),zK)< 1i r } ) ) \ -

Таи как для любого ( t,co)£  & Г ) * Л  имеем ,р(<Хк Н,й>), <Хк+1(Ь,й))Х
4  j t w  то последовательность равномерно сходится в некото­

рому измеримому отображению % . Поскольну j)(q K(t,co )m  (t, со) )4 ~
ж множества m (t,co) замкнуты, получаем, что дай любых (t ,co ) ,

'  уа ( t ,  со)е m ( t ,  и>) , т .е .  <Ха является измеримым сечением tfz-
Аналогично, если мы зафиксируем t0e [ S , T ]  и рассмотрим 

м-отображеняе rrt(t0,-);fL~~- Rn .то  оно является измеримым от­
носительно . Следовательно, - ) :Л  R n также будут изме­
римыми относительно этой Э -алгебры.Тогда и предельное отображение



) является измеримым относительно <?, , т .е .  и. являет­
ся неупреждающим. 0

Итав, каждому счетному всюду плотному подмножеству Q c Rn, 
состоящему из точек с рациональными координатами, можно сопоставить 
измеримое сечение %  , удовлетворяющее условиям теоремы.

Отметим, что если при некоторых ( t ,  со)е [s , T j x f i  и 
xem fcco)  имеем, что р (х ,  г , к '  то у  ( t , M )  = г , - 
Следовательно, *

р ( х щ  (Ч,со))4р(х,цк ( t,co))+fi(yK( t ,со)%  ■

Пусть теперь -  последовательность счетных всюду плотных
подмножеств в , состоящих из точек с рациональными координата­
ми, построенная по следующему правилу. Вели =  { г , , г 2 , 
то Qm--[г/г,-,-/ >Zm+2 ,•••■> Zmy£ Тогда последовательность отобра­
жений { f m \ ' fm=<f> является искомой. Действительно, если зада­
ны ( i ,  со) . xa m (t!co )  » Д0Л00 к>0  « т о  можно найти номер т 
такой, что > следовательно, j ) (x ,

Достаточность. Пусть xeR n, {f/n} -  счетное семейство из­
меримых сечений nrt , удовлетворяющих условию теоремы.

Тогда для любых (t , со )е  [S, Т)*Л  има ем %  (t,co)= fi(x , nrt (t,Cd))= 
= i n f  ft (X, -fm (t,O J))  , следовательно, </>x  -  измеримое отображение и 

m ftx (t0 -)измеримо относительно ^  . Утверждение теоремы вытекает 
теперь из леммы I .

В дальнейшем для простоты изложения ограничимся случаем одно­
мерных случайных процессов. Обобщение на многомерный случай не вы­

зывает никаких трудностей и проводится стандартными методами.
Пусть (Л,Ч,  Р)  -  вероятностное пространство, на котором оп­

ределено броуновское движение й/^ . Обозначим через {  }  возра­
стающее семейство 0  -  алгебр, с которыми процесс ^  согласован, 
т .е .  является неупреждаицим по отношению к Щ. и для любых S<T< 
< i < T  приращение h/t  -  tVr  а0 зависит от ^  -

Пусть гп ; [s ,T ]xJ l^ K (7 ?9 -м-случайный процесс, язупревдаю- 
щий относительно ^  и удовлетворяющий следующим условиям: сущест­
вует неупреддающий'случайный процесс € ;J)S, Т]*Jl —  /?л » такой,что 
почти наверное (т. Ц, со) 14 U(t,tv)\ и S jW r ) \ ‘dt <°° •

Определение I .  Многозначным интегралом § * m (t,co)cL t  
назовем множество (z ,co )d v\  интегралов от измеримых сече­
ний /  м-процесса °т . удовлетворяющих условию согласования с 
семейством.



Определение 2. Многозначным интегралом Ито f  m('Vtco)d^z 
назовем множество интегралов Ито от измеримых
сечений -f- процесса гтг . удовлетворяющих условию согласования 
с б  -алгеброй

П. Свойства многозначных интегралов

Для исследования построенных многозначных интегралов нам по­
надобится следующее техническое утверждение, играющее в дальнейшем 
основную роль.

Рассмотрим прямое произведение Л = [ 0 , T ] x f i  , <3 -алгебру

ВСот1* Ч  .где ВС0>Г] -  борелевсвая б  -алгебра на [О, Т ] , 
и меру Р ' , которая является прямым произведением лебеговой меры 
на [ 0,Т]  и вероятности Р .

Л е м м а 2 . Пусть {y i (t ,(0 )\i _i -  случайные процессы,для

которых существует суммируемая функция ) > О, такая, что по­
чти наверное по мере Р' на А выполняется неравенство

и H f(fj(v ,co )d T < c° .
Тогда 0
1) Существует двойная последовательность не отрицательных чисел
г -]РО оо 00

1л«1 ь = /д =1 такая, что J  =1 для каждого с , -  О
для к>К0 (с )  и последовательность f a ( t , c o ) = ^  Я ^  f a ( t , со)
сходится почти наверное по мере Р' на Л к ^некоторому-^измеримо­
му случайному процессу fa t , со).
2 ) Если процессы fa (t,co) -  науправдающие относительно семейства 
неубывающих б  -алгебр ^  , то процесс y ( t ,c o )  также неупреждаю- 
щий относительно Я± ■

Доказательство первой части леммы аналогично известному дока­
зательству подобного утверждения для случая А=- [0 ,Г]  (ом.напри­
мер [ 4 ]  и приведенную там библиографию). Кодификация доказательст­
ва для данного случая связана с переходом от отрезка [0 , Г J в 
произвольному измеримому пространству. Вторая часть утверждения 
леммы просто доказывается с использованием стандартно! техники те­
ории случайных процессов.

В дальнейшем всюду будем предполагать, что образы m ( t , c o )  
выпуклы.

Т е о р е м а  2 . Пусть f a ( t , c o )  -  мосле довательнооть се -

чп



чений м-случайного процесса т  , существование которых установ­
лено в теореме I .  Пусть числа M fy L(v,co)dz  сходятся к некото­

рому Z . Тогда существует измеримое сечение U-(t,co) процесса п. 
такое,что M f T̂(z ,co)d v= Z r.

Доказательство. Как в леше 2 , построим процессы y i ( i , c o )  ,и 
пусть ty(t,CO) -  соответствующий предельный процесс. Из выпуклости 
образов пг  и из леммы 2 следует, что tf i ( t ,c o )  -  сечения т. , 
измеримые и неупреждающие относительно . Так ван образы т  
замкнуты, то u(t,CL)) -  такие измеримое сечение, неупрежцающее 
относительно . Из свойств последовательности ]• следует

что Mfo Гу(т,СО)d z  = Urn  ̂/ if ̂ (V ,co )d z= z .
Теорема доказана. c °  t  ^

Т е о р е м а  3 . Множества fm (z ,Q ))d r  и Гrri(T,GO)dwz  
выпуклы. о ’ о

Это утверждение следует из выпуклости образов пг(Ь,ш) и 
линейности интегралов.

Ш. Стохастические дифференциальные включения

Используя многозначные стохастические интегралы, можно опре­
делить понятие стохастического дифференциального включения с мно­
гозначным сносом и диффузией. Как и стохастические дифференциаль­
ные уравнения, они имеют строгий математический смысл только в ин­
тегральной форме. Отметим, что стохастические дифференциальные 
включения с однозначной диффузией рассматривались в работах [ I -
3 ]  (см.также приведенную в этих работах библиографию).

Пусть эаданы полунепрерывные сверху отображения Л(t ,x ) ,  
B (t ,x ) ,  действующие из R2 в Я1 и имеющие выпуклые образы 
(основные понятия теории многозначных отображений см ., например,в 

[5 ] ) .
Стохастическим дифференциальным включением будем называть вы­

ражение вида  ̂ ^

x ( t , c o ) e x 0^ ffd v ,x (z ,c o ) )d z + fB (t ,x ( t ,c o )cL m z , ( I )

где Wt  -  винеровский процесс.
Определение 3 . Будем говорить, что включение ( I )  имеет слабое 

решение, если существует вероятностное пространство, процесс x ( t , со) 
и винеровский процесс и£ на этом пространстве, для которнх почти 
наверное выполнено ( I ) .



В данном случае термин "слабое" соответствует общей термино­
логии теории стохастических дифференциальных уравнений.

Важным примером стохастических дифференциальных включений яв­
ляются включения, порожденные стохастическими дифферентальными 
уравнениями с разрывными коэффициентами. Такие включения для урав­
нений с непрерывной диффузией и измеримым сносом исследовались,на­
пример, в работах [ 1 ,2 ]  .

Рассмотрим стохастическое дифференциальное уравнение

x ( t yaj) = х 0 -* -fa (z :,x (z ,co ))d z^  J tfC z ,x (z ,co )d iv z , (2 )
'°o 0

где коэффициента a ( t , x ) ,  b ( t , x )  удовлетворяют условию локаль­
ной ограниченности без предположения непрерывности, измеримости, 
невырожденности и т .д . Рассмотрим множества

Я ( t , x )  =Л о~ { а ( г ф )  \Ь -т \+1ос-у1<(Г ,(г,у)ф А/},

B U ,c c )= n  \ х -у .\ < $ ,(г ,и )ф / / },
<Г>0,А/ '

где А/ пробегает множества лебеговой меры нуль, 0Л* означает 
замкнутую выпуклую оболочку. Аналогично [5 ,  лемма i ]  можно пока­
зать, что многозначные отображения R ( t ,x ) ,  B ( t , x )  полунепрерыв­
ны сверху.

Определение 4 . Слабое решение включения

х ( Ь , с о ) е х 0 + J f l ( z ,x (z ,c o ) )d z  +- J b (z, x ( z, cl>)cLwz

называется ослабленным решением стохастического дифференциального 
уравнения, (2 ) .

Т е о р е м а  4. Пусть м-отображения Д, В ■ R2 K f R 1 )
( о ) имеют выпуклые образы при всех t, х е R1 > ( с о )  являются 
полунепрерывными сверху по совокупности переменных; ( o i l )  удов­
летворяют условию Ито, т.е.-яри'накотором л>£> и всех t , x e R 1 
выполняется неравенство 
SUpla\+SUf)\b\< К(1+ \х\)-
аей(Ъ,х) SeB(t.x)

Тогда включение ( I )  имеет слабое решение.
Идея доказательства теоремы 5 сводится к следующему. Рассмот­

рим последовательность a .i ( t ,x ) ,  $ i ( t , x )  непрерывных однозначных 
Si -аппроксимаций многозначных отображений Д( t , x ) ,  B ( t , x )



соответственно, при L О . Эти аппроксимации обладают
тем свойством, что графини a i ( t , x ) ,S c ( t ,x )  находятся в -о к - 
рестности графиков d ( t , x ) ,  B ( t ,x )  соответственно. Существование 
таких аппроксимаций доказано, например, в работе [7 ]  . Стохасти­
ческие дифференциальные уравнения, имеющие снос a . i ( t , x )  и диф­
фузию BL ( t , x )  , обладают слабыми решениями X i(t ,a > )  , причем в
условиях теоремы множество мер на пространстве траектории, соответ­
ствующих этим решениям, слабо компактно, так как все a i ( t , x ) ,
BL ( t , X )  удовлетворяют условию ИТО с одной и той же константной 
К [ 8 ]  . Выберем подпоследовательность X i ( t , c o )  , для которой 

соответствующая последовательность мер слабо сходится к мере, со­
ответствующей некоторому процессу x ( t , c o )  . Процесс х ( t ,c o )  
и является искомым решением. Это доказывается с помощью мартиягаль- 
ного подхода (см ., например, [ 8 ,9 ]  ) .  Мы строим сечения a ( t , x ) ,  
8 ( t , x )  отображений ) ,  В(\

лемму 2 и показываем, что процессы 
И (х/с,со)-  Га(т,x(z,co))dT)-f %*( 
ми. о о

Следствие. Если коэффициенты стохастического дифференциально­
го  уравнения (2) удовлетворяют условию-ИТЪ, то уравнение (2) имеет 
ослабленное решение.
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С.В. Дворянине®

ПРИМЕРЫ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ СИСТЕМ 
ИМЕЮЩИХ АВТОВОЛНСВЫЕ РЕШЕНИЯ

В литературе отмечается необходимость изучения математических 
моделей колебательных процессов, учитывающих распределенность ко­
лебаний и во времени, и в пространстве [ 1 , 2 ]  . Ниже указаны пара­
болические системы вида

для которых первая краевая задача имеет периодическое по t  реше­
ние. Так как в уравнения переменная t  явно не входит, эти реше­
ния можно назвать автоволновыми. Возможность конструкции таких си­
стем была указана проф. М.В.Федорюком.

Рассмотрим систему

а Iди _  а дги i
-dt ■' к1 дзс2 + Ь , ,
дт/ , 92 гг . ,  ^-pp-=k2~ 2 - u - v'+SLrzx-syri v-+k2V- ]

в которой t s 0 , 0 4 X 4  ж  и неизвестные скалярные функции 
U(x,b),v(x,t) удовлетворяют граничным условиям

и\ Ж U-1 =2г1  =2Г-1 = п . ^IX =0 1сс^л jjc = 0 \х = Ж


