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Л.М.Фридман

МЕТОД УСРЕДНЕНИЯ ДЛЯ СИНГУЛЯРНО ВОЗЩКННЫХ 
РАЗРЫВНЫХ СИСТЕМ

I . Постановка задачи. Рассмотрим систеад дифференциальных 
уравнений

разрыв I-г о  рода на поверхности S'S(z )=0 ,  причем u (2 )= sg .n S (z ).
При исследовании поведения решений сингулярно возмущенных си

стем с гладкими правыми частями рассматривают два основных случая. 
Когда система "быстрых движений" имеет асимптотически устойчивое

мой А.Н. Тихонова [ I ]  . Для случая, когда уравнения быстрых дви
жений имеют орбиталъно асимптотически устойчивое периодическое ре
шение, Л.С. Понтрягиным и Л.З. Родыгиным [ 2 ]  разработан специаль
ный вариант метода усреднения. Аналог теоремы А.Н. Тихонова в слу
чае, когда разрывны уравнения медленных движений, доказан в моно
графии В.И. Уткина [3 ]  .

В настоящей работе рассматривается решение задачи Коти для 
системы ( I )  с начальными условиями

Показано, что для анализа поведения решений задачи (1 ) , (2 )  
применима процедура усреднения Понтрягина-Родыгина.

2 . Формулировка основного утверждения. Предположим» что вы
полняются следующие условия. _

I .  Функции / ,р еС гсё] • гДв £  замкнутая область (&сШ x&xfi
П. Поверхность S является поверхностью без контакта систе-

положеняе равновесия, поведение решений системы описывается теоре-

(2)

= f ( Z , y , U ( Z ) ) ( У  -  параметр) . СЗ)



при всех У в В  ( В  -  сужение области G- на Д п )•
Ш. Система (3) при всех У6 В  имеет изолированное асимп

тотически орбиталъно устойчивое Т ( у )  -  периодическое решение

Z0 ( v , y )  такое, чтоl°C01( f  ) -области влияния 1 0(€, у 0) » приЧ®“ ^

0<Г1< Т(у)<Г2 < о° •
Без ограничения общности можно предположить, что dS/dZ^O  

в области G- (нижний индекс у векторсз здесь и вскад ниже будет 
обозначать соответствующую их координату). Вместо переменной ^  
введем в рассмотрение новые переменные S6 R и Х &Дт 1 по 
формулам

S = S ( z )  -, =  ( ь ~ 1, m - f ) ‘

Тогда системы (I )  и (3) примут соответственно вид 
j i ^ . =  ( t fz a d S ,f )= h (s ,3 c ,y ,v (s ) )

Jj- j f f  =  F(s, X , у, V(S) ) ; =  H(s, х ,у ,  V(S))

(V(S) -S 9 n s )  И  (3 ')
■^1- = h ( s , £ . t f , V ( S ) ) ,  S>X,y,V(S))-
Начальные условия (2) запишутся в форме

S(0,,JJ.) = s (z •), Xi 0OJI) = Zr°+1, (i = hrn^n, y(o,ft) = y°. (2’ )

Каждому периодическому решению (3») на поверхности S =0  со
ответствует Х я( у )  -  неподвижная точка отображения р  -кратного 
последования ф ( х , у ), осуществляемого системой (3 * ). Обозначим

К*= {(х* (У ),У )г h ( 0,x ^ (y ) ,y ,1)>Qf ye^.'Z&4&'sm, что Ф ( х , у )  
является р ( у )  -кратной суперпозицией (р(у)42. непрерывно
дифференцируемых отображений и, следовательно, обладает свойства
ми гладкости по х  при всех У е Р  ■

Предположение. При выполнении условий I-Ш для любого У e l )  
существуют К (У) и & (у) такие, что, как только

Ц х - х У у)Ц4 f ( y )  Ц ф * [х ,у )-х * (у )Ц <  <?(у).

Доказательство. Выберем (Т(У) так, чтобы множество 
U (x * (у ) ,  &(у))= { ( х ,  y ) -J x x * (y ) l l4  СГ(У), (х?у)р)е)/р1вхало внутри 
области влияния (S0(Z,i/),x0( r ,y )) . Из непрерывной зависимости 
решений системы (3*) от начальных условий и условия Щ следует что



для каждого ((зс,у)еЩ а?(у), i f  (у))) существуют К(эс\У) жл(зс,У)
такие, что, как только П^-хЦ<й tx,jf№*%yjeU(jc*(y),e)} (&(</)>£>0)-
Выделим из имеющегося покрытия области U гхРСУ),&(У))  конечное 
с центрами в точках x ' , j c * . . , x e . Тогда в качества к (у )  можно 
взять наименьшее общее кратное из K(x\y~)(L = 1,С )•

Рассмотрим матрицу <£(у) = дф / дх(х* (У ),У )  • Пусть наряду с 
условиями.I-Ш выполняются предположения 1У и У.

I V. Собственные числа матрицы <р( у  j  при всех у е В  лежат 
внутри круга комплексной плоскости радиуса ££< /.

V. Решение системы d-У .п7пг\ > где 
_ _   ̂ Г (у ) d t  J

Н у ) ~ Т (у )  f  9 (*о(Ъ У ),У , и (z0 (V ,y )))d v

с начальным условием У(о) = У° при всех -Ье[0,1 J лежит строго 
внутри £  ( Е -  замкнутая подобласть 5  ) .

Т е  о р е м а .  При выполнении условий I-У существуют такие 
функции и 6 ( j i )  , что для (z ( t ,J i ) ,y ( t ,B - ) -  решения задачи
(I ) ,  (2 ) выполняются соотношения:
б(/1)  =0(£1 =  +Q(ty) при t e [6 (/ i ) , l ]  (6 )

SdP l z ^ ) - Z 0 ( T ( y ( t ) ) m , ^ ) ,  У (Ш 1 = 0 ( В ) ’>
teL®(£)L J ( 7 )

sup i y ( t ^ ) - y ( t ) h o ( B ) ,  
te[0.L ]

где Q(t,ju) -  кусочно непрерывная no t  функция, причем при 
всех t  из ее области непрерывности Q (t,ju )  =  0(/ i) ■

3. Точечные отображения, осуществляемые уравнения™ быстрых 
движений.

1 е м м а I .  Лри выполнении условий 1-1У существуют такие 
постоянные -jf> 0  и к > 0 , что отображение <Рк(х ,У )  переводит 
множество U (V *,ff) в себя, причем для всех (#,У), ( f ,y )e d (V * ,d )

II ср *(?>у ) - <р *(г>у)Ц<#гЙ2-?11 (о<$1<1)- ' (8 )
Доказательство. Из условия 1У и теоремы о неявной функции 

следует, что уравнение х * ’=-ф к(у\х*У)имеет в некоторой окрестности

Ц у'-У /'^ А ^ У )  непрерывное по У ‘ решение Х *(.У ')  . Из компактно-



сти области D  следует, что существует такое Л? , что решение 
уравнения х * = Ф * ’(м*у) непрерывно дифференцируемо в D  • Более 
того, из теоремы о величине спектрального радиуса [ 4 ]  и непрерыв
ности матрицы (fJ(у )  следует, что при всех УсЛ  существуют та
кие числа 6*(у )  , Аг (У), f  чтолля всех У‘ таких, что

Ц у '-уЦ <  а2(у )  с > С (у ) ц / ( у )!<?■ (о < Ц < 1) -
Используя компактность области Л , выделим из полученного покры
тия D  конечное с центрами в точках У,У,..-, У и, положив^
К = т а х € ( У) получим, что при всех у '>  д  и уе£ ) //̂ J( y ) l <Ц ■. 
Покажем,что для любого существует У> О такое,что
для всех y e j j  и Цх - х * ( у )  jj<J l ^ ^ K(Xiy)jj<^. Доказательств о
проведем методом от противного. Предположим, что существует после

довательность ос и эс* (у )  такая, что Цх-Х(У)Ц-*~0>A 
Выделим из последовательности х ( у )  подпоследовательность,схо
дящуюся к ос( у )  (это можно сделать, т .к . множество у *  замкну
то и ограничено). Тогда, в силу непрерывности ~^~(ос,У)  п 0  X  >

! 1 ^ ( ос*(у ) ,у ) Ь  <ц , что противоречит неравенству / /y J( y )Ц<$-
Трким образом, для множества fUJ>)6ir(V*t (x ^ )l< jv
а значит, для любых £ , ^ таких, что ( у ,у ) ,  ( ? ,y )£  U (V*, (Г),
используя формулу конечных приращений, получим неравенство (8 ) .

Из леммы I следует,что уравнение S0 (т,У) =  0  при всех  УеВ  
имеет на промежутке [ 0 ,Г ( у ; ]  одинаковое число гладких йо у  ре
шений. В дальнейшем ограничимся случаем, когда S0 ( v , y )  пересе
кает поверхность S -  0 за период. Тогда функции $(У)=Ф(х>у)
задаются формулами
О -R ^ (T 1,oc,y )  •, ? ( у )  = R U V i.oc.y), (9 )

О -  r; ( z2 , у  (у ), У), К  У) =  R ; (  с2 , ? ( у ) ,  у ) ,

где R1 , Rz функции, выражающие зависимость общего решения систе
мы (3») от начальных условий при S >0 и S<0  соответственно, 
причем Ш — ^Цо,х,у,1У, ■^-=к(0,^(У),У-1)-ъ силу замкнутости

, при всех (oc,y)eU(V*,iT) существует а 1 > 0  такое,

что И Й ~ 1  > Л> * Следовательно, из теоремы о неявной
функции йледует.что функции Т1 ( х ,у  ) , с 2 ( х , у ) , определенные из



уравнений (9 ) ,  непрерывно дифференцируемы в V ( V*, &Л
Обозначим {S0(v ,y ) ,  5с0 (т,У)) решение системы (3 *) с "нача

льной фазой" §0 (О, У ) =■ О •
Л е м м а  2 . Существуют такие постоянные jl'i1tC,Cr>0  и функ

ция y  (t ,/ i)  , что для ( S (t,jJ .,£ , у ), y (ttjj.,jc ,y ))  -  решения систе
мы (I* ) с начальными условиями S (О,JLL)  = (), x(0,jx)=x-, У (0,/£)=у  
(х ,У )еU(V+, ( > )  при всах t  » Для которых y ( t ,/ i ,x ,y ) e j } , 
при j i e  [О,//, ] выполняются неравенства
II( s ( t , j l ,х ,  У), X ( t , j t , x j ) ) - ( s 0 ( y(t,/i)y(t,fL,X,y)),x0(v(t,fi)y(t,fi£У)1<С/.

Доказательство. Введя в систему (I* )  новое "время" 
полечим ^

■ ~ - - h ( i i , y , V ( S > ) ;  ^ — F(S,x,y, VIS I) 

az .

Отображение ^  (x ,y )  поверхности S =0  пространства (S,x)  , осу
ществляемое системой (1 0 ) ,  задается формулами

О =Р?(%1 ,х ,У ,/ х ) ;  ffy .jU )  = 4 ?  т1 , x , y , j i ) ;

О^ Ц ( тгу f(y ,J i)t 
y(z1, _ //, x 3y ) , j i ) ,
где ■ p*, p *  . -  функции, задающие зависимость координат общего 
решения системы (3 ’ ) от начальных условий при s> 0  и S<0  со
ответственно, причем

Р * (г ,х ,у ,о )  = Я *(т ,х,У ), Р*(т ,о с ,у,0 ) — R *(Т ,х ,у ).

Следовательно, функции Z^x.y.J^) и Тг (sc.y.ji)  имеют непрерывные 
по совокупности переменных частные производные по Х± , У̂  ij-z(i =

= й т Ч  i J =  iTn ; J*e [o .jif ] )  .

Рассмотрим решение задачи Коши для системы (10 ), выходящее 
из точки ( о,х,УХх,у)еU(V*, & ). Решению этой задачи соответствует 
набор V i(x ty , j x )  моментов пересечения с поверхностью S —0 •
Тогда при I = /7? для (а , в )eU (V ~ , (T),jJ.e ]

\zL ( x , у,p . ) - T i ( a ,6 ,0 ) l< К f\ (x ,y ,j i ) - (a ,3 ,o )\ \ .  ( I I )



(12)

Отображению ^ ( х . у )  соответствует преобразование области ± 
U ( V+, б~)  задаваемое суперпозицией функции Pf , Р2 -
Обозначив
T=supt2 (х, у,pi) j М =sup II Н(s, xz У, yfSj)H;

. (x,y,jL)e U(v:, fi)* [o,jl0] (S,x,yye&

В = sup(max (х,У) fl; Ц ^-(ос,у)\\-, \ШУ-(х ,у)\),

(x,y,B )eU (v*, С)* [0,Во]

при всех (х ,У )е  U (V+,ff) и те [О, Т ] будем иметь 

Ц ( х , у ) - x * ( y ( t , ju ,х , у ) I/4 Цф̂  ( х ,у )~ Ф  (х ,У )Ц г  

гЦф (х ,у )  - Х*(У)Ц + \\х*(У) ~ х * (У ' ( W  ’ Х ’ У))Ц<

4  ф I х - Х*(У)II +-JJ.B(/+■ МТ) = ^Ц х-х*(У )\\е/1 В1 .

Следовательно, при отображении ( х , у )  образ окрестности
UBi ч / *-* V 0 0[/(jo (У), г)(<т>г> )  лежит в окрестности U (x  (y(v>/t,3C>y)7*)

(Те [О ,Г ]).
Рассмотрим (s(T,J0,Х ,У  ) ,  ос(т,,р-,Х,У)}У(туо,х,У))-ф%шение систе

мы (10), выходящее из точки (о ,Х , <3) . Ему соответствует набор 
Т( (x , f ? ,U )  моментов пересечения с плоскостью 3 = 0  . Положим, что 
при Тб [Т'_2 (x J .jr ) ,  xl ( x ,y ,jo - ) ]  ( i  -  четное)

V, ( т , р > - } ■ <“ >

Из формулы (13) следует, что (р(т ^(х,у ,ji),/ i) = iT (y (Z i(х^рУ^-ЮУ

\4>1( t , j i ) - (L -2 )T (y ( T ,ju . ,x ,  у ) )  ~ (т - ъ_2 ) ( х ,  (и

+2кг)(т  - t i -2 (ос, y .jU )) .

Нетрудно показать, что для некоторых В2,В3>0■
Ц(кь,рЛ,У), У(т,р,х,У ))-($„ (fft (T,yi), 3(z,pi Л ,У )),х0(ft (Х> 
JJ-), У рЛ>У)))Ц<В2рт-В3 г.



Доложив =  у  f r t j t ) ,  с 1 с ~ в 2 -  В,  Ji, < r n i n }>

подучим утверждение леммы 2 .
Л е м м а  3. При выполнении уелевий I-Ш существует такой 

"момент времени" t0(ji) — O(jj-) и  постоянная и, , что при всех
J te fo / t j  ]

p ( t 0(Ji),J±), У(t0 ( М Л ) ) € и (я Щ * Ь  (/*)>/*),У)-

Доказательство. Рассмотрим системы (3 ’ ) с начальными условия
ми 3 (0 ,У) -S (z°)-} Xi(0,y)=Xl =2°+1, (L=l, т -1) . Условие Ш гаранти

рует существование такого момента времени тл , что S(v0,y)  -
=0, ljoc(z0,y ° )  - х  (y°)fj<, . Предположим, что уравнение 
S (t,y ° ) - 0  имеет на промежутке [0 ,Т 0 ]  ровно {  корней

4 ( t -  (TjL) ' ПРЕЧ8М из Условия I I  следует, что для некоторых 
А3 >0 - § § - (  ZL > y°)>A j при всех 1 —1, € -.В ы берем  j/2 *ак, что
бы при c = U  S(TL СJJ-)У °)= О; -щ  (гг- Qx),jjl)>  Тогда существуют
такие T0(jm),K 1 , Т3 > О . что при j/ e [o ,ji2 ~\
S(rz0(jL),jJ-,oc,y )  = О, jTg (JJ- ) /<  Т3 } /Ъд(jj.) -Т0 /<  >

\\x(i0 x °y ° )  -£ ( t o ,  y % <  \)x(% (/i ),/ l -, X°, y°) ~x(T0 № ),y °)h

* \\x (t0 ( J i ) , y ° ) - x ( z 0 , y°)]j</ l(B +K M ) V(S))^

. / сГ У ___ . Тз ~ Ч  . „  \
Следовательно, для ^ з < тс1Ъ\з(в^К/У) ’ 3BMTS ’ К > r  '

\\x*(y(z0 ( j i У0)) -& (Ч  0 *),/1,х°У 0)Ц<б, t0 ( j i )= j iv t ( j i b

Неподвижная точна х * (У )  соответствует периодическому реше
нию эс0 (т ,у)  » а значит, существует такая "начальная фаза"

410 Х о Ш р )  (jL ),y (r0 ( jL ) , j i ,x 0, y 0)  **X*(y,Ct0(jl),J J .,X °ya)) .

Л е м м а  4 . При выполнении условий 1-1У существует такой 
момент времени t f (/ i)= 0 (ji£ n / i)  . постоянные дг , Сг , и 
функция , тавая что при всех t e [ t 0 ( ^ ) ;  t ,



S(lu), ОС (tj*))- (Sj(f ftp),y(i,p)),x0 ), y(t,B)))l<C,p +
+c2e .

Доказательство. Рассмотрим теперь решение системы (10) с на
чальными условиями

S (о ,В )  = 0 ; ос (о ,в  )  = x  = x ( t 0 (p i),p i), У(О,p i )  = У  =У(£0 (р )р -к  16)

Из неравенства (12) следует, что для f t ( f t< f t< l  )  и ВС8Х
p ie  [0,piii 1 JO-г/ — образ окрестности Щх*~(У ) ’& )
при отображении функцией 7 ( х , У )  лежит внутри окрестности
У ( х ф(у(т2 -п ,p i , х , У )  , )  /с/п\- момент времени, когда ре
шение задачи ( 1 0 ) ,  '(16) в 2  п -й раз пересекает поверхность

S = 0  До тех пор, пока (й  1 & В— . Выберем р  -  2 п

так; чтобы ЦX ( тр ( j i ) , j l , X , У ) -Х*(У(Тр,рг,Х,Ю)11<$т  ^ о г о  до

статочно, чтобы ■ ’ И’ СЛ8Д0ват8ЛЬН0 Р >Ро =
= [top ft (7 Bl~  ) \ +■ /  .Определим ft2( z , j i )  по формулам
(13 ), заманив 1Т2^ (ос ,у  ,p i )  на T2 -L * ^огда из неравенства (15) 

при те [z% L , ъ2 (с+1)](2кКра -1 )  б̂ ви ИМ0ТЬ
V  л  ЛII (S (T,Jl, X, У), x(z,pi,x,y) ~(S0 ( ft, (Z,pt), у (Г,pi, X, у ),Х0 (ft (z, 

J*)>у ('0,pi,x, у ) IIs B2ji  *B3 f t p <Ctpi eC2 e n (C2 =B3 e '!r = - j k ( l7)

Доказательство леммы будет завершено, если положить

ft(t,pi) = ft (piT.pt) - i, (pi) = t0 (pi) +piTp0 =0(pi tnpi).

Предположим, что решение задачи ( I ’ ) (2 ') при (б [0 ,t£  ]  не
выходит из области J) . Тогда для любого te  [t0(pi), ]
справедливо неравенство \\(s(t,ji), x(t,Jl))  -  (S0 (ft(t,Jl),y(i,Jl)), 
yU ,p)),X o(p (t,ft),f(tlPB)

4. Отображения, осуществляемые уравнениями медленных движений.
Рассмотрим системы
У

—  = p i ( Hpiepzadt T(y))H1(S1(eJp i ) ,x 1(9 p i) ,f t  V(S,(e,pi)))y (I8)



~jiH /St (e, f ) ,  £ , ( 9 ,  f ) ,  Jf, V(S,(& ,$ ) ) ) ,  (I9)

% = / ^ ) Т ( У ) ,  4 —  „ (2 0 )

где н, (а, 6, c,d) =  Н(аЛ c,d) Г (с), S, (9,yi )=S(i- i0
Xf(9,J0) =x(t - t0( j i ) / r S j ( 9 , p = s 0 (z/r(f), f ),£,(%%)=■ 
= £ 0Mr~(?),?).
Система (18) полечена из последнего уравнения система (I* ) заменой 
9 = ( t Система (20) совпадаете системой (5 ) , если 
положить 9 =  t/ p  Т(У)•

В статье [5 ]  доказана теорема метода усреднения для разрыв
ных систем в предположении, что левая часть уравнений поверхности 
разрыва дважды дифференцируема. Дословное повторение рассуждений, 
проведенных в этой работа, показывает, что теорема Крылова-Боголю
бова справедлива и в случае, когда указанное условие заменено ус
ловием непрерывной дифференцируемости вторых производных моментов 
переключения. Следовательно, для решений задач Коши для систем 
(19) и (20) с начальными условиями f (0 ,'/ £ )= y (0 ,ji)= y (t0 (j*-),jt)=y'
при всех 9е[0,Ь*Ы] Sup Hy(9,/i)-f(G,Ji)\\=0(y) при любом 

/9 е Ш 7 д ]
конечном I *  .

1 в м м а 5 . При выполнении условий I-У для 2(0,/*) решения 
задачи Коши для системы (13) с начальными условиями ^ (0,J<) - У 1

sop l t ( e , j i ) - z ( e , j i ) l = o ( j i )  4 = ^ 1 r ( y ( t ; , j i ) ) y i .
96[0,L/Ji]

Доказательство. Обозначим и ‘Щ ^ У 1 точечные ото
бражения гиперплоскостей Q^Lk. пространства R n* [O.bd/jJ- ]  
в гиперплоскости 9 -  (1 + 1 )К  > осуществляемые системами (18) и 
(19) соответственно. Тогда

'о,Хс-г ,У ')  ,

№ г у г= m L4y d j i  f L*  Hf (sf ( 9, m L4 у 1) ,  x r ( 9, W i . , y > ) m L4y f,
U(L-1)K

V(s (9 , n } i - i y 1)))de +/1 w „(ji, щ .ч  у *).



Оценим величины Wft  h£'

ЦЦ(ji,«5£_, У ')Ц Ц ~ [Hf (SJB.JI ) ,X ,( '9,/1),ф >Л  V(Si ' 
-Htfs(0,ji), X (9,j4),oCi-f y*f v(s(o,ji)))]de+ 

/ * *  в  H i ( S ( 9 , J l ) ,  x f ( 0 , u ) ,  t ( 0 ,/ £ ) ,V ( S ( 9 , '/ l ) ) ) d 0 H < '/ l ( B < l  +  
Ja-D><

+ i>M-K+ - j ) MT

« f c i w  i / m  m >  m  m *
I* ' Iff

\ Щ (р ,Щ ,_У )\ \ =  II f  H1(S1(Q ,$ (9 ,J t)) , Х , (9 ,? (9 ,/ 1 ) ) ,№ У ,
• ~ Ja+1)K , ~ ,

K(S,(?,<f(9,jl)))-H,(Sf (9f Щс-гУг) , х , ( § ,  Щ ;-гУ ’) ,
Щ с-У)))*еЦ< t y B B b T + B ^ j v t s / ^ Q y i - v f s ^ e ,  щ ' ^ у ’М в -

Обозначим 62j\h1 ( f )  -  момент/когда Sj (92J+1 (? ) ,  V  -О  (/< вц+1М ф
+. Г).

Тогда
г’ СКЧ

Ц ц - У щ ^  y ^ 4 3 j c B B ^ l < 9 ^ ,  ( т ^ ) ) - в 2Н  (Щ и  у<))4

ККМТ,
4JX ( З В В ^ т  )■

Следовательно, для доказательства леммы 5 достаточно показать бли
зость отображений П^у1 и Ri У' . где

^ У г= ЛочУ’ ^  Г *  n L ^ ylv isJ e .lim d d ,

Ri y 1=Ri - i y 1+ P  Hr( ^ ( Q'Ri-1y f)>^1(e >9y r У1)>Ri-,y'>y(sf(0,^ .,y )))d e .
(L- 1)K

Введем в систему (I* )  "время" 0  = t - t 0(/i)/ju.r(y) и по рева
нш  полученной енотами, выходящему из точни (0, x ( t 0 (ft),Ji), y(t0(ft\Ji)),
определим аналогично (13) функцию ^  (9,ju.)  • Тогда

j i ) ,  ni .l y 'r (s l < e ,p )))-H l ( § ( f , ( e , i i ) / n £ y ' ) ,  Я ( % ( в ф ) , п н у<), 
Пс-,У1, V(S1(¥z(9,M)> nL. 1y 1)))^H1(S1(V2(9,/lX /Jl-гУ'), X ,(9 ,/ i) ,  '
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Пн  у '), /? . ,  у', У(3(К(0'ф ) ’ Ъ-1 У1))) -

У f V(S (9, RL-f у  ’)))]ёв  jj'.

Используя леммы 3 ,4  и соотношения ( I 2 ) - ( I 5 ) ,  можно показать, что 
существуют такие Дг,й2 ,й3 > 0  и 0<(/} <1 , для которых

thy'- Hi y'l< l\nH у - rh * M ? r '
Покажем, что для последовательности | u n J , задаваемой рекур- 

рантней формулой И0 = 0; гг-= Щ.1(1 ^ Д 1 )+Ji%+JLfl3 cf3 при всех 
1=1, выполняются соотношения / гг̂  1~ О (ju) .Действительно,

Ч = /^ 4  I / 1 ( 1+/* й1$ * %<^7Г(Ц-'ЙЙ1 )Уj=0 j-o  (2 1 )

Учитывая,что Ц П ^’ -Й- У1 \\< Ui » л® 1 некоторых Д ,̂й5 >0  будем 
теть

9е [О.̂ /мЦ Н1 ' 7 3

г,следовательно,

Sup _ \ \ y ( 9 , J i ) - y ( 9 ) H = 0 ( ^ ) -
9e[0,T*/ji]

Покажем,что tjr, = £ .И з  условия У следует,что У ( t )  при t e  [0 ,£] 
отстоит от границы области В не менее чем на d>0 и, если бы

было t*D=*tji<L , то при малых Hy(t,Ji)-y(t)\\ < -j~  » следо
вательно ,  y(tji,Ji'■) лежит в JJ и отстоит от границы В . не ме
кав, чем на d/2 » а значит, y ( t , j i )  еще не выходит из В ■

5. Пример. Рассмотрим систему дифференциальных уравнений

/ t ^ ^ Z ^ y s g n Z ; ,  , (2 2 )



где . Z , , z 2 , У -  скаляры, / е С г[Я  J . Покажем, как теоре
ма, сформулированная в пункте 2, может быть использована для ана
лиза поведения y(-t,y t) -  координаты решения задачи Коши для си - 

v стемы (22 ), (23) с началъйыми условиями 2, (Q ,ju) =Z °,  Z2(0,jn)=
= Z/, y (0,ju)=y°.

Нетрудно убедиться, что система (23) при Z = i/ju У<У< 1-У(б>0) 
удовлетворяет условиям I—ХУ и при фиксированных У имеет симмет
ричные Т (у )  ^периодические решения ( 2 ° ( t , j i ), 2°г (т,j x ))

такие, что (9,/i )d 9 = 0  (c  = f,2)m Toi7©> 9СЛИ существует y(t)
такое решение системы =  j - (y )  с начальным условием
У (0)=У °, которое на отрезке [0 ,1  J удовлетворяет неравенству
<f</y(t)l< /'<r> то sup  -  у (t)l=o(ju)-

' te[oy ]
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