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С.О.Стрыгина

ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ПОЛИНОМ® В МЕТОДЕ ГАЛЕРКИНА 
ДЛЯ СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ

Рассмотрим краевую задачу 

Ls i L = - e u " + p ( a c ) i L ' и )  (1)

U (-1 )= U ( 1 ) = 0  (2)

с малым положительным параметром <£ при старшей производной. 
Известно [ 3 , 6 ]  , что характерной особенностью решения такого ро­
да краевых задач является наличие пограничного слоя. В последнее 
время интенсивно развиваются численные методы решения сингулярно 
возмущенных краевых задач, и среди них -  метод Галеркина, которо­
му посвящен ряд работ (см ., напр., [ 1 ,2 ,7 ]  ) .  Базисные функции 
в этих работах конструировались из сплайнов и функций типа погран- 
слоя. В настоящей работе дается обоснование метода Галеркина с 
использованием в качестве базисных функций обычных полиномов и 
функции типа погранслоя, близость точного и приближенного решения 
оценивается в равномерной метрике.

I .  Постановка задачи и формулировка результата. Относительно 
функций р ( х )  и fy (J c,u )  в уравнении ( I )  будем предполагать,
что р : [-1,1 Л R ,  у :  [ -1 ,1 ]*  R -+ R , р (х )> р о  > О (зсе  [-1 ,1 ] ) 
и обе функции достаточно гладкие. Кроме того, предположим, что 
о  , уии равномерно ограничены.

При 6 - 0  уравнение ( I )  переходит в дифференциальное уравне-



Обозначим через U0 (ж) решение этого уравнения, удовлетворяющее
начальному условию

2с ( ~ п = 0  (4)

(в сделанных предположениях оно существует, единственно и цродол- 
жимо на весь промежуток С —1,13 )• Положим =  ( о с - 1 )/е  и 
пусть f l o ( v )  -  решение краевой задачи

d z u  , d u  п ^
и — <6)

U.(0) = -  U0 (1), CCm u(v) = 0
? —-<*> v (6)

Через П(ж ) обозначим fl0 (( jc -1  )/ £ )  . Очевидно,

n ( x j = -  и 0 ( 1 ) ё

Можно доказать, что найдется такое £а > О . что для всех
£ е (0 ,€ о J существует единственное решение 21е ( х )  задачи
( 1 ) - ( 2 ) ,  для которого справедлива оценка

IIЩ ~(^о ) llc[-t,f]  ̂С о ^

где константа С0 не зависит от €  (см. [ з ]  ) .
Метод Галеркина отыскания приближенного решения задачи ( I )  -

-(2 ) заключается в следующем. Задаются две. последовательности Е^ 
a Fn конечномерных подпространств; приближенное решение 21% 
задачи (1 ) - ( 2 ) определяется как элемент пространства £ *  .удов­
летворяющий равенству j

(4 е г£ ’ У ) “ ( 9 г& * У ) ,  (э )

для любого у б  Fa • Здесь 41&  = (<р,у>)-
скалярное яроизведенже в Z2  r f ,  J] .



Х-1€ С
Е\ = |  U ( x ) f u ( x )  = гг(х) + с е* ° е , и(-1 ) = и ( г ) = о }  >

где V(oc) -  полином с т е п е н и гг , С =  const . Положим

hг = ^£ • Так как уравнение -  £ и"+р(ас)г/'= lv (x )  при
любом w (jc) е С [-1.1 ]  ш аат единственное решение, удовлетворяю­
щее краевым условиям (2 ) ,  то оператор /,£ осуществляет взаимно­
однозначное соответствие меаду и р £  .

Т е о р е м а .  Найдутся натуральное число Л/ и число £ > 0 ,  
такие что при всех п^Л/  и г £ в  (О, £ J галервияские прибли­
жения и^  , определяемые равенством (9 ) , существуют и близки к
точному решению и £ задачи ( 1 ) - ( 2 ) .  Болей точно, справедлива 
оценва

II и1 -  Щ ЦСШ] < c J ef/2+ 1п(п-2)Еп_2 С Щ )}

(константа Сг  не зависит от £ и п  ) .
2 . Эквивалентные операторные уравнения. Чтобы доказать суще­

ствование цриближаняого решения , а тавже равномерную бли­
зость Un и точного решения и е задачи ( I ) —(2 ) ,  удобно перей­
ти в рассмотрению операторных уравнений. Пусть и  -  дважды не­
прерывно дифференцируемая функция. Введем обозначение w =-6u "+
+ р (х  )и "  и. .  Тогда функция и  (ж) , удовлетворяющая
однородным краевым условиям (2 ) ,  может быть однозначно определена 
по W (jc)  е помощтю функции Грина && (jc. % ) краевой задачи 
? l e u  = W, и (-1 )= г г < 1 )= 0  , то есть

U(x)= f  % (X,f)  W ( y )d f  ■ (10)

Е [ 2 ]  доказано, что G-6 ( j c , f )  равномерно по £  ограничена. 
Положим

&£  И/ = у

тогда задача ( 1 ) - ( 2 ) эквивалентна задаче о решении операторного 
уравнения

W=T£ W> (П)



где ( Те (V )(x )  =^. (jc, Gg IV ) . Уравнение ( I I )  будем рассматри­
вать в пространстве l 2 [~/t 1 ]  с  нормой

IIIP II = [ /  /Ы(эс)\2d o c ]* 2.

Операторы Те ‘ вполне непрерывны в ^ [ - 1 ,1 ]  •
Очевидно, является конечномерным подпространством в

I  [ - 1 ,1 ]  - Обозначим через Рп  ортопроектор из
£ [ - 1  /  ]  на . Равенство (9) можно переписать в ви­

де

( # п , У ) ~ ( Г в м £ , у ) ,  (12)

€ С
если обозначить /,е U^ через Р/п. . Выполнение равенства (12)
при любом у>е Fn. равносильно выполнению равенства

=  и з )
е  . .Следовательно, решение у Л уравнения (13) есть галервинское при­

ближение для решения операторного уравнения ( I I )  (см. [ 5 ]  ) .  Тан 
кан линейные операторы Рп  ограничены ( ЦР£ Ц4 1 )  ? » то
операторы Рп  ТЕ вполне непрерывны.

Таким образом, вопрос о существовании приближенного решения 
U% задачи (1 ) - ( 2 ) сводится к вопросу о существовании галвркин- 

ского приближения для уравнения ( I I ) .  Обозначим через fVe
решение уравнения ( I I ) ,  тогда 

1

Ue= f& e (oc,%)NB ( % ) d % , 
-1 

Сак как

=  f  0-е  (ос,
-1

то

к -  ( f a t o t M r f l * - / .  J -

Отсюда ясно, что достаточно оценить норму разности Цщ -  ц е II 
в е



3 . Сильная сходимость проекционных операторов. Чтобы изучить 
аппроксиыационные свойства цроекторов , которые играют важ­
ную роль при обосновании метода Галернина, докажем несколько вспомо­
гательных утверждений. Пусть f  -  произвольная дифференцируемая 
на [-/,/] функция. Обозначим через гге  решение краевой задачи 
he V =f, V(-1 )=гг(1)=О (в сделанных предположениях оно существует и 
единственно). Известно [6 ]  , что

ре ( с с ) = ц  (X )  п ( х ) + 0 ( х ) ,

где Щ ( х )  -  решение задачи Коши p ( x ) v ' = f ( x ) ,  & (-1) = 0 , 
a fl(tr j  определяете» равенством (7 ) ,  в котором вместо и 0 (-1 )  
надр взять Щ ( - 1  )•

Л е м м а  I .  Справедлива оценка

Й Ь (ц ,  + Л ) - / 1 * с , е *  (15)

Доказательство. Из определения и П

!\Le ( % + n ) - f l l  < 6 II щ Ц + Ц р П '- е П " 1  ( 1 6 )

Так как - £ f l " ( x )  р (1 )П '(х ) ,

Цр(х)П'(Х)-£Л"(Х)Ц4 Сг\\(Х-1)П'(х)1 • ( I ? )

Но'

Ц(х-1)Л'(х)Ц4

р о ,  е ' ,г.
1/г

- Г
Отсюда и из (1 6 ), (17) вытекает (1 5 ).

Функцию % ( х )  вместе с  первой и второй производной будем 
аппроксимировать .полиномами на промежутке [-/ ,/ ]  • Ниже EK ( f i ) ,
как обычно [4 ]  . означает найдучшее равномерное приближение функции 
h ( x )  в классе полиномов степени 4  П на промежутке [-1 ,1 ] •

Л е м а 2 . Каково бы ни было целое f l ^ 2  » существует
полином Z / i(x )  степени 4 п. , такой что

/пах{Цгг0- г 4 ,  Ц ъ -г Ц , Цц’-г^ Ц},< с5Сп,(п-2)Еп.г (v £  ).  <ю)



Доказательство. Введем, в рассмотрение линейную функцию 

Х ( х )  = г^ (1 )(х + 1 )/ 2 .
■ ■ Л •

Тогда V'afx) -  ?/0 ( х ) - X (эс) '  обращается в нуль на концах отрезка 
£~1 , 1] у а &о(я) *= гГд(зс) . Вели обозначить Ц,"(х) 

через А (зс)  , то

V'0 ( x ) = J t f ( X , t ) A ( 7 ; ) d T ,  ( 1 9 )

где Н (х , Т) -  функция Грина задачи и "  =А(т), гс(-1) = и (1  ) = О - 
Обозначим через А^ (л )  полином степени л -2 , интерполирующий 

функцию А ( х )  по узлам

W  =  COS 2 ”y 1f J  (in  = 0,1 г 1 - 2 )

/
( т .е .  до нулям долинам Чебышева Tn f ) .  Тогда (ом. [ 4 ] )

W b „ \ K . , , p c  U ( t i - i ) e „ ( k y  (20)

Полеаим теперь

Л  (ос) =  f  H(x,r)ktL(v)dv-  ( 2 I )

'.а . - f - ' i , Рл- i
Очевидно, J)^ (x)  -полином степени П, J>a £ l )  =J>n,(f) = О .
Так как V," = k  ’ , из (19)— (21) вытекают оценки

II£  “А  С6 Сп (*~2)Еп,-г ( Ъ ) у  (22)

II Ц> ~^л lh С7 (п~£ ) Е/г-2  ( vo)'

Везшей, иаконеи , га (x )= J )^ (х )+ Х  (о с )  . Тогда Za ( x )  -  по-
iriBtil ctiSeitii гъ, v0 (X )-Z a (X )=  1Гд(х)-рп (х ) '  С учетом обозначений 
Щ »ЙЙР°Й§ *ctt>-следствие бцеиов '(20 )*  (22 ), (2 3 ). 
яри r ig  j / g  g  в Щ ' СираведДика оцйиха г‘



1 ^ ( г ^ П ) - ф с д [ е % е п ( п - 2 ) С ^ ( ц , ’ у ] . ш

Доказательство вытекает из очевидных неравенств

\Le (Zrs- П ) -/ Ц р  l i s t e n , -  Ц, )//• < -//4  ( V h + r i ) - f  II,

| 4 ^ 4 ~  Ч>)Ц^&!\гп ~Ц> У I I  р ( г а ~ щ ')Ц
и леммы 2.

Л е м м а  4 . Какова бы ни была непрерывно дифференцируемая 
иа [~ 1 ,1 ]  функция f  , можно указать такой элемент v £ e  , 
что

I lL e^ a -fU *  С10[ Л / л ( ъ-2 )£ п_2 ( гг0" ) ] . (25)

Доказательство. Положим V^^-Zn. +П +-У  , где f ( x )  =
=  -  n (-1 ) - t jr -  - Тогда V^C-1) = ггп (1 )= 0  . Отсюда
V ее  Еп • Оценка (25) получается из

/ / 4  УII -  Иру'II* сТ1е ' 2
и леммы 3.

Л е м м а 5 . Для любой функции f e P 2 C~1,l]

I I P a f - f l l - ~ 0  при е — О.  (26)

Вели f  непрерывно дифференцируема на [ - 1 ,1 ]  , то справед­
лива оценка

У - Р Ы * С п  [ е ' г,1 п (п .-2 )Е п.г ( К У ,  « Я

где % ( х )  -  решение задачи р ( х )  2г '= / ( х ) ,  Ц, ( -1  ) = 0 .  £
Доказательство. Поскольку -  ортопроектор на Р,'п ,то

7п / - / 1 =  1п- й У - W /WGFfi 
и, следовательно,



£ £ S'
для любого w e  Ffi . Пусть V'n -  элемент из ^  , опреде-

£ € € 
ленный в лемме 4, тогда -L e V  ̂е  и

Сп  [ ^ \ ia (n - 2 )E a.2 (zr0" ) ] .

Отсвда и из (28) вытекает (27 ).
Так как множество бесконечно дифференцируемых функций плотно 

, достаточно доказать (26) для произвольной беско­
нечно дифференцируемой функции /  . Но в этом случав в функции
т/” бесконечно дифференцируема. Поэтому при любом [ 4 ]

E/l(tf)n * -~ 0  (п.—

Отсюда с учетом (27) приходим к <26).
4 . Существование галеркинскйх приближений для операторного 

уравнения. К уравнениям ( I I ) ,  рассматриваемым при е > 0  .присое­
диним уравнение при £ = 0  , под которым будем понимать следующее: 
Если через /V обозначить р ( х ) и '  ,то  решение U (x )  задачи 
p (x )u '= W , -  О выразится через w  с помощью функции
Грива G-0 ( x ,  % )  этой задачи

U (х) = /<% (х, f  
- 1

Определим оператор Та равенством (Тд w)(jc)=q(x,G-0 W )  .Тогда 
уравнение W= Т0 W ( т .е .  уравнение ( I I )  дри £ = О ) будет экви­
валентно задаче (3 ) - ( 4 ) .  Оператор 7  ̂ вполне непрерывен в 
4  Г- 7 ,11 • Используя явный вид функций &0(х, % )  и
(ге ( х , ^ )  (см* [ 2 ]  )> можно доказать соотношение

£ ^ 0  ) &£ (Х ’  V - & o ( * > ? ) ! Ẑ d x )  f/= O' ^29)

В сделанных нредноложениях уравнение W= Тп W  имеет единст­
венное решение Wg ненулевого индекса. Это означает, что на гра­
нице Г  шара SZ (IV0 ) радиуса г > 0  с центром в точке W0 
в пространстве £г враще£ше [ 6 ]  ТГ(1-Т0 , Г )  вполне
непрерывного векторного поля I~Т 0 отлично от нуля. Используя 
(29 ), легко доказать существование такого числа £ „ е  (О, £0 ) , 
что для всех Е е(0,£#  ]  поля 1~Т£ незырождены на Г  и

г(г-'г£ ,г )  = г ( г - г*> П '  ( 3 0 )



Представим вполне непрерывные векторные поля 1~Р^Р. 
в ваде

,

где

^ ( Т£ -Г о )Ч Г 0 -Р *Г 0 )  + Р *(Г0 -Г е ) .

Из этого представления и свойств проекторов Р^ вытекает, что 
можно выбрать число п 0 настолько большим, a £f E ( 0 , £ „ ] 
настолько малым, чтобы для всех гь^ п а и £ & ( 0 ,£ 1J
j(t~Pn. 7е’ Г ) = г (  1-Т£ , Г )  . Отсюда и из (30) заключаем, что
г ( К Ъ , г ) * о , и, следовательно, внутри тара $ z (W o )  при

любых п .> п0 и е е  (О, есть по крайне? мере одна неподвиж­
ная точка оператора р£ Те . В силу равенства Те цеп

ь е , m *
элемент tja е  hn . Тем самым доказано существование галеркин-
ского приближения к решению задачи (1 )-(2 ).

Пусть сГ -  произвольное положительное число, cf<z.
Легко убедиться,что при достаточно больших /г. и достаточно 
малых С в шаровом слое cPg IIу. -  1л/0 / / Z нет неподвижных 
точек оператора р £  Те . Так как (Г произвольно, то это оз­
начает, что

}п ,~ К  II - ~ 0  О )-

Отсюда и из соотношения Цк/д — 1л/£ Ц -~ 0  (£  ~*~0 ) получаем

\ 1 } п , - Й е Ц - ~ °  е  —  о )  (31).

Ь. Оценка близости точного и приближенного решения решения 
краевой задачи, В сделанных предположениях оператора /£ ( е  ;^о)  
непрерывно дифференцируемы по Фреие в каждой точке шара *>z(Wo)>
причем

( T g M h  ) ( x )  =  iu  (* >

Более того, для любых Се (О, £, ]



II £  (Wf) T£ (и,(г)!!  ̂Cf3 Цк/j -  Wg H 2̂ 2 ^

(кежстаита не зависит от 6  ) и справедлива
I  е м м а 6. При всех достаточно малых £  операторы 

1~Г£ (  Ы£ )  обратимы, при этом нормы обратных операторов ог­
раничены в совокупности

Ц [ 1 - Г е ( й ) У 'Ц 4 С „ .  из>

доказательство. Так как линейная краевая задача р ( х ) и '=
= (X ,lL0(x))> U ( - f ) - О имеет только тривиальное решение, то
существует ограниченный обратный оператор к оператору Т-Тд' (  wa ).
Утверждение леммы вытекает из соотношения

К ( й с ) - Г „ ' ( й , ) Ц - ~ 0  ( 4 - 0 ) ,  (34)

которое, есть следствие (29) и (32 ).
Рассмотрим теперь операторы

Т - P i  Те'(Не) =  I - Tj(W £ )+ V Z >  ' 35)

где

¥ а  =  К  ( Ц ) - Т о ' ( й о  ) ]  + [ r ' ( W o ) -  Ра То (iVo ) ]  +

Г е , -  X , (36)
+ [ % % ( * ) - £ £ ( ' * ) ] •

Тз (34) и леммы 5 имеем

IIV/ill~^0 ( п . - ~ ° °  , £ -~ 0  }■  (3 ? )

Из (35 )-(3 7 ) вытекает, что при достаточно больших а  и достаточ­
но малых £  операторы I~P%, 7^'( We )  обратимы и нормы 
обратных операторов ограничены в совокупности

1 [ 1 - * £ г , ' ( * ь ) Г ’ Ц *<ь-

Чтобы оценить близость W£ = T£ W£  и =



заметал, что справедливо равенство

[ I - Р л  Г е С й е  ) ] ( * & - ? £ ) -  a - P i m  "

С учетом (31) и

из (38) получаем,что при достаточно больших п  и достаточно ма­
лых' 6 выполняется неравенство

H - f n h c j a - p ^ u s i  ( « j

(константа С16 не зависит от п. и £  ) .
Оценим теперь \\(I-Pa )We H . Тая вав к/€ = £ tve  ,то

к/е =Le  Ue =tj, (ас, Ue (x ) )  . Если положить f ( a c ) = ^ ( х ,  и 0 ( х ) ) ,  
где U0 ( x )  -  решение задачи ( 3 ) - ( 4 ) ,  то из. (7 ) ,  (8) будем иметь

IItV£ ( х ) - / ( а с )  II<■ С/7 6  у

где константа СГ7 не зависит от £  . Отсвда и из (28) вытекает
неравенство

l \ ( l - P l М IH с18 (£'/г+ ifL(п ~2^ п - г ( и 'о)) ’  (41)

где константа Cfg на зависит от п  и £  .
В силу (14) оценка близости ^  и Un, получается как 

следствие оценок (40 ), (4 1 ).
Теорема полностью доказана.
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Г.С.Жукова, Н.П. Черных

НЕОДНОРОДНЫЕ СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННЫЕ линейные системы 
В СЛУЧАЕ КРАТНОГО СПЕКТРА ПРЕДЕЛЬНОГО ОПЕРАТОРА

Как извзстно, решение неоднородной линейной системы дифферен­
циальных уравнений достаточно просто выражается через общее реше­
ние соответствующей однородной системы. Однако цри построении по­
следнего нередко приходится сталкиваться со значительными трудно­
стями. Кроме того, может понадобиться такое частное решение неод­
нородной системы, которое имеет тот же характер, что и свободный 
член системы.

В настоящей работе строится частное решение сингулярно возму­
щенной линейной неоднородной системы

e ^ = , p { ( t , £ ) x - £ d f ( t . 6 ) e e " ' e ) ,  ( 1 )

имеющее тот же характер, что и свободный член выражения ( I ) .  Рас­
смотрение ведется в банаховом пространстве £  . Отдельно изуча­
ются резонансный и нерезонансный случаи.


