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1 РАСЧЁТ ПЛОСКОЙ СТАТИЧЕСКИ  

ОПРЕДЕЛИМ ОЙ РАМЫ

1.1 Задание

Заданы схема плоской статически определимой рамы (рис. 1, 2), 
размеры и действующие нагрузки (табл. 1).

Требуется:
построить эпюры нормальных сил, поперечных сил и изгибающих 

моментов;
подобрать размеры поперечного сечения;
определить линейное и угловое перемещения заданного сечения 

рамы.
В пояснительной записке следует представить схему рамы, выпол

ненную в масштабе, эпюры поперечных сил, нормальных сил и изги
бающих моментов, эпюры от единичных нагрузок и все необходимые 
расчёты.

1.2 Порядок выполнения работы

1. По данным табл. 1 изображают в масштабе схему рамы (рис. 1 или 
2), соответствующей заданному шифру.

2. Определяют реакции опор рамы.
3. Строят эпюры нормальных сил N, поперечных сил Q и изги

бающих моментов М  на каждом участке рамы. Для криволинейных 
участков предварительно записывают аналитические выражения для N. 
Q и М.

4. Подбирают размеры поперечного сечения рамы из условия проч
ности при изгибе по нормальным напряжениям. В расчётах учитывают, 
что материал рамы -  Ст. 3 с допускаемым напряжением [с] = 160 МПа.

5. Проверяют прочность подобранного сечения с учётом действия 
нормальной силы.

6. Определяют линейные и угловое перемещения в заданном сече
нии рамы с помощью интеграла Мора. На прямолинейных участках ин
тегралы вычисляют способом Верещагина.

4



о
_к

Н А Ы
т2

2XZZZZ
? Яг

©  / t  U  t  t '
42

А

I t ,

\ 4 i nt]

В

ЛЛ7

© TJSL* [F,

"f2 ,

m* s

„
/41

©  А

b Z

1 ^ Г

41 k t3  w ,v

I

77Л7

42
p  Ж

♦ t  t  ♦  ♦'m2

z ^
V  в
™i 1,т <4

<*
*

••С1

, I ^  ^  IM ^  ^1

ntj

f l.
*
ь. й

Iftj

Ik

ntj

Рис. 1. Статически определимые рамы 
с прямолинейными участками
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Т а б л и ц а ! .  Параметры для статически определимых рам
№ 

ст
ро

ки

№ 
сх

ем
ы S

Ё

£

S

£

£

Я

С

Я

ь,

S

я
S

я
<N

S S
fN

S
го Д 

м

С
еч

ен
ие

Форма поперечного сечения

1 4 20 0 40 0 15 0 3 2 4 1 А I -  двутавр

2 1 0 40 0 30 0 20 4 3 2 1,5 В J  |_ - два неравнобоких уголка

3 7 -50 0 30 0 10 0 2 4 4 2 А 11 -  два двутавра
4 2 0 -40 0 20 0 -15 3 2 2 2,5 В о -  круг
5 3 30 0 -20 0 -10 0 4 4 2 1 А [ ] -  два швеллера

6 10 0 -30 0 -30 0 10 2 3 4 1,5 В □ -  квадрат

7 4 40 0 -30 0 20 0 2 2 4 2 А | | -двашвеллера

8 5 0 -20 0 40 0 -20 3 3 2 2,5 В ] [ - два швеллера

9 9 -30 0 -40 0 -15 0 5 4 3 1 А Г Т -  четыре равнополочных 
уголка

0 6 0 30 0 -20 0 15 3 5 4 2 В I -  двутавр

а б в г д е



1.3 Пример выполнения работы

Для рамы, изображённой на рис. 3, построить эпюры нормальных 
сил, поперечных сил и изгибающих моментов, подобрать размеры попе
речного сечения и определить ли
нейные и угловое перемещения 
сечения А при следующих данных: 

q = 20 кН/м, 
т = 40 кН-м,

1= R = 2 м,
поперечное сечение -  ][ -  два 

швеллера.
Определим реакции опор:

Y . m c  = - V B -4 + 4 0 -2 0 -2 -3  = 0, => Св = -2 0 к Н ;

1 > = я с=°;

Y^mB =Vc -4 + 40 + 20-2-1 = 0, => Сс = -2 0 к Н .

Проводим проверку:

£  У = -2 0  + 20 -2 -2 0  = -4 0  + 40 = 0.

Строим эпюру нормальных сил (рис. 4, а).
На участке BD 
N  (q>) = VB sin q> = 20 sin q>,

n
при cp = 0 N = 0 , при <p = — N  = 20 kH.

На других участках нормальные силы отсутствуют.
Строим эпюру поперечных сил Q (рис. 4, б).
На участке BD
QW) = ~^в  cos Ч>- ~  20cos<p,

7tпри<^ = 0 Q = -2 0  к Н , при (р = — N  = 0.

На участке CD Q = Vс = 20 к Н .

/</ = 20 кН/м
, i ^ A i

VI = 20 кН-м

s u m

R 2 м

= 20 кН-м 

Рис. 3 -  Расчётная схема рамы



На участке AD Q = q ■ z x = 20 • z 1, при z = 0 Q = 0, при z = 2 m 

Q = 40 KH.
Строим эпюру изгибающих моментов (рис. 4, в).

zi = 2 м М  = 40 кН-м.

На участке CD М  = - 2 0 - z 2 = 2 0 -z 2, при z2 = 0 М  = 0, при z2 = 2 м 

М  = -  40 кН-м.

Подберём поперечное сечение, составленное из двух швеллеров, из 
условия прочности только при изгибе:

Полученному значению удовлетворяет швеллер № 24а с характери-

© ,к Н ©MJ, кН-м

Рис. 4. Эпюры внутренних сил

На участке BD
М  (ср) = т + VB ■ R ■ sin ср = 40 + 20 • 2 • sin ср,

ТС
при ср -  0 М  -  40 кН • м , при ср = — М  = 80 кН • м .

На участке AD М

J ][ 2 - J ]

УI наиб I ̂ I наиб
2 -W ] ;

1 \М \наиб 80 -103
х 2-[<т] 2 -160 -10 6

наиб = 250 см3.

стиками: =265 см 3, J  ̂ =3180 см4, А ] =32,9 см2.



Проверим подобранное сечение по полному условию прочности:

М  наиб |/V| 80-103 20-10~
наиб 2 'W ) 2 'А \ 2-265-10-6 2-32,9-10-4

—  = 154,0 МПа <[сг],

условие прочности выполняется.
Определим вертикальное перемещение сечения А. Приложим в на

правлении искомого перемещения единичную силу, определим реакции 
опор от единичного нагружения и построим эпюру изгибающих момен

тов М \  (рис. 5, а).

а)

1

б)

1/41 D

1/4

1

'1/2

Рис. 5. Эпюры моментов от единичных 
нагружений

На участке BD интеграл вычислим непосредственно; на участке AD 
-  способом Верещагина; на участке CD интеграл равен нулю:
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2 1 3  
E  ' J  x ' ^  A = |  (40 + 40- sin q>y 2 sin cp- 2 dcp  н—  40-2 —  2-

= 4-| 40-1 + 40— 1 + 40 = 325,7 к Н - м ,

325,7•103
Д / = -------—— - — = 25,60 м м .

2-10 -2-3180-10
Горизонтальное перемещение сечения А равно нулю, т. к. эпюры 

М г  нулевые (рис. 5, б).

Определим угол поворота сечения А. Приложим в сечении А еди
ничный момент (рис. 5, в), определим реакции опор от единичного на

гружения и построим эпюру изгибающих моментов М  з .

Вычисляем интеграл Мора:

Е ■ J х - в А = |  М - М 2 d z  + |  М - М 2 d z +  |  М - М 2 d z  =
BD AD AD

п
2 1 1

= -  |  (40 + 40 • sin •—sin cp ■ 2 dtp------ 40 • 2 • 1 +
0 2 3
1 2 1 , f  лп , 80 40+ - - 4 0 - 2 --------- 1- 40-1 + 40— ------ + —  =
2 3 2 ( 4 J 3 3

= - 84,75кН-м3.

-84 ,75-103
A a =    -  = -6,663-10 рад.

2-10 -2-3180-10
Знак «минус» указывает на то, что поворот происходит в сторону, 

противоположную направлению единичного момента (рис. 5, в), т.е. се
чение А поворачивается по часовой стрелке.

1.4 Контрольные вопросы

1 Какую конструкцию называют плоской рамой?
2 Как определяют внутренние усилия в плоской раме?
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3 Какие правила знаков используют при определении внутренних 
усилий в плоской раме?

4 Из какого условия прочности подбирают поперечное сечение пло
ской рамы?

5 Как записывается полное условие прочности для плоской рамы?
6 Как записывается интеграл Мора при определении перемещений в 

плоских рамах?
7 В чём заключается способ Верещагина для вычисления интеграла 

Мора?
8 В чём заключается разница вычисления угловых и линейных пе

ремещений с помощью интеграла Мора?
9 Как и для чего строят расслоенные эпюры?

12



2 РАСЧЁТ ПЛОСКОЙ СТАТИЧЕСКИ НЕОПРЕДЕЛИМ ОЙ  
РАМЫ

2Л Задание

Заданы схема статически неопределимой рамы (рис. 6, 7), разме
ры и действующие нагрузки (табл. 2).

Требуется:
раскрыть статическую неопределимость;
построить эпюры нормальных сил, поперечных сил и изгибающих 

моментов;
подобрать размеры поперечного сечения, составленного из двух 

швеллеров.
В пояснительной записке следует представить схему рамы, изо

бражённую в масштабе, основную и эквивалентную системы, эпюры 
изгибающих моментов от заданных и единичных нагрузок с соответ
ствующими схемами нагружения, эпюры нормальных сил, попереч
ных сил и изгибающих моментов и все необходимые расчёты.

2.2 П орядок вы полнения работы

1 По данным табл. 2 изображают в масштабе схему рамы (рис. 3 
или рис. 4), соответствующей заданному шифру.

2 Определяют степень статической неопределимости рамы, от
брасывают «лишние» связи и изображают основную (ОС) и эквива
лентную (ЭС) системы. Записывают канонические уравнения метода 
сил.

3 Изображают схемы нагружения основной системы заданными 
нагрузками и единичными усилиями по направлению отброшенных 
связей. Строят соответствующие эпюры изгибающих моментов.

4 Вычисляют коэффициенты и свободные члены канонических 
уравнений. На прямолинейных участках интегралы Мора вычисляют 
по способу Верещагина, на криволинейных -  путём непосредствен
ного интегрирования.
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5 Решают канонические уравнения метода сил и определяют не
известные усилия.

6 Определяют реакции опор в эквивалентной системе и проводят 
генеральную проверку решения, заключающуюся в определении пе
ремещений в новой основной системе по направлению новых отбро
шенных связей. Решение верно, если эти перемещения равны нулю. 
Допускаемая погрешность решения -  не более 3%.

7 Строят эпюры нормальных сил, поперечных сил и изгибающих 
моментов для заданной рамы.

8 Подбирают поперечное сечение рамы, составленное из двух 
швеллеров, из условия прочности при изгибе. В расчётах учитывают, 
что материал рамы -  Ст.З с [с] = 160 МПа.

9 Проверяют прочность подобранного сечения с учётом действия 
нормальной силы.

2.3 Пример вы полнения работы

Для рамы, изображённой на рис. 8, а, раскрыть статическую не
определимость, построить эпюры нормальных сил, поперечных сил и 
изгибающих моментов, а также подобрать поперечное сечение, со
ставленное из двух швеллеров, при следующих данных: т = 40 кН-м, 
q = 60 кН/м, [с] = 160 МПа.

Рама дважды статически неопределима. За лишние неизвестные 
принимаем реакции опоры А, изображаем основную (рис. 8, б) и эк
вивалентную системы (рис. 8, в). Запишем канонические уравнения 
метода сил:

5ц - ^ 1  + 8 1 2  Х 2  + Aiр  = 0 ;

^ 2 1 ^ 1  + $ 2 2 ^ 2  + ^ 2  F  = 0-

Изобразим схемы нагружения основной системы заданными нагруз
ками (рис. 9, а) и раздельно -  единичными нагрузками, соответствую
щими отброшенным связям (рис. 9, б, в). Строим эпюры изгибающих 

моментовM F, М \  и М 2 (рис. 9, г). На прямолинейных участках эпю
ры расслаиваем. На криволинейных участках записываем аналитиче
ские выражения для изгибающих моментов.
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с криволинейными участками
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Т а б л и ц а  2. Параметры статически неопределимых рам

№
строки

№
схемы 1\, м h, м h, м R, м q, кН/м F, кН mi, кН-м

1 1 1 2 3 2 15 20 0
2 2 2 4 1 3 20 0 -40
3 3 3 2 4 4 25 -40 0
4 4 1 3 2 2 30 0 20
5 5 2 4 3 3 35 60 0
6 6 3 3 4 4 40 0 40
7 7 4 2 3 2 15 -30 0
8 8 1 3 3 3 20 0 -20

9 9 2 4 4 4 25 50 0

0 10 3 2 2 2 30 0 30

а б в г д е
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П1Ж
4  4a

Рис. 8. Расчётная схема статически 
неопределимой рамы

Л = 2ма)

40 кН-м

60 кН/м

30\

б)

д)

7777?

«)

е)

7777?
М 2 {ср) = 2-sin ср

, кН-м

Рис. 9. Эпюры изгибающих моментов

I—12
м

Вычислим коэффициенты и свободные члены канонических уравне
ний. На участке АВ интеграл вычисляем непосредственно, на участке 
BD -  по способу Верещагина:
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E-J-Su = J M i - M i - d z +  J M i -Mi dz = j  22(l-cos <p)2 2d<p+2-2-f 2 + —2 j  +
AB BD О V 2  ^

+ ^ - 2 - 2 ^ 2 + ^ = 8 |^ ^ - 2 ^  + 1 2 + у  = 21,52м3;

П
        2

E - J  ■ 5 2 2  = j" M  2  -М2 ■ d z  + |  M  2 -M 2 d z  = j*2 2 sin2 cp-2<7cp + 2- 2- 2 =
AB BD  0

=  8  — +  8  =  14,28 m 3 ;
4

П
        2

E -J ■ 5 12 = j" M  2 ' M  i • d z  + |  M  2  -Mi dz  = 1 2 • (1-cos cp)2sin cp- 2 d(p +
AB BD 0

+  2 - 2 ^ 2 + ^ 2 j  =  8 —  +  1 2  =  1 6 , 0 0  m 3 ;

E-J-  A1F = J M F -M i ■ d z +  J M F ■ M \d z  = --ЪQЛ■[ъ + - Л -
AB BD  3 ^ 4  )

-  40 -2 -^ 2 +  ̂ 2 j  = - 3 7 , 5  - 2 4 0  = -  277,5 kH - m 3;

E-J-  A 2F= J M f - M i - d z +  J M F - M 2 d z  = ~ -  30 -1 -2 -
AB BD ^

- 4 0 - 2 - 2  = - 3 7 , 5 - 2 4 0  = - 1 8 0 , 0  kH - m 3.

Подставим найденные значения коэффициентов в канонические 
уравнения:

21,52Xj  + 1 6 Х 2 - 277,5 = 0;

16 Xj  +1 4 ,2 8 Х 2 - 1 8 0  = 0.

Совместное решение уравнений даёт Х\ = 21,10 кН, Х2 = -1 1 ,0 4  кН. 
Подстановкой значений Хх и 1 2 в канонические уравнения убеждаемся, 
что уравнения решены верно.

Определим с помощью уравнений статики реакции опор в эквива
лентной системе от заданных нагрузок и найденных значений Х\, Х2 
(рис. 10, а).
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a) A  21Д кН 

11,04 kH(

60 kH/m

7.68 kH-m

6)
^ \
\------

38,9 кН

в) 21,1 кН 

11,04 k H ^ V S ^©{kH-m

11,04 кН

60 к Н /м -'и ^
7,68 кН-м^Л_ 38,9 кН

04 кН

Рис. 10. Исходная, новая основная и эквивалентная системы

Проведём генеральную проверку решения. Для этого выбираем но
вую основную систему (рис. 10,6), отбрасывая в опоре D две лишние 
связи, препятствующие повороту сечения и линейному перемещению 
по горизонтали. Изобразим новую эквивалентную систему (рис. 10,в).

Вычислим в новой эквивалентной системе угловое перемещение се
чения D отдельно от заданных сил и отдельно от новых «неизвестных». 
Для этого изобразим схемы нагружения новой основной системы задан
ными силами (рис. 11, а), отброшенными силами реакции (рис. 11, б) и 
единичной парой сил, приложенной в сечении D (рис. 11, в), и построим 

эпюры изгибающих моментов МА, Мх и Мз (рис. 11, г), вычислив пред

варительно реакции опор в каждой из схем.
Вычислим угловое перемещение сечения D от заданных сил:

Е ■ J  ■ А а = |  М А -Мъ- d z +  |  М А -М з d z  =
AB BD

Ж

+— • 30 • 1 • 1+ 30 • 1 • 1 + —60 • 1 • 1 = 2 •( 170—-1 2 0 -1 +  
3 2 У 4 2 )

+10 + 30 + 30 = 217,04 кН -м 3.
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85 кН '1/2 м'‘73,96 кН
R  = 2 м60 кН|

38,9 кН^Т

40 кН-м

60 кН/м ̂ 38,9 кН 

7,68 кН-м ^
73,96 кН85 кН

М А (ср) = -  85-2sinp + M R (ср) = 73,96-2sin ср- Мз = _ i/2 sin ср
+ 60-2(1 -  cos/p) -  38,9-2(1 -  cos ср)

д)
7.68 77.8

е)

1

\М а) ,  кН -m V*rM> к а  м

Рис. 11. Нагружения и эпюры для генеральной проверки

Вычислим угловое перемещение сечения D от отброшенных реак
ции.

Е ■ J  ■ A R = |  M R -М з • d z  + |  M R ■ M  з d z  =
AB BD

71
2 i

= |  [38,9 • 2 • (1 -  coscp) -  73.96 • 2 • sin cp]]— • 2 • sin cp- 2 • d<$ +
o 2

+ 1 - 2 - ^ 7 ,6 8 -  —  77,8^ = 2 ^ 7 7 , 8 —  - 1 4 7 ,9 2 —  j - 64,24 = -  218,8к Н • m 3 

Определим относительную погрешность решения:

\ Е -J ■ А л + Е -J ■ A R\ 

E - J -А а

2 1 7 , 0 4 - 2 1 7 , 8
. 100% =    ’-!■ • 100% = 0,81% < 5%.

217,04
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Аналогично определяется горизонтальное перемещение сечения D и 
вычисляется вторая погрешность через горизонтальное перемещение 
сечения D.

Погрешность решения менее 5%, следовательно статическая неоп
ределимость раскрыта верно.

Строим эпюры N, Q и М  для рамы (рис. 12) в эквивалентной системе 
(рис. 12, а).

27,68'

5,43

20,12

МЛ кН-м

4,93

27,68'

21,1

38,9

27,68'

21,1

11,04

Рис. 12. Эпюры внутренних сил в эквивалентной системе

Нормальная сила на участке BD:
N (<р) = -  21,1 -cos^> -11,04- sin q>,

при ср = 0 А  = -  21,1 кН, при (Р = ~  А  = -11 ,04кН , 

при ср — 27,62° N  = -  23,81 кН.

На участках ВС и CD N  = - 11,04 кН.

Поперечная сила на участке АВ 

QW) = - ll ,0 4 co s  <p + 21,lsin<p,

при ср =  0 е  = -11 ,04кН ,при ср =  ^  <2 = 2 1 , 1 кН.

Определим угол ср0, при котором О 0:

0 = - ll ,0 4 co s  q>0 +21,lsin<p0, откуда <ро = 27,62°.

На участке ВС Q = 21,1 кН.
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На участке CD Q = 21,1 -  60z 2, при z 2 = 0 Q = 21,1 кН, 

n p n z 2= 1 м <2 = -38,9kH.

Определим расстояние z 0, при котором О = 0: 

2 1 ,l-6 0 z 0 =0, откудаz 0 = 0,352 м.

Изгибающий момент на участке АВ

М  (ср) = 21,1 • 2 • (1 -  cos (р) - 11,04 • 2 • sin (р,

ж
при <р = 0 М  = 0 , при <р = — М  = 20,12 кН-м,

2

при ср = 27,62° М  = — 5,43 кН-м.

На участке ВС

М  =21,1-(2 + г 1) —11,04-2-40, 

при z 1 = 0 М =  -19,88 кН-м, при z i = 1 м М =  1,22 кН-м. 

На участке CD

при z 2 = 0 М =  1,22 кН-м, при z 2 = 1 м М  = -7,68 кН-м,

при z 2 = 0,352 м Мэкстр = 4,93 кН-м.

Из условия прочности только при изгибе подберём поперечное се
чение, составленное из двух швеллеров:

60^2
М  =21,l-(3 + z 2) - l l , 0 4 -2 -4 0 -----— ,

J ][ 2 - J ]

У I наиб IУ I наиб

2 -W];

, _ И  наиб 20,12-Ю3
2-160.106

= 62,88 см .
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Полученному значению удовлетворяет швеллер № 14 с характери

стиками: !Г^ = 70,2см3, А ]= 15,6 см 2.

Проверим подобранное сечение по полному условию прочности:

1 Какие рамы называются статически неопределимыми?
2 Как определяют степень статической неопределимости рамы?
3 Какую систему называют основной?
4 Каким требованиям должна удовлетворять основная система?
5 Какую систему называют эквивалентной?
6  Что выражают собой канонические уравнения метода сил?
7 Как определяют коэффициенты канонических уравнений?
8  В чём заключается генеральная проверка правильности раскрытия 

статической неопределимости?
9 Из какого условия прочности подбирают размеры поперечного се

чения рамы?
10 Как записывается полное условие прочности для плоской рамы?

146,8 МПа < [сг],

условие прочности выполняется.

2.4 Контрольные вопросы
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3 РАСЧЁТ ПРОСТРАНСТВЕННОГО БРУСА

3.1 Задание

Заданы схема бруса (рис. 13), размеры и действующие силы (табл. 3). 
На участке АВ поперечное сечение -  прямоугольное с размерами h /  /?, 
ВС -  кольцевое с размерами /) /  d . CD -  квадратное с размером а * а.

Требуется:
построить эпюры: N, Qx, Qy, Мх, Му, Му,
подобрать размеры поперечного сечения каждого участка;
изобразить схемы нагружения опасных сечений всех участков, по

строить эпюры нормальных и касательных напряжений по контуру 
прямоугольного и квадратного сечений, проверить прочность каждого 
участка бруса с учётом всех силовых факторов;

определить полное линейное перемещение сечения D.
В пояснительной записке следует представить схему бруса, изобра

жённую в масштабе, эпюры внутренних усилий от заданных и единич
ных сил, схемы нагружения опасных сечений каждого участка, эпюры 
нормальных и касательных напряжений по контуру прямоугольного и 
квадратного сечений и все необходимые расчёты.

3.2 Порядок выполнения работы

1 По данным табл. 3 изображают в масштабе схему бруса, соответ
ствующего заданному шифру.

2 Изображают оси координат на каждом участке, ось z направляют 
от заделки, а направление осей х, у  выбирают такими, чтобы получить 
правую систему координат.

3 Строят эпюры внутренних усилий на каждом участке бруса.
4 Изображают опасное сечение участка АВ, показывают фактиче

ские внутренние усилия. Подбирают круглое сечение из условия проч
ности при изгибе с кручением по IV теории прочности с учётом дейст
вия нормальной силы.

В расчётах учитывают, что материал бруса -  Ст.З с [ст] = 160 МПа.
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Т а б л и ц а  3. Параметры пространственного бруса

№
строки F;,KH F 2, кН 1ав>ш 1вс> м 1 со» м h/b D/d

1 5 8 1,2 1,6 1,5 1,5 1,5

2 6 6 0,8 1,3 1,4 1,4 1,6

3 7 3 0,4 1,2 0,9 1,2 1,7

4 2 5 1,1 0,8 1,2 1Д 1,8

5 3 6 0,6 1,0 1,3 1,6 1,9

6 9 3 1,5 1Д 0,8 1,7 2,0

7 7 4 1,3 1,5 1Д 1,8 2,1

8 6 5 2,0 2,0 1,0 1,9 2,2

9 3 4 0,9 0,9 0,9 2,0 2,3

0 4 6 1,4 1,4 1Д 1,3 2,4

а б в г д е

ю40



5 Изображают опасные сечения участков ВС и CD, показывают фак
тические внутренние усилия. Для участка ВС подбирают прямоугольное 
поперечное сечение, а для участка CD -  квадратное сечение из условия 
прочности при косом изгибе (прямоугольное сечение располагают так, 
чтобы в плоскости наибольшей жёсткости опасного сечения действовал 
наибольший из двух изгибающих моментов).

Определяют нормальные и касательные напряжения в характерных 
точках опасных сечений (при подсчёте касательных напряжений учитыва
ют лишь крутящий момент). Строят эпюры нормальных и касательных 
напряжений по контуру опасных сечений. Проводят проверку прочности с 
учётом всех внутренних усилий.

6  С помощью интеграла Мора определяют составляющее перемеще
ния сечения D по направлению наибольшей силы. Интегралы вычисля
ют способом Верещагина.

3.3 Пример выполнения работы

Для стального пространственного бруса (рис. 13) построить эпюры 

N. Мх, Му, Мк, подобрать размеры поперечных сечений, построить 
эпюры нормальных и касательных напряжений по контуру прямо
угольного сечения, определить вертикальное перемещение точки А 
при следующих данных: /АВ = 1 м, /вс = 1,2 м, /сd = 1 м, F t  =  5 кН, 
F2 = 8  кН, F3 = 6  кН, [сг] = 160 МПа, Е = 2-105 МПа.

На участке АВ поперечное сечение круглое с диаметром d. ВС - 
прямоугольное с размерами h /b  = 1,5, CD -  квадратное с размером а.

Изображаем оси координат на каждом участке бруса и строим эпю
ры N, Мх, Му, Мк (рис. 14). Подберём размеры поперечных сечений.

На участке АВ с круглым поперечным сечением опасным является 
сечение В, в котором внутренние усилия имеют наибольшие значения:

N = 5  кН,Мх = 8  кН-м,Му = 5 кН-м,Мк = 8  кН-м.

Эквивалентный изгибающий момент

М  экв1у = ^ М 2х+ М 2у+ 0 ,75 -М 2к = д/б2+ 8 2+ 0,75 • 8 2  = 11,70 кН-м.
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Рис. 14. Расчётная схема и эпюры внутренних сил

Определим диаметр из условия прочности только при изгибе:

32-М 32-11,7-103
d >  з| „ , = з/--------:------  = 90,65 мм.

7Г•[о-] V л--160-ю(

Принимаем d = 95 мм.

Вычисляем геометрические характеристики подобранного сечения:
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.  -  .  Т 1 Г  ^ ^ ^ ' 9, ̂  ГЛ Л 1 ГГ 3WX=W  = ------- =   —  = 84,17 c m  ;
32 32

тс-а4 7Г-9,54  „ 4J X= J  = ------- = -----------= 399,8 c m  ;
64 64

J  p = 2 - J x =2-399 , 8  = 799, 6 c m 4 ;

,  7 Г - б / 2  7 Г - 9 , 5 2 „ „  0 0  3Л = --------= ----- -—  = 70 8 8  см .
4 4

Проверяем прочность с учётом нормальных сил

м жв,у |7V| 1 1  7 -10 3 5 -10 3
cj — !J-  + L A = —  = 139,8 кН.

Wx А 84,17 • 10 70,88-10

На участке ВС с прямоугольным поперечным сечением опасным яв
ляется сечение С, в котором внутренние усилия имеют наибольшие зна
чения:

Мх = 6  кН-м, Му = 8  кН-м, Мк = 5 кН-м, N  = 2 кН.

Изобразим схему действия внутренних сил в опасном сечении С как 
действие правой части бруса на левую часть (рис. 15, а). Прямоугольное 
сечение расположим так, чтобы плоскость наибольшей жёсткости сов

падала с плоскостью наибольшего изгибающего момента Му .
Определим размеры поперечного сечения из условия прочности при 

косом изгибе:

I I W x \  I\мх +— \мЛ I Н W \ УI
W = — у

и

h -b 2 m  b - h 2Wx =  ; W =
6 y 6

С учётом h = 1,5b

1 5 -b3 2 25-b3 Wx iW  = ’ • w  = ’ •  -  =  — ■
6 ’ y 6  ’ Wy 1,5’
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Рис. 15. Схема нагружения опасного сечения и эпюры 
нормальных и касательных напряжений

Ь =

м ,
М у

1.5

1,5[<т]

6 | 6 +  —  |10 :

1.5 -160 -10
= 65,68мм.

Тогда h = 1,5b = 1,5-65,68 = 98,52 мм. Учитывая, что в сечении также 
действуют нормальная сила и крутящий момент, несколько увеличим 
полученные значения и примем b = 70 мм, h = 105 мм.

Вычислим геометрические характеристики подобранного сечения:

А = b h = 7-10,5 = 73,50 см 2:

J x = :
h -b 3 10,5 -7 3

= 300,1 см4;
12 12

r b -h J 7-10,5 : 4J ------- = ------------ = 675,3 см .
12 12
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Для прямоугольного сечения при hlb = 1,5 а = 0,213; (3 = 0,196; 
т| = 0,859 [1].

WK = а -h-Ъ 2  =0,213-10,5 -7 2  =109,6 см 3,

J K = p ./ 2 -6 3 =0,196-10,5 -7 3 =705,9 см 4.

Воспользуемся выражением для нормальных напряжений в сечении 
С при внецентренном растяжении-сжатии:

М х М  N  
а  =  у  н хн—

j x j  у А

и определим нормальные напряжения в точках I...VIII (рис. 15, а):

- 6 -1 0 3 о г 1 П _ 2 8 -1 0 3 2  - 1 0 3сгт =  -3,5 • 10 + ---------------5,25-10 1

1 300,М О - 8  ’ 675,3• 10- 8  ’ 73,5• 10- 4

= -69 ,98+  62,19+ 0,272 = -7 ,5 2  МПа;

сг п = 69,98 + 62,19 + 0,272 = 132,4 МПа;

сгш = 69,98 -  62,19 + 0,272 = 8,07 МПа;

сг IV = -  69,98 -  62,19 + 0,272 = -131,9 МПа;

сгу = -69 ,98  + 0 + 0,272 = -69,71 МПа;

crVI =0 + 62,19 + 0,272 = 62,46 МПа;

сгуП =69,98 + 0 + 0,272 = 70,25 МПа;

сгуШ = 0 -6 2 ,1 9 +  0,272 = -61,92 МПа.

Используя полученные значения сг, построим эпюру нормальных 
напряжений по контуру сечений (рис. 15, б).

Определим касательные напряжения в точках I.. .VIII:

r i -  г п -  г ш ~ Tw  -0 ;
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r VII r max

r vi = ^viii = V ' r max = 0,859 • 72,99 = 62,70 МПа.max

Используя полученные значения, строим эпюру касательных напря
жений по контуру сечения (рис. 15, в).

Проводим проверку прочности в наиболее опасной точке сечения V 
(VII) с учётом всех внутренних усилий, используя четвёртую гипотезу 
предельных напряжённых состояний, в соответствии с которой

условие прочности выполняется.

На участке CD с квадратным поперечным сечением опасным явля
ется сечение С, в котором внутренние усилия имеют наибольшие значе
ния: М х = 5 кН-м, М у = 8  кН-м, Мк = 0, N  = 0.

Определим размеры поперечного сечения из условия прочности при 
косом изгибе:

Принимаем а = 80 мм.

Вычисляем геометрические характеристики подобранного сечения

а экв1У \Jcr 2  + 3-г 2  = д/70,25 2 + 3-72,992 = 144,6 МПа < [сг]

W

А = а 2 = 8 2 = 64,0 см 2;
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3 3
WX= W V = —  = —  = 85,ЗЗсм3;

6 6

/74  8 4
J X= J V = —  = —  = 341,Зсм 4.

12 12

Проверяем прочность сечения С из условия прочности при косом 
изгибе.

1м ' '
Ы  =----------  - = -------------- -  = 152,ЗМПа < [сг] -  условие
I I наиб w  w  8 5  3 3 . 10

_у\_ (5 +8)10:
г

У

прочности выполняется.

Определим перемещение сечения D в направлении наибольшей си
лы /■ 2 с помощью интеграла Мора. Для этого нагрузим брус горизон

тальной единичной силой в сечении D и построим эпюры М\х, М\у, М \к 

(рис. 16).

f М  х -М \х с М  • М  \у * М  к • М  \к
А п  =  ------------------------- d z +  —   d z +  ---------------------------dz.

J  F ■ 1 J  F ■ J J  F ■ 1
L x  L  У L  к

Вычислим интегралы способом Верещагина, учитывая, что 
Е = 2-105 МПа, G = 0,8-105 МПа,

Т Ту ч л л  о 3 т АВ HCiCi 4J - J  =399,8 см , J =799,6 см ,
X р

тВС л 4 тВС r n z  о 4 тВС ПГ.Г о  4 TCD тCDJ  =300,1см , J  =675,3 см , J  =705,9 см , J  - J  -
X у  р X у

= 341,З см 4;

I M .(6 + | 2 ) . 1 0 ’ 8 . 0 з
Д  — ~ _____________ |____________ I____________________|_

D 2 -1011 -399,8-Ю - 8  2 -1011 -675,3-Ю-8

1 2  ч
- • 8 - 1  — 1 - 1 0  о  ,  ,  , п З

2  3  ■ 8 -Ь 1 -12--------  = 92,08 мм.
2 -1011 -341,3-10“8 0,8-101 1 -799,6-10
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Рис. 16. Эпюры внутренних сил от единичного нагружения

3.4 Контрольные вопросы

1 Как определяют величину и знак каждого из внутренних усилий 
бруса при сложном сопротивлении?

2 Какие частные случаи сложного сопротивления встречаются в 
практических расчётах?

3 В каких случаях брус испытывает косой изгиб?
4 В каких случаях брус испытывает внецентренное растяжение или 

сжатие?
5 Как расположена нейтральная ось поперечного сечения при косом 

изгибе и внецентренном растяжении или сжатии?
6  Как записывается условие прочности бруса в общем случае 

сложного сопротивления?
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7 Как записывается условие прочности при косом изгибе и внецен- 
тренном растяжении или сжатии?

8  Как записывается условие прочности при изгибе с кручением бру
са круглого поперечного сечения?

9 Где находятся возможные опасные точки прямоугольного попе
речного сечения бруса, испытывающего сложное сопротивление?

10 Где находится опасная точка бруса круглого поперечного сечения 
при сложном сопротивлении?

11 Как определяют полное перемещение сечения пространственного 
бруса?

12 Как записывается интеграл Мора для бруса, испытывающего 
сложное сопротивление?
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4 РАСЧЕТ ВАЛА ЗУБЧАТОЙ ПЕРЕДАЧИ

4Л Задание

Заданы схема зубчатой передачи (рис. 17), число оборотов первой 
шестерни, передаваемая мощность, размеры, материал вала и коэффи
циент запаса (табл. 4).

Требуется определить диаметр вала АВ.
В пояснительной записке следует представить схему зубчатой пере

дачи, выполненную в масштабе, расчётную схему вала, эпюры изги
бающих, крутящих и эквивалентных моментов и все необходимые рас
чёты.

4.2 Порядок выполнения работы

1 По данным табл. 4 изображают в масштабе схему зубчатой пере
дачи, соответствующую заданному шифру.

2 Изображают расчётную схему вала.
3 По заданным значениям мощности и числа оборотов определяют 

момент и усилия, действующие на вал АВ.

4 Строят эпюры изгибающих моментов Мг, Мв в горизонтальной и 
вертикальной плоскостях.

5 Строят эпюру суммарного изгибающего момента Ми.

6  Строят эпюру крутящего момента Мк.
7 Вычисляют эквивалентные моменты по четвёртой теории пре-

/ 2  2дельных напряжённых состояний: М экв = д/ М и+ 0,75 М к и строят

эпюру эквивалентного момента.
8  Подбирают диаметр вала по наибольшему эквивалентному момен

ту и заниженному значению допускаемого напряжения, исходя из усло
вия прочности:

ъ г  наиб 
М экв!У <

Wx “  пср ’ 

где пср -  среднее значение требуемого коэффициента запаса.
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Т а б л и ц а  4. Параметры зубчатой передачи

№
строки

N,
кВт

п,
об/мин

Du-
см

Я з 
ем

Оз,-
см

D 4,' 
см

1 ъ 
см

12>' 
СМ

и-
см

Д
град

У.
град

а,
град

Коэффиц.
запаса

Марка
стали

1 45 700 16 40 30 55 8 2 0 24 0 1 2 0 2 0 1 , 1 .. 1,4 15
2 50 800 18 42 26 53 1 0 24 2 0 45 225 2 0 1 ,2 .. 1,5 35
3 55 900 2 0 44 24 51 1 2 2 0 2 2 90 315 2 0 1,3.. 1 , 6 45
4 60 1050 18 53 36 58 9 24 2 2 150 60 2 0 1,4.. 1,7 40Х
5 65 1150 2 0 51 34 56 8 2 0 24 2 1 0 270 2 0 1,5.. 1 , 8 25ХНЗА
6 70 1 2 0 0 16 50 24 55 9 2 2 28 225 90 2 0 1 ,6 .. 1,9 12ХНЗА
7 75 1250 17 49 25 54 1 0 24 26 240 135 2 0 1 ,2 .. 1,5 18ХНЗА
8 65 1300 18 48 26 53 1 1 24 24 270 30 2 0 1,3.. 1 , 6 30ХГСА
9 60 1350 2 0 46 28 51 1 0 2 0 2 2 315 45 2 0 1 , 1 .. 1,4 30ХМА
0 55 1400 18 50 24 54 8 2 2 24 45 135 2 0 1,5.. 1 , 8 50ХН

а б в г д е



o
la

б

N.

Рис. 17. Схема зубчатой передачи



9 Определяют коэффициенты запаса прочности в предполагаемых 
опасных сечениях вала и сравнивают их с заданными значениями.

Примечания:
1 Концентраторами напряжений являются: под шестерней -  шпо

ночный паз, под опорой -  напрессованное внутреннее кольцо подшип
ника (давление напрессовки 20 МПа).

2 В расчётах учитывают, что поверхность вала шлифованная.
3 Если вычисленный коэффициент запаса прочности не соответству

ет заданному, то следует изменить диаметр вала и повторить расчёт на 
прочность.

4.3 Пример выполнения работы

Подобрать диаметр вала АВ зубчатой передачи, изображённой на 
рис. 17, при следующих данных: N =  73кВт, п = 1050 об/мин, /) , = 28 см, 
D2 = 58 см, D3 = 26 см, D4 = 42 см, 1Х = 18 см, / 2 = 20 см, / 3 = 20 см, 
Р = 135°, у = 180°, а = 20°, п мео& = 1,4...1,7, поверхность вала шлифован
ная, материал вала -  сталь 45.

Используя исходные данные, изобразим в масштабе схему зубчатой 
передачи (рис. 18,а). Покажем усилия Fu и F43, действующие на зубча
тые колеса 2 и 3 вала АВ.

Изобразим отдельно вал АВ с зубчатыми колесами 2 и 3 и дейст
вующими на них силами (рис. 18,6).

Изобразим расчётную схему вала (рис. 18,в), перенося усилия Fu и 
F4з на ось вала, раскладывая их на вертикальные и горизонтальные со
ставляющие и добавляя моменты т2, т3.

Определим по мощности и числу оборотов моменты, действующие 
на вал:

Nт 2 = т ъ =  55---- ;
п 2

0  28
где п 9 = п , ---- = 1050 ——̂  = 507,0об/мин,

2  1D 2 0,58

N  73
тогда т2 = т3 = 9 ,55-----= 9,55------- = 1,375 кН • м.

п2 507
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В = 135

В

_L * \

0,18 0,200,20
180

r - V -\ п

43
' 20 '

43

43

Рис. 18. Расчётная схема зубчатой передачи
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Определим усилия, действующие на вал, и их проекции в горизон
тальной и вертикальной плоскостях:

2 -^ 2  2-1,375
D o-cosa 0,58-cos20°

Fn  = -------- —  = -------- г-------- = 5,047 кН :

Fu = F u • cos25° = 5,047-cos25° = 4,574кН;

F a = F  -sin25° = 5,047-sin 25° = 2,133 кН;
12 12 ’  ’  ’

2 -m3 2 -1 , 3 7 5

Dn • cos a  0,26 • cos 2 0 °
F 4 3  =  —  = -------- -̂--------= 11,26 кН:

= F43 • sin 20° = 11,26 • sin 20° = 3,850 кН ;

F r  = F  • cos20° = 11,26-cos 20° = 10,58кН.
43  43  ’  ’

Строим эпюры изгибающих моментов М г, М в от сил, действующих 
в горизонтальной и вертикальной плоскостях, а также эпюры суммарно
го изгибающего момента М и, крутящего момента М  д и эквивалентного 
момента М эке IV (рис. 19).

Определим диаметр вала в первом приближении из условия статиче
ской прочности при изгибе с кручением, используя заниженное допус
каемое напряжение:

-Кугнаиб
M 3KSW <Т_!
  < сг =  ,

Wx 1 J пср

где Wx = n-d\FS2,  пср = (1,4 +1,7) / 2 = 1,55 , для стали 45: сге = 600-

750 МПа; а т = 320 МПа; сг_; = 250-340 МПа.
Тогда

> з
3 2 13 2 . 1  727-103 -1 55 ------------ iv— р _ з (£ г_ А _ £ _ _ _ _ 1__ = 44,78мм.

п - а _ х V тг - 250 -10

Принимаем ближайшее стандартное значение d = 45 мм.
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3,850 кН 0,133 кН

0 , 2 0  м0 , 2 0  м

0,0266

кН-м
0,8233 

,2,197 кН l6,250 кН10,58 кН2,133 кН

1,250

0,3839

кН-м,2503
0,9084

кН-м

( )  1,375 кН-©  1,375 кН-

[ M J
кН-м1,375

1,727
1,498

1,191 1,250

'же

кН-м

Рис. 19. Эпюры внутренних сил

45



... я -d тг-4,5 зWx = W = ---------=-----------= 8,946 см ,
32 32

Wp = 2 -Wx =2-8,946 = 17,89 см3.

Фактически напряжения во вращающемся вале циклически изменя
ются.

Определим коэффициенты запаса вала по текучести и усталости в 
предполагаемых опасных сечениях.

Сечение Е (концентратор -  напрессованное внутреннее кольцо под
шипника). Определим напряжения в опасной точке сечения (точке, рас
положенной на поверхности вала), учитывая, что нормальные напряже
ния изменяются по симметричному закону, а касательные напряжения 
постоянны:

М х 0,9084 • 103

Wx 8,946 -10'
= 101,5 МПа.

М к  1,375-103

WK 17,89 -10 _ 6
= 76,86 МПа.

Тогда <уа = 101,5 МПа, ат = 0, та = 0, тт = 76,86 МПа Из справоч
ных данных [2 ] найдём значения остальных величин, входящих в фор
мулы для коэффициентов запаса:

щ = 0,1 и ц/Т = 0,05 при ов = 750 МПа. 

Для валов с напрессованными деталями: ' О
\ k d J

= 3,00 при d = 45 мм,

передаётся сила; £  = 1,339 при ив = 750 МПа; = 0,957 при р  = 750 МПа;
( и  \  f  1 'Л

тогда
\ } d

•4'-4" = 3-1,339-0,957 = 3,84;
о

kF = 0,94 при ов = 750 МПа, шлифовка; k v 0 -  упрочняющей обра
ботки нет.

Теперь находим коэффициенты запаса:
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Гг 320пт = = —f =1,91;
|сг| 2  + 3 -т 2  л/101,52  +3-76,862^  max > ’ ’намо

2 5 0 --------- =0.603.
к  3 84

<та +Ч,а .<т --101,5 + 0
k d -kF -kv а r a  m 0,94-1 

г - 1  150
к т 0 + 0,05-76,86

------------г а + ^ г -ги
= 39,03:

^ 4 'кр -kv

па ' пт 320пт = = =0,603.
д/ « 2  + « 2  ^0,6032 +39,032

Подсчитаем коэффициенты запаса в сечении С (концентратор -  
шпоночный паз).

Из сборника справочных данных [2]: Wu = 7,80 см3; WK = 16,74 см3 

для вала со шпоночным пазом, при d = 45 мм.

M r 1 2503-103 
—  = , " =160,3 МПа,
Wx 7,8-10 “ 6

М К 1,375 • 103

WK 16,74 -10 —6
= 82,14 МПа.

Тогда о а = 160,3 МПа, <тт = 0, та =  0, тт =  82,14 МПа Из справоч
ных данных [2 ] найдем значения остальных величин, входящих в фор
мулы для коэффициентов запаса: у/„ = 0.1 и i//r = 0.05: kF = 0,94;
k v = 1, ^  = 1,75 и k T= 1,75 при ств = 750 МПа (шпоночный паз); 
k d = 0,803 при ив = 500 МПа, kd = 0,693 при сгв = 1400 МПа. Интерпо
лируем для а в = 750 МПа:

k d = 0,693 + 0 , 8 0 3  ~ ° ’ 6 9 3  • (1400 -  750) = 0,77 .
1400-500

Находим коэффициенты запаса:
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a T 320пт = = 1,49;
л/| °"| + 3 • г тах "\/U ЙЙИО

160,3 2 + 3-82Л42

1------------------------------ 25--------------- = 0,645:
к  1 7 5

 2------+у/ .а   г--------------- 160,3 + 0
k d -kF -ky а п о,77-0,94-1

150 =36.52:
г к т 0 + 0,05-82,14

7---- ;-----^ а + Г т ^ тк d •kF •k v

пп -пт 320
nR = = =0,645.

л]п2а+ п 2т V°,6452 + 36,522

Коэффициент запаса вала, равный наименьшему из четырёх найден
ных значений, п = 0,603, ниже заданного, поэтому диаметр вала необхо
димо увеличить и повторить расчёт для наиболее опасного сечения Е. 
Для второго приближения диаметр вала можно ориентировочно подсчи
тать по формуле

I = ^ з ^  = 4 5 . з Ш ^  = 61,6мм.
II J\  n r V 0,603

Принимаем ближайшее стандартное значение d  = 62 мм.

7Z • d  7Г • 6 , 2  3WX=W  = ---------=------ -—  = 23,40см ;
32 32

Wp =2-Wx =2-23,4 = 46,8 см3.

Определяем коэффициент запаса в наиболее опасном сечении Е: 

М х 0,9084-103
Wx 23,4-10 “6

М К 1 375 • 103

• = 38,82 МПа ;

WK 46,8-10 
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Тогда ста = 38,82 МПа, ат = 0, та = 0, тш = 29,38 МПа Из справоч
ных данных [2] найдём значения остальных величин, входящих в фор
мулы для коэффициентов запаса: <//а = 0,\ и <//т = 0,05; kF = 0,94; k v = 0;

ГОG г гг
~ = 3,182 при d = 62 мм, передаётся сила; £, = 1,339; £, = 0,957,

\ k d  J o

f  1 'Л f  1 'Л
тогда # '•# ' = 3,182 -1,339 -0,957 = 4,08.

Коэффициенты запаса:

320Пт =
с г  I 2  + 3-т2

наиб
^/38,82 2 +3-29,382

= 5,00;

г-1 250

k d  'к-F ' к у

4,08
0,94-1

= 1,48;
38,82 + 0

■ - 1 150

k d ' к р  ' ку

0 + 0,05-29,38
= 102 ;

1,48-102
П р  =

yjп 2а+ п 2Т т]\,4&2 + \ 0 2 2
= 1,48.

Подобранный диаметр d = 62 мм обеспечивает коэффициент запаса 
вала п = 1,48, что находится в требуемом интервале 1,4... 1,7.

4 . 4  К о н т р о л ь н ы е  в о п р о с ы

1 Какой вид сопротивления испытывает вал зубчатой передачи?
2 Как записывается условие статической прочности вала круглого 

поперечного сечения при изгибе с кручением?
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3 Почему вал зубчатой передачи испытывает циклически изменяю
щиеся напряжения?

4 Где располагаются опасные сечения вала?
5 Что такое концентрация напряжений и как она влияет на проч

ность?
6 Как влияют размеры вала на сопротивление усталости?
7 Как влияет состояние поверхности вала на сопротивление устало

сти?
8 Как записывается условие прочности при циклически изменяю

щихся напряжениях?
9 Как определяют коэффициент запаса вала по усталости при изгибе 

с кручением?
10 Как определяют коэффициент запаса вала по текучести при изги

бе с кручением?
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5. РАСЧЁТ БАЛКИ ПРИ КОЛЕБАНИЯХ

5Л Задание

Заданы схема статически неопределимой балки круглого поперечно
го сечения (рис. 20), загруженной постоянной силой G (сила веса груза) 
и гармонически изменяющейся силой Fa sin Q/, размеры, частота изме
нения переменной силы, материал балки и необходимый коэффициент 
запаса (табл. 5).

Требуется определить размеры поперечного сечения балки.
В пояснительной записке следует представить схему балки, выпол

ненную в масштабе, эпюры изгибающих моментов от заданных и еди
ничных сил, диаграмму предельных амплитуд цикла напряжений балки 
и все необходимые расчёты.

5.2 Порядок выполнения работы

1 По данным табл. 5 изображают в масштабе схему балки, соответ
ствующей заданному шифру.

2 Раскрывают статическую неопределимость балки методом сил, 
считая, что балка нагружена силой Q = F 0+ G.

3 Строят эпюры изгибающих моментов от силы Q.
4 По значениям изгибающих моментов на персональном компьюте

ре вычисляют перемещения балки, строят изогнутую ось и оценивают 
погрешность раскрытия статической неопределимости.

5 Назначают предварительные (первая попытка) размеры поперечно
го сечения балки из условия статической прочности при изгибе силой Q:

ъ г  наиб
М жв1у <Т_!
-----------< сг = ------,

Wx 1 j Пср

где пср -  среднее значение заданного коэффициента запаса.
6 Определяют частоту собственных колебаний балки подобранных 

размеров и убеждаются, что её можно считать системой с одной степе
нью свободы.

7 Вычисляют коэффициент усиления колебаний, приняв у  = 0,03.
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Т а б л и ц а  5.  Параметры балки

№
строки

а,
см

ь,
см

с,
см

1,
см D/d r/d d \/D G, кН F a

кН Ц  с '1 Материал Коэффициент
запаса

1 120 80 40 180 1,25 0,1 0,1 3 4 60 40ХН 1,3...1,6

2 130 85 50 200 1,3 0,2 0,15 1,5 2 70 Сталь 30 1,7...2,0

3 125 90 60 160 1,4 0,3 0,2 3 1,5 40 30ХМА 1,6...1,9

4 115 75 45 170 1,2 0,2 0,1 2,5 3 80 20Х 1,4...1,7

5 110 80 55 190 1,3 0,25 0,15 1,8 2 90 50ХН 1,3...1,6

6 120 85 40 200 1,4 0,3 0,2 1,5 2,5 100 25ХНЗА 1,5...1,8

7 130 90 50 180 1,25 0,2 0,1 3 3 70 45Г2 1,6...1,9

8 110 75 60 160 1,35 0,15 0,15 1 2 90 12ХНЗА 1,3...1,6

9 115 80 45 190 1,3 0,1 0,2 1,2 1,8 60 Ст. 3 1,5...1,8

0 120 85 55 200 1,2 0,15 0,2 2 3 80 40Х 1,6...1,9

а б в г д е

LA
LA



8 Вычисляют коэффициенты запаса по усталости и текучести в 
опасных сечениях балки, где находятся концентраторы и действуют 
наибольшие напряжения, предварительно вычислив в этих сечениях па
раметры циклов напряжений ат и иа.

Примечание. Концентраторами напряжений считать: защемление (переход 
под прямым углом), галтель, отверстие. В подвижных опорах концентратором 
является втулка, напрессованная на вал.

9 Сравнивают полученное значение коэффициента запаса балки с 
заданным. В случае несовпадения изменяют размеры поперечного сече
ния балки и повторяют расчёт, начиная с п. 6. При этом коэффициент 
запаса подсчитывают лишь в наиболее опасном сечении балки, выяв
ленном в первой попытке.

10 Строят схематизированную диаграмму предельных амплитуд 
цикла напряжений для наиболее опасного сечения балки и определяют 
коэффициенты запаса графическим способом.

5.3 Пример выполнения работы

Подобрать размеры поперечного сечения статически неопределимой 
балки (см. рис. 20) круглого поперечного сечения, нагруженной посто
янной силой G (сила веса груза) и гармонически изменяющейся силой 
F0 = sin Q.-t при следующих данных: G = 2 кН . 1<], = 3 кН, а = 100 см, 
Ъ = 85 см, с = 55 см, I = 200 см, Q. = 80 с'1, D/d = 1,2, r/d = 0,15, 
di/ D — 0,2, материал -  сталь 40Х, коэффициент запаса п мео& = 1,6... 1,9.

Используя исходные данные, изобразим в масштабе схему балки. 
Раскроем статическую неопределимость балки методом сил. Выберем 
основную систему (ОС), построим эквивалентную систему (ЭС), нагру
зим основную систему отдельно единичной силой, заменяющей неиз
вестную, отдельно -  внешней силой Q и построим эпюры изгибающих

моментовМ \,  Mq (рис. 21). Запишем каноническое уравнение метода

сил:

5n X j +&IQ = 0 ,
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откуда ^  1

Коэффициент и свободный член канонического уравнения опреде
лим способом Верещагина:

E -Jx -Sn = ~  1,45-1,45 —  1,45 +

+ 1,2 1,45-0,55-1 1,45+ ^-0 ,55 1+^-0,55-0,55-1 1,45+-^-0,55 = 4,4386 мл-

Е-J v • А1е = --•!,5 -0 ,3-f 1,15-3-0,3 |-

- 1,2
1

1,5-0,55-1 1,45+^-0,55 I+ | • 2,75• 0,554 1,45+ | - 0,55 = 6,1036кН-мХ

Раскрываем статическую неопределимость 

X,  = - - Д2е = бЛ037 = 1>375кН
4,4386'11

Строим эпюру M q в  эквивалентной системе (рис. 2 1 ) ,  откуда

\М

\М Q\

ID
наиб

d  

н а и б

= 1,531 кН-м;

= 1,50 кН-м.

Определим диаметр вала в первом приближении из условия статиче
ской прочности при изгибе, используя заниженное допускаемое напря
жение и считая, что балка нагружена силой Q = F 0 +G:

\М Q наиб

w v
< [ с ] = - ' - 1

- с р

где W* = 7r-dl/32,  W? = п -Oq/32 , п = (1,6 + 1,9)/2 = 1,75 , для ста

ли 40Х: ав = 1000 МПа; ат = 800 МПа; ал = 350-380 МПа.
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Рис. 21. Раскрытие статической неопределимости
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Тогда

а  ?|3 2 . |М |та,6. „ ф b . u . i o r i . y s  
n-O-i  V тг-350-106

D > з
3 2 - |M |faH6-« /з2 -1,531 -103 -1,75 ^  ^
---------------------- = f |------------------ g----- = 42,72мм;

тг-сг^ V Л--350-10

D = d-1,2 = 42,43-1,2 = 50,92 мм.

Принимаем ближайшие стандартные значения d = 42 мм, Z) = 50 мм. 
Определяем геометрические характеристики подобранных сечений:

Td  Я ' d  ТГ-4,2 i £ o - 7 „  4. j d  Я ' D  7Г - 5  4.Jx = --------= ----------- = 15,27  см , Jx = --------- = ---------= J0,6o см ,
64 64 64 64

ттrd  J x  15 2 7  3 ттгО 3 0  6 8  4Wx = - £ -  = — !■—  =  7 , 2 7 1  c m  ; Wx = ^ — =  — ?—  =  1 2 , 2 7  c m 4 .
d l l  2,1 D l l  2,5

Проводим генеральную проверку раскрытия статической неопреде
лимости на компьютере. Для этого балку делим на 40 равных участков и 
на эпюре M q вычисляем значения моментов в узловых точках.

По данным табл. 6 на компьютере вычисляем перемещения узловых 
точек, строим эпюру перемещений и вычисляем погрешность

J j4 1 l 100 % = 1,12% < 3%.
\У наиб

Следовательно, статическая неопределимость раскрыта верно.
Фактические напряжения в балке при колебаниях циклически изме

няются. Поэтому проверим сопротивление балки усталости, учитывая, 
что необходимый коэффициент запаса п = 1,6...1,9. Подсчитаем коэффи
циенты запаса по усталости nR и по текучести пт в опасных сечениях 
балки А, В, С и Z).
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Т а б л и ц а  6. Изгибающие моменты в узловых точках

№
узла 1 2 3 4 5 6 7 8 9

M q,
кН -1,50 -1,322 -1,143 -0,965 -0,787 -0,609 -0,430 -0,252 -0,074

№
узла 10 11 12 13 14 15 16 17 18

M q,
кН 0,105 0,283 0,461, 0,640 0,818 0,996 1,174 1,353 1,531

№
узла 19 20 21 22 23 24 25 26 27

M q,
кН 1,464 1,398 1,331 1,265 1,198 1,131 1,065 0,998 0,932

№
узла 28 29 30 31 32 33 34 35 36

M q,
кН 0,865 0,799 0,732 0,666 0,599 0,533 0,466 0,399 0,333

№
узла 37 38 39 40 41

M q,
кН 0,266 0,200 0,133 0,067 0

П р  =
'-1

k d 'к F 'ку

ПТ =

Вычислим силу веса балки

G6 = r -V = r ^ ( d 2 -ld + D 2 -lD) =

= 78 —  • (0,0422 • 0,55 + 0,05 2 -1,45) = 0,282 кН;

G 6 о 282
—  • 100% = -  100% = 14,2%.
G 2

Сила веса балки выбранного диаметра не превышает 15% силы веса 
груза G, поэтому балку можно считать системой с одной степенью сво
боды, для которой 
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где ст -  перемещение сечения С от статического действия силы веса 
груза G в направлении колебаний.

Для определения £ ст воспользуемся эквивалентной системой. По
строим эпюру изгибающих моментов Ма от силы веса груза G и эпюру

М 1 от единичной силы, приложенной в направлении искомого пере

мещения (рис. 22).

2кН

0,550-кН
0,7975

0,63
0,440

0,1975
М,

кН-м
0,60

1,75

М 2
0,30

0,85

Рис. 22. Определение с „



Реакция в опоре D находится из соотношения 

X ?  = - - Х ?  = --1,375 = 0,550 кН.
1 Q 1 5

Вычислим с ст способом Верещагина:

( 1 1 1 Л
 0,165-0,3 —  0,3-0,6325-0,3 —  0,3н— 0,6-0,3 —  0,3

2 3 2 2 3
10-

E-J D

1
-0,7975-0,55-1 0,3 + --0,55 — -0,3025-0,55- 

2 )  2

1 X
0,3н— 0,55 

3
10 -

E - J c

10,6-0,55-| 0,3н— 0,55 +--1,1-0,55- 
2 )  2

1 X
0,3 н— 0,55 10J

E - J c

-0,0154-10- 0,08375-10;

2 -1011 -30,68-Ю-8 2-1011 • 15,27-10"
■ = 2,491мм:

со = 9' 81 =62,75 с"1.
24,91-10 -з

Для определения параметров цикла напряжений необходимо знать 
коэффициент усиления колебаний

Р  =
1 1

(  гл  2 \
1-

Е1‘
со со

1 -1 ,2 8 2 ) +(0,03-1,28)'
= 1,563? ?

Q 80
где — = -------- = 1,280 < 1,3 -  балка работает в резонансной зоне.

со 62 ,75
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Подсчитаем коэффициенты запаса в предполагаемых опасных сече
ниях, учитывая, что среднее напряжение цикла создаёт сила веса груза 
G, а амплитуда напряжений цикла возникает за счёт гармонически из
меняющейся силы /',| si 11 Q t.

Сечение А: концентратор -  переход под прямым углом,

М Аа = 0,600 кН м.

^  = Щ - =  0 > 1 ° 3 б = 82,52МПа;
W dx 7,271-10

F  9
ста =/3- —  -стст =1,153 — 82,52 = 142,7 МПа.

G 2
Из справочных данных [2] ап = 2,0 (концентратор -  переход под 

прямым углом), cjrj 0.88 при <т, 1000 МПа и аа = 2,0, тогда

ка =1 + qG{aG — 1) = 1 + 0,88-(2,0 — 1) = 1,88; для d = 42 мм кd = 0,826 при

сте = 500 МПа, kd = 0,712 при ав = 1400 МПа. Интерполируем для 

(Те = 1000 МПа:

п £9ft — 0 71 9
к ,  =0,712 + - --------- ------- (1400-1000) = 0,76.,

1400-500

к Р = 0,92 при (Те = 1000 МПа, шлифовка; к v 0 -  упрочняющей обра

ботки нет, y/rj = 0,2 при (Те > 1000 МПа.

с-1 350
ПК =  к - - - - - - - - - - - - - - - = - - - - - - П Й - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - =  ° ' 8 7 4 ;

^  cra + W a-CT, ------ ’---------- 142,7 + 0,2-82,52
k d -k p -k v a r a  т 0,76-0,92-1 

800
ста +(7т 142,7 + 82,52

= 3,55.

Сечение В: концентратор -  галтель, M BG = 0,1975 кНм.



F  9
<xa = P ~ a cm = 1,153 • — • 27,16 = 46,98 МПа .

Сj 1

Из справочных данных [2] для г с/ = 015: (ка)о = 1,219, при
ав = 500 МПа, (ка)0 = 1,344 при ав = 1200 МПа. Интерполируем для 
ex. = 1000 МПа.

/ \ 1 344-1 219(к А  = 1,219 + —------------ -̂--- (1000-500) = 1,31,
v 'о  1200-500

£, = 0,772 при D/d=  1,2, изгиб, 

тогда к а = 1 + 4 • [ (ка ) 0 - 1] = 1 + 0,772 • (1,31 -1) = 1,24; kd = 0,76; кР = 0,92; 

у/а =  0 ,2 .

а -1 350n R = ------ ;---------------------------- = ---------- ---------------------------------= 3,94;к 1 74
-■аа + ¥ а -су1 .  -46,98 + 0,2-27,16

k d -kF -ky а г а  т 0,76-0,92-1

&т 800пт = ------------ = ------------------ =10,79.
v a +c7m 46,98 + 27,16

Сечение С: концентратора нет, М са = 0,6325 кН м.

М% 0,6325 • 103 г 1 „ Л;ГТТ
а т = а ст = ^ 7  =  — = 51,55 МПа ;

W x 12,27 • 10

F 9
= j 0 . - ^ . a cm =1,153---51,55 = 89,15МПа.

Сг Z

Из справочных данных [2] ка = 1 -  концентратора нет; для d = 50 мм 
kd = 0,802 при ов = 500 МПа, k d = 0,683 при ив = 1400 МПа. Интерполи
руем для ов = 1000 МПа:

k d = 0,683 + 0,802 ~ 0,683 • (1400 -1000) = 0,74 ;
1400-500

кf = 0,92; у/а = 0,2.
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a -i 350
Ur ~ k ~~ TOO -2 ,4 8 ,

 2------------ +y/ .a ---------  г------- 89,15 + 0,2-51,55
к d -кp -kv ° а + ¥ °  0,74-0,92-1

°T  800nT = ------------  = ----------------- =5,69.
v a +c7m 89,15 + 51,55

СечениеD: концентратор -  радиальное отверстие, M Da = 0,440 кНм.

л D 4 d v D 3 n - 5 4 0 ,2-5 '

Wx = —^ --------- ——  = ——--------——  = 8,105 c m 3 ;
D /2  2,5

M r  0 44-103
°m =°cm = ^  = ~ ----------  = 54,29 МПа;

W x 8,105 • 10

F  ^
^ a = P ~ ^ c m  = l,1 5 3 ---5 4 ,29 = 93,89МПа.

Сj 1

Из справочных данных [2] аа = 2,0 -  концентратор -  радиальное 

отверстие при d \ID = 0,2, qa = 0,88 при <ув = 1000 МПа и аа= 2,0, тогда 
ka = \  + q a { a a - \ )  = \ + 0,88(2,0-1) = 1,88 ; ^  = 0,74; кР = 0,92; у а = 0,2.

350
Ur =  к-------------------------------- = ------- Г88------------------------------------= 1’3 0 ;

 2 а  +у/ .а   г 93,89 + 0,2-54,29
k d -к р -kv ° т 0,74-0,92-1

а т 800пТ = ------------  = ------------------  =5,40.
ста ~\~ стm 93,89 + 54,29

Коэффициент запаса балки, равный наименьшему из шести найден
ных значений п = 0,874, не соответствует заданному, поэтому изменяем 
диаметр поперечного сечения балки и повторяем расчёт только для наи
более опасного сечения И.

После ряда попыток принимаем d = 32 мм, D = 38 мм.
65



Определяем геометрические характеристики подобранных сечений:

74 л 4 тл 4 л ч  4ТС' э  _ ^  ,  д _ /о * «3, /  _ Д
./* = --------= ---------= 3,976см4; = --------- = ------  = 9,200см4;

64 64 64 64

w d = J x _  = h ? H  = 2,651см3; W?  = - ^ -  = - ^ -  = 4,973см4;
7 2  1,6 D / 2  1,85

-0,0154•10; 0,08375•10;
,ст 2-1011 -9,2-10 —8 ' 2-10u -3,976-10_

- = 9,695 мм;

со =
У^ст V 9,695-10 

следовательно у = 0, тогда /3 =

9 8 1  = 3 1 . 8 1 с  У  —  =  — 5 2 — =  2 . 5 1 5  >  1.3 .
1-3 Iо 36,45 

1 1
Q 2

1 - — 1 -2 ,5152
®2

= 0,188.

Подсчитаем коэффициенты запаса в наиболее опасном сечении А :

M i  0,6-103
=°ст = — -г =  -  = 226,4 МПа;

W dx 2,651-10

F ^
<ja = jS- —  -acm = 0,188 —  226,4 = 63,85 МПа.

G 2

Из справочных данных [2] ка = 1,88; kF 0: ку 0; )//а = 0,2; для 

d = 30 мм kd = 0,876 при ов = 500 МПа, kd = 0,757 при ов = 1400 МПа. 

Интерполируем для <ув = 1000 МПа:

0,876-0,757k d =0,757-
1400-500

•(1400-1000) = 0,81;

П п  =
’ -1 350

1,
= 1,70;

-кр-ку ■°а+ ¥ а - ° г

П г =
и а + и т 63,85 + 226,4

а та 0,81-0,92-1

= 2,76.

-63,85 + 0,2-226,4

800
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Коэффициент запаса балки п = 1,70 соответствует заданному 
п = 1,6...1,9.

Определяем коэффициенты запаса графическим методом (рис. 23).

К = - 1,
k d -kF -kv 0,81-0,92-1

- = 2,523:

О А = а дет
-1

ег-1 350
К  2,523

= 138,7 МПа;

tg <р = -¥ а  0,2
К  2,523 

ОВ = о Т =800 МПа;

= 0,0793;

М200

М -

м

200 400 600 •т, М Па

Рис. 23. Графическое определение коэффициентов 
запаса

Строим на диаграмме точку М  с координатами оа = 63,85 МПа, 
от = 226,4 МПа Проводим из точки О луч через точку М  до пересече
ния с линиями предельных амплитуд по усталости и текучести. Изме
ряем полученные отрезки ОМ, OMR, ОМТ и подсчитываем:

ОМ R 51
пгр - -  n R ~ = 1,79;

n f  =

ОМ 28,5 

ОМт _ 80 

ОМ 28,5
= 2,81.
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5.4 Контрольные вопросы

1 Какие системы называют системами с одной степенью свободы?
2 Как определяют частоту собственных колебаний системы с одной 

степенью свободы?
3 Каков физический смысл коэффициента усиления колебаний и как 

его определяют?
4 По какому циклу изменяются напряжения в балке, нагруженной 

постоянной и гармонически изменяющейся силами?
5 Какие сечения балки могут быть опасными при колебаниях?
6 Как оценивают прочность балки при колебаниях?
7 Что называют пределом выносливости материала?
8 Как определяют коэффициент запаса прочности балки при колеба

ниях?
9 Как определяют предел выносливости детали при симметричном 

цикле?
10 В чём заключается графический способ определения коэффици

ента запаса прочности детали при циклически изменяющихся напряже
ниях?
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Приложение А -  Пример выполнения титульного листа

МИНИСТЕРСТВО ОБРАЗОВАНИЯ И НАУКИ РОССИЙСКОЙ ФЕДЕРАЦИИ

ГОСУДАРСТВЕННОЕ ОБРАЗОВАТЕЛЬНОЕ УЧРЕЖДЕНИЕ 
ВЫСШЕГО ПРОФЕССИОНАЛЬНОГО ОБРАЗОВАНИЯ 

«САМАРСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ АЭРОКОСМИЧЕСКИЙ 
УНИВЕРСИТЕТ имени академика С.П. КОРОЛЁВА 

(НАЦИОНАЛЬНЫЙ ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКИЙ УНИВЕРСИТЕТ)»

Кафедра сопротивления материалов

Расчётно-проектировочная работа 

РАСЧЁТ ПЛОСКОЙ СТАТИЧЕСКИ НЕОПРЕДЕЛИМОЙ РАМЫ

Выполнил студент гр. 2205 Иванов И.И. 

Принял доц. Сидоров П.С.
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Приложение Б  -  Пример оформления задания

ЗАДАНИЕ

Заданы: схема статически неопределимой рамы, размеры и дейст
вующие нагрузки.

Требуется:
раскрыть статическую неопределимость; построить эпюры нормаль

ных сил, поперечных сил и изгибающих моментов;
подобрать размеры поперечного сечения, составленного из двух 

швеллеров.

1\ = 4 м; 
к = 3 м; 
1з = 4 м; 
R = 2 м;
q = 40 кН/м; 
F = 0;
т = 40 кНм.

7*
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Приложение В. Пример оформления реферата

РЕФЕРАТ

Расчётно-проектировочная работа 18 с., 5 рисунков, 7 источников.

ПЛОСКАЯ РАМА, СТАТИЧЕСКАЯ НЕОПРЕДЕЛИМОСТЬ, 
МЕТОД СИЛ, ИНТЕГРАЛ МОРА, УСЛОВИЕ ПРОЧНОСТИ, 
КРУЧЕНИЕ С ИЗГИБОМ, ПРЕДЕЛ ВЫНОСЛИВОСТИ, КОЭФ
ФИЦИЕНТ ЗАПАСА ПО УСТАЛОСТИ, КОЭФФИЦИЕНТ ЗАПА
СА ПО ТЕКУЧЕСТИ, ЧАСТОТА СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ, 
КОЭФФИЦИЕНТ УСИЛЕНИЯ КОЛЕБАНИЙ, ДИАГРАММА 
ПРЕДЕЛЬНЫХ АМПЛИТУД ЦИКЛА НАПРЯЖЕНИЙ.

Объект расчёта -  плоская статически неопределимая рама.
Цель работы -  расчёт на прочность статически неопределимой 

рамы.
Выполнен расчёт на прочность статически неопределимой рамы. 

Для раскрытия статической неопределимости использовался метод сил. 
Проведена генеральная проверка в новой основной системе, построены 
эпюры нормальных сил, поперечных сил и изгибающих моментов, оп
ределены размеры поперечного сечения рамы, изготовленной из двух 
швеллеров.

Эффективность работы заключается в подборе наиболее экономич
ных размеров поперечного сечения рамы.
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