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I. И З МЕ Р Е Н И Я  ФИ З И Ч Е С К И Х  В Е Л И Ч И Н

Суть измерений зак лю ча ется  в количественном вы раж ен и и  ве
личин путем сопоставления измеряемой величины с однородной 
величиной, принятой за  единицу.  Согласно  этому определению 
общее  уравнение  измерений имеет вид

х  =  п [х], , (1)
где .V— и зм ер яем ая  физическая  величина,

[jf] — единица физической величины, 
п — число единиц.

Р езу л ь тато м  измерения  являе тся  значение  физической величи
ны, полученное путем ее измерения.  Это значение  в общем  случае 
отличается  от истинного зн а ч е н и я  .\г„ст. Причиной этого является  
наличие  погрешностей средств  измерений,  несовершенство методов 
и методик измерений,  отличие внешних условий,  при которых про
водятся  измерения,  от установленн ых условий,  а т а к ж е  действие  
ряда  других причин, ин дивидуальны х д ля  к а ж д о г о  вида из ме ре 
ний. Вот почему результат  измерения  х  будет являться  р е а л и з а 
цией случайной величины, равной сумме истинного значения  из ме
ряемой величины Хист и погрешности измерения \  v;

х  =  ДГист +  А  X. • ( 2 )

Если повторить измерения величины х  еще несколько раз,  то 
ока ж етс я ,  что все полученные значения  л е ж а т  в некотором ин тер 
вале , ограниченном наименьшим значением х л— \(.v) и наи бо ль
шим значением -\'л -f \ ( л ) . Величина  .\'д, соответствующая сере
дине интер вала ,  наз ывается  д е й с т в и т е л ь н ы м  з н а ч е н и е м  
измеряемой величины .v. Д ейс твительно е  значение  х д мало  о т ли 
чается от истинного значения  л'нСТ и используется  вместо-него  для  
решения поставленных изм ерительных задач .

Границы интервала ,  опр ед еляемые  величиной Л(д'),  называ ютс я  
д о в е р и т е л ь н  ы м и г р а н и и а ми, а сам интервал  — д о- 
в е р и г е л ь н ы м и и т е р в а л о  м. Д л я  заданного  или оп ре дел ен
ного каким- либ о образом доверительного,  интер вала  необходимо 
у к а з а т ь  д о в е р и т е л ь н у ю  в е р о я т н о с т ь  Р. Д о в е р и т е л ь 
ная вероятность  пр иближ енн о равна  доле  измерений,  результаты 
которых поп ада ют в ин тервал  ог хй— \ ( х )  до  ДСд + Д ( л ) .  Это озна-
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чает следующее: если провести большое число измерений N 0 одной 
и той ж е величины в одних и тех ж е условиях я  выбрать из них 
те N  измерений, результаты  которых по-пали в доверительный ин
тервал, то будет справедливо приближенное равенство

Р = к /No.
Пример 1. Пусть .при некотором дзмерении зад ан а  доверитель

ная вероятность ' Р '=  0,95 и определён Доверй4блбнь*й интервал. 
Следовательно, если провести, например, 100 измерений, то при
мерно 0,95 • 100 =  95 результатов измерений будут находиться внут
ри доверительного интервала. Иными словами,’ доверительная ве
роятность показы'вает н а д е ж н о с т ь  р е з у л ь т а т а  и з м е 
р е н и я -  ■

Пример 2. Результат измерения напряж ения следующий: 
С7Д =  50В , Д(С/) =  +  1 В, Р = 0 ,9 5 . Э та запись означает, что истинное 
значение измеряемого напряж ения с вероятностыб 0,95 находится 
внутри интервала, ограниченного наименьш им, значением £7Д — 
— Д ( U )  =  49 В и наибольшим значением Е7Д +  Д (U)  =  51 В.

И так, в результате проведения измерения экспериментатор дол
жен получить:

1) действительное значение измеряемой физической величины,
2) погрешность измерения вместе с соответствующей довери

тельной вероятностью. При этом доверительная вероятность чаще 
всего задается экспериментатором.

Решение поставленных задач зависит от большого числа ф ак
торов, но в первую очередь требуется знание классификации изме
рений и классификации погрешностей.

2. К Л А С С И Ф И К А Ц И Я  И ЗМ Е РЕ Н И И

Измерения классифицируют (упрощ енная схема классиф ика
ции) {7]:

по общим приемам получения результатов — прямые и кос
венные,

по числу измерений в серии ‘— Однократные и многократные.
П р я м о е  и з м е р е н и е  — измерение, • при котором искомое 

значение величины получают непосредственно. Н апример, измере
ние температуры воздуха термометром, силы тока — амперметром, 
промеж утка времени — секундомером.

К о с в е н н о е  и з м е р е н и е  — измерение, при котором зн а 
чение физической величины определяю т на основании результатов 
прямых измерений других физических величин, функционально 
связанных с искомой. Н апример, значение плотности р однород
ного тела цилиндрической формы можно установить по значениям 
массы т,  высоты h  и диам етра цилиндра d, полученным на ос
новании прямых измерений и связанным уравнением 
2

р =  4 m / n c P h .  0 )
О д н о к р а т н о е  и з м е р е н и е  — измерение, выполненное 

один раз. В ряде случаев, когда нужна больш ая уверенность 
в правильности полученного результата, выполняются два, три и 
более измерений одной и той ж е конкретной величины. В таких 
случаях допускаю тся выраж ения: «двухкратное измерение», «трех
кратное измерение» и т. д.

М н о г о к р а т н о е  и з м е р е н и е  — измерение одной и той 
ж е  физической величины, состоящее из ряда однократных измере
ний. Ориентировочно считается, что при четырех измерениях и бо
лее измерение можно считать многократным.

3. ОЦЕНКА ДЕЙСТВИТЕЛЬНОГО ЗНАЧЕНИЯ  
ИЗМЕРЯЕМОЙ ВЕЛИЧИНЫ

а) Д л я  однократных измерений х д -определяется показаниями 
средства измерения,

б) При многократных измерениях за действительное значение 
измеряемой величины принимают среднее арифметическое экспе
риментальных данных, из которых исключены систематические по
грешности (о систематических погрешностях см. ниж е):

X i ) / n ,  (4)
i=i

гДе Xi — результат i-ro  измерения, 
п —г число измерений в серии.

4. К Л А С СИ Ф И К А Ц И Я  П О ГРЕШ Н О С ТЕЙ

Погрешности измерений могут быть класеицифировапы по. сле
дующим признакам:

по характеру проявления “  систематические и случайные,
. по способу вы раж ения — абсолютные и относительные.

С и с т е м а т и ч е с к а я  п о г р е ш н о с т ь  — составляю щ ая 
погрешности результата измерения, остаю щ аяся постоянной для 
данного ряда измерений, или ж е законом ерно' изменяю щ аяся 
при повторных измерениях одной и той ж е величины.

С л у ч а й н а я  п о г р е ш н о с т ь  — составляю щ ая погреш
ности результата изменения, изменяю щ аяся случайным образом (по 
знаку и значению)' в серии измерений одного и того ж е разм ера фи-, 
зической величины. .
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Часто в приведённую 'классификацию  включают грубые по* 
грешности. Г р у б а я  п о г р е ш н о с т ь (промахи) — это пр- 
греш ность измерения, значительно превыш аю щ ая погрешность, 
ожидаемую  при данных условиях. К ак правило, причина таких 
погрешностей — недостаточное внимание или небрежность экспери
ментатора (неразборчивая или неверная запись показаний при
бора, резкое изменение условий эксперимента). Устранить уже 
сделанные погрешности можно, анализируя полученные резуль
таты  с помощью теории вероятности. Если сделано около 10 изме
рений, то промахом можно считать измерение, д ля , которого по
грешность более трех среднеквадратических отклонений- Это 
измерение исклю чается при обработке’результатов измерений.

А б, с о л ю т н а я  п о г р е ш н о с т ь  —  погрешность измерения, 
вы раж енная в единицах измеряемой величины.

О т н о с и т е л ь н а я  п о г р е ш н о с т ь  — погрешность изме
нил, вы раж енная в долях значения измеряемой величины или 
в процентах. Относительная погрешность б (в процентах) находит
ся из отношений

6 =  Д х /х  или < б =  (А х /х ) 100%. (5)
Рассмотрим более подробно причины и способы устранения 

либо учета систематических и случайных погрешностей.

4.1. С И С Т Е М А Т И Ч Е С К И Е  П О Г Р Е Ш Н О С Т И

* *
Этот вид погрешности наиболее существенно искажает- резуль

тат  измерений, поэтому систематические погрешности подлеж ат 
исключению, насколько это возможно, путем введения поправок. 
Различаю т следующие систематические погрешности:

1) погрешности, свойственные средствам измерения;
2) погрешности, обусловленные воздействием влияющих вели

чин *как на средства измерения, так  и на объект измерения;
3) погреш ности,-возникаю щ ие из-за неточности. действий экс

периментатора;
4) погрешности метода;
5) погрешности из-за неадекватности модели измерений объек

ту измерений.
Приемы выявления систематических погрешностей весьма р аз

нообразны и не могут быть сведены к определенным алгоритмам. 
Только хорошее знание экспериментальной техники, опыт экспери
ментатора, накапливаемы й с течением времени, знание методики 
эксперимента, критическое отношение к полученным результатам , 
внимание и аккуратность в работе позволяют  вы являть и устра
нять либо учитывать систематические погрешности.
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Примеры:
1. С трелка амперметра, через который не идет ток, не показы 

вает «нуль». Эта погрешйость устраняется с помощью корректора 
начальной установки нуля.

2- И зменение температуры воздуха приводит к погрешностям 
при точных измерениях. Погрешности можно устранить путем вве
дения поправок либо путем термостатирования, т. е. поддерж ания 
нормальной 'температуры .

3. Неточные действия оператора могут привести к зап азды ва
нию или опережению регистрации какого-либо измерительного 
сигнала. П оявление таких погрешностей можно исключить, "если 
провести автоматизацию  процесса измерения.

Следует особо выделить инструментальные (приборные) погреш
ности. Эти погрешности приведены в технических паспортах (ф ор
мулярах) на средства измерения. Д л я  большинства приборов вво
дится характеристика — класс точности прибора. Эта характерис
тика, обозначаем ая буквой уо» определяется формулой

y Q =  (д  х /х* ) 100%, (6)
где А х  — предельная допустимая для  данного класса прибора 

погрешность, определенная при нормальных внешних 
условиях;

х* — так назы ваемое нормирующее значение. З а  нормирую
щее значение часто принимают верхний предел измере
ния. Но в общем случае следует руководствоваться 
паспортом (формуляром) средств измерения, где указы 
вается нормирующее значение

Значение ннЬтрументальной погрешности будем в дальнейшем 
обозначать буквой ± 0 .

«
П римечание. В р я д е  книг, посвящ енны х вопросам  метрологии —  науке  об 

измерениях — ин струм ентальная погреш ность относится к т а к  назы ваем ы м  
н е и с к л ю ч е н н ы м  с и с т е м а т и ч е с к и м  п о г р е ш н о с т я м ,  которые 
обозначаю тся Д *(х). К  это м у  ж е  виду  систематических погреш ностей относятся, 
наприм ер, методические погреш ности, которы е с в я зан ы -с  допущ ениям и и упро
щ ениями, сделанны м и при вы воде форм ул; погреш ности поправок; погреш ности, 
вы званны е влиянием  внеш них условий, которы е не м огут быть измерены в ходе 
эксперимента, и р я д  других.

*
П ример расчета инструментальной погрешности.
Пусть при нёкоторцх измерениях применен вольтметр класса 

точности 1,5 с пределом изм ерения 0...100 В. Д л я  нахождения инст
рументальной погрешности воспользуемая формулой (6), откуда

. Д х - (у о /1 0 0 )х * .  (7)
В данной задаче уо =  1,5. нормирующее значение 'х*  =  100 В 

(верхний предел измерения). После подстановки

(1,5/100) 100"В » 1,5 В.



Используя обозначение инструментальной погрешности* запи- 
ШеМ: . 0  *  ± 1,5 В. »..?

Д лявсех средств измерения* приведенных, в. т а б д ;1, нцотрумец- 
тальная погрешность в  =* ± Д М (х ) .  ч
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Примечание. Если клГСб точности средств Измерений йёизвестен и н ет  пас

портны х данны х, т о м о Ж й б  и е п о А зо в ать ' правило: п р едельная  погреш ность, а  
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'Ловйён действием случайных йогрешностеи. Можно сказать; чтЬ 
случайные погрешности вызывают.^ рассеяние результатов, в серии 
(рздзрений'. В теории случайных величии характеристикой рассея
ни я значения случайных величин является среднёеквадратическое 
отклонение (С К О )т Ж б  средйёго арифметического значения о(х) 
определяется по формуле д **;• V 

-б •

.  п(П—1)
>r..:'3*fOfifJi. вёрОятностей поаводдет найти доверительные границы 
случай^^грргрешности' Д р)дрсаи  вычислено ,CKQ. и задана тре
буемая доверительная вероятность Р:

: А ( х ) = * Ц Р , п ) Ы х \ ,  -  ; 1 (9)
где *(£, п) — коэффициент 
в зависимости' от 
ности Р.,

: А ( х ) ~ ц р , п у щ х ) ,  -• - ;; [У)
фйциент Табл.2
г' числа ■ измерений'' д

iif • Л ■ ‘‘
’ 'Tfcffiitfir* *2

: [п - 2 .. .3 4 5 6 ■ 10
. 1 ;

.2 0 оо

■ V
при =Р-=р,95 / 12,7 4!зо , 3,18 2,78 2,57 2,26 ,2,09 1,96

Г ( Д Н ) ;
63,7 .9 ,9 2 ' 5 ,8 4 '' 4,60 4,03 3,25. 2 ,8 0 г ,58'

>! ' :{«j мЦ V'" г> '• - ’>М <п ' ' г . ' - : '
" Основная цель обработки- результатов экспериментальных дан

ных — получение результата- измерений и оценка его погрешности. 
Выбор метода обработки зависит главным образом от вида изме
рений (прямые, косвенные) й от числа экспериментальных дайных 
(многократные н однократные измерения). В данном раадёле<рас- 
сматриваются упрощен нкые методы обработки данных щ яяу казан-- 
ных видов измерений. 1 . Г i ‘1 - * . м

: ^ . А Р А в а д А ^ у г л Е и и У / ' ; . 7 ' , У ’ \ . п т -

■ п з :у # ъ т А т о Я ц т & £ н и и

В процессе выполнения измерений проводятся^ расчеты как ре- 
аультатов измерений, так и погрешностей, причем Точность расче
тов обыч««> знаттелыно ’ бск«>ше метрож)гйчески ? Ъбоснонанной 
точностн результатов. Однако в чнслах. выражаювдпх результат 
измерения й' его. погрёшибсть, необходимо юстаВлять только те 
цифры, за  достоверность которых можно ручаться^,т. е^заавашре 
цифры. Последняя значаЩаящнфра (реже две последние: цифры), 
как говорят, «отягошена» погрешностью. Эти Обстоятельства при-



водят к  необходимости округления результатов измерений и по
грешностей. ' .

Н иж е излагаю тся 'основные правил^ округления чисел-

1. Значащ ими цифрами числа считаются все цифры от первой 
слева, не равной нулю, до последней, записанной справа; При Этом 
нули, -з&пйсзнныё4 в 'виде множителя 510я, не учиты ваю тся:;

Примеры: * г< «
1) ^исло 2000 имеет; четыре значащ их цифры,
р  число 2 ,000-103 тож е имеет четыре значащ их цифры,
0) число 2 - 103 имеет одну значащ ую  цифру.
2. Если при округлении числа первая из Отбрасываемых цифр^. 

(считая слева направо) меньше 5,. то остающиеся цифры" 
не меняются.

Пример: Пусть число 38,7488 надо 'округлить так , чтобы- в-нем 
остались три значащ их цифры. Р езультатокруглен и я: *38,7.

3. Если первая из отбрасы ваемых цифр (считая слева направо) 
больш е 5, то последняя сохраняемая цифра увеличивается на 
единицу.
• Пример: Пусть число 284,3681 надр.округлить так, чтобы в нем 

осталось пять значащ их цифр. Результат округления: 284,37. • ^
4- Если перШ г’н ^^ б р & еы ^ ё^ ы А 'Ц и ф р  (счйт^й!СЛевЙ’Направо) - 

равна 5, а следующие за-ней  цифры неизвестны или нули, то пос
леднюю сохраняемую  циф ру-числа не изменяют, если она четная, 
и у вели чи ваю т 'н а  единицу, если она нечетная.

Примеры: ,
1) Пуотц число.28;25-,надо' о кругли ть 'так , чтобы в нем остались 

три значащ их цйфры.. Результат округления: 28,2.
2) Пусть число 123,7550 надо округлить так, чтобы в нем оста

лось пять значащ их цифр. Результат округления: 123,76.
5. При округлении больших чисел мож ет возникнуть расхож 

дение между числом требуемых знШ Ш ю ^'йЙфрг ^йбЙ Й чеством  
разрядов в нем. Д л я  устранения этбгЬ* dfrefryfef ис
пользовать множитель 10я, позволяющий уменьшить число зн а 
чащ их цифр.  ̂ 1 !

Пример: Пусть число 387625, в 'котором-шесть значащ их цифр, 
требуется округлить так , чтобы 1 в :нем остались5 три значащ их циф
ры; Бели использовать правило п. 3 и  записать 388000, то  исходное 
требование округления до трех значащ их цифр оказы вается невы
полненным, т . к : записанное число 388000 по-прежнему имеет шесть 
значащ их цифр. П оэтому предварительно надо, записать число
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387625 В: виде 387,625- Ш3 или 38,7625-10*, или 3,87625-10* и т. Д. 
Результат после округления: 3 8 8 -103 или 3 8 ,8 -104, или 3,88- 10* и т 4д.- 
К ак  видно из п р и ц ф а , множитель 10я моЖет быть различным.
Рациональный выбор ^Множителя обсуж дается ниже в п. 9.

6. ОкругЛение результата измерений и погрешности следует 
начинать с округления погрешностей- Погрешность в окончательном^ 
виде дается с одной или двумя значащ ими цифрами. Д в е  з н а ч а ' 
щ ие цифры в оценке погрешности приводят только при особо точ
ных измерениях, а так ж е  в том случае^если  цифр£ старш его р аз
ряда числа, вы раж аю щ его погрешность, равн а  3 или меньше 3.

Примеры; 1) значение погрешности 0,47835,v Полученное путем 
расчетов, округляется до 0,5; . ’ ; "у-

2) значение погрешности 0*13628 округляется до  0,14.
7. Результат измерения округ^яетец ^ 0  цифры Т|9го.зце,.вед\уда> 

на котором заканчивается значение погреш ности ;. ' ,  •*,
Примеры: 1) результат измерения 14,5324 ± 0 ,2 5  округляется 

до 14,53±0,25; но не до 14,5±0,25 или 14;532±0,25; •
‘ 2),.результат измерения 28,300Q±0,Q5округляется.до28,30±Q,05, 

но не до 28 ,3±6,05 . » i ' « ’■
8. Нсли значение .погрешности имеет множитель Л0Я,. то знане,- 

ние результата необходимо преобразовать так*'Чтобы. это значение 
тож е имело множитель 10я > При записи результата Я погрешности 
множитель 10я мож но выносить за скобки, «> > :: - м., \

Применение, множителя Дйч в  ряде случаев, поввблййт умень
шить число значащих цифр. >, . i;i

Примеры; 1) ;результат38,2402±6МОтт3 можно после округления 
представить в виде 38240-1()-3 ± 5 -1 0 _3 или (3 8 2 4 0 ± 5 )-Ш _3. 
Однако результат'можно записать и так: 38,240±0,005. Б  каком 
виде удобно записать результат, зависит от конкретной физичес
кой величины;
* 2) результЦт68Э2$Э±83£,б| Если округлить погрешность д о  800, то 
в этом значении остаются &зн ача щ их ц и ф р ы т о г д а  Как согласно’п. 6 
в погрешности долж на сохраняться одна значащ ая цифра. Поэтому 
надо предварительно ввести множитель 10? в значение результата 
и погрешности* например: 6832,63- Ш2±8,325-'10?>,ца затем  у ж е про
вести округление: . (6 8 3 3 ± 8 )* 1 0 2. Мож'но выбрать множители 
1Q3,- Ю4, 1(Й и - 'т  д. и записать результат вместе с погрешностью:

• (683,3± 0 ;8 ) -10» или (68 ,33±0,08) • 104, или 6 ,833±0,008^-1б5 ит.щ .
9. Примеры, приведенные в цп, 5 и 8, показываю т, что множи

тель 10я, вводимый ф и  записи результата и погрешности, может 
быть различным. О днако при выборе множителя 10я принято ру
ководствоваться таблицей кратных или дольных приставок, кото
рые имеют свои названия. ; '
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Т а б л и ц а  3

М н ож и
тель

Н аим енова
ние при

ставки

О б о зн а
чение

М н ож и
тель

Н аим енова
ние при

ставки
О б о зн а

чение

1012 тера Т 10-1 (днци) д
10е ' гига Г 10-2 (санти) с

10е мега М Ю -з МИЛЛИ м '

103 кило к 1 0 -8 микро мк
I02 (гекто) г 10-9 нано и

101 (дека) да 10-12 пико п

Примечание. П риставки, заклю ченны е в скобках, допускается  применять 
только в наим енованиях кратны х м дольны х единиц, получивш их ш ирокое рас
пространение, например, допустим о наименование «сантиметр», но не допустимо 
«сантивольт».

Выбор кратной или дольной единицы диктуется удобством ее 
применения. Н а практике эти единицы обычно выбираю т такими, 
чтобы числовое значение измеренной величины находилось в д и а
пазоне от 0,1 до 1000.

Примеры записи результатов измерений:
/? =  (52,35 +  0,04) кОм;
С =  (162 ,5± 0 ,7 ) нФ или С =  (0,1625+0,0007) мкФ-
10. Изложенны е правила применяются только при округлении 

окончательных результатов. Все промежуточные вычисления в ы 
полняются с большим числом разрядов во избежание ощутимой 
потери точности.

5.2. П О Л У Ч Е Н И Е  РЕ ЗУ Л Ь Т А Т А  И О Ц Е Н К А  П О ГРЕ Ш Н О С Т И
О Д Н О К Р А Т Н О Г О  П РЯ М О Г О  И З М Е Р Е Н И Я  (П Р И М Е Р )

Пусть при проведении некоторого эксперимента использовался 
вольтметр, имеющий класс точности 2,5 и диапазон измерений
0...300 В. Н а вольтметре был получен отсчет измеряемого напряж е
ния 267 В. Абсолю тная инструментальная погрешность опреде
ляется по формуле (7):

А СУ =  (2,5/100) -300 =  7,5 В
или после округления АС/ =  8 В.

Выводы:
1) результаты  измерения U =  267 В,
2) погрешность результата измерения определяется целиком 

абсолютной инструментальной погрешностью, т .е . Ду(л’) — 0  =  8 В.
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Ф орма представления результата и погрешности измерения 
следую щ ая: ' . .

£У =  (2 6 7 ± 8 ) В, 6 =  (8 /267) -

или с ; - 2 6 7  В; Д С /=  8 В, 6 =  3% ,
или С/=-(259,.275) В, в » 3 % .  ' ’

5.3. О Б Р А Б О Т К А  РЕ ЗУ Л Ь Т А Т О В  
П Р Я М Ы Х  М Н О Г О К Р А Т Н Ы Х  И З М Е Р Е Н И И

Н а рис. 1 представлена блок-схема, определяю щ ая порядок об- 
оабОтки результатов прямых многократных измерений [1]:

. j

исключение промахов 
и из$ ет нш  систематических 

погрешностей

Ф . И

H f s

*

кеисключенной 
систематической 
погрешности .&$(*)

^■<0,8о

® Л & = 1 < { 0 Ш Р ,ф л М  1

Р и с .  1. Б лок-схем а п оряд ка  обработки  р езу л ь
татов прямы х многократны х .измерений

Описание блок-схемы: .
Блок 1. Оцениваю тся и исключаются известные систематичес

кие погрешности и промахи, вследствие чего получается исправ
ленный ряд  наблюдений. Следует иметь в виду, что вопрос о выяв-
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лений Систематических погрешностей является достаточно слож 
ным. Существуют различны е приемы их выявления (см., напри
мер, п .4Л  данной инструкции). Н о в каж дой конкретной работе 
лабораторного практикума рекомендуется обсудить источники по
явления систематических погрешностей вместе с преподавателем.

Блок 2. О пределяю тся границы неисключенной систематичес
кой погрешности результата измерения Д5(х ). В первом прибли
жении, если в инструкции к лабораторной работе нет специальных 
указаний, будем считать неисключенную систематическую погреш
ность равной абсолютной инструментальной погрешности средств 
измерения. Д оверительная вероятность .такой погрешности прини
мается равной 1.

Блок 3. Вычисляется среднее арифметическое х  исправленного 
ряда наблюдений по формуле (4 ):

* ж ( 2  **)/«- 
1 = 1

Полученное значение является оценкой значения измеряемой 
величины х, т. е. результатом измерения.

Блок 4. Вычисляется оценка среднего квадратического отклони 
ния результата измерения по формуле (8 ):

п  (п — 1)

Блок 5. Выбирается доверительная вероятность Р. Д ля  технй-* 
ческих измерений чащ е всего выбирается Р  =* 0,95 ,[7]. По вы бран
ной вероятности Р  и числу измерений п находится коэффициент 
t{P>n ) (табл. 2 ), после чего вычисляются доверительные границы 
случайной погрешности результата измерений o ( x ) " t ( P , n ) .

Блок 6.
Рассчиты вается величина As (x ) /g (x ) .

Блок 7. Если A f/o  <  0,8, то неисключенную систематическую 
погрешность можно не учитывать. В этом случае погрешность ре
зультата измерения Д (х) определяется случайной погрешностью

\ .  A [ x ) * * o { x ) - t ( P , n ) .
Блок 8. Если As/ o > 8  (а именно такое соотнош ение.меж ду 

неисключенной систематической погрешностью и случайной яв л я
ется характерны м для большинства технических изм ерений), то 
погрешность результата измерения будет целиком определяться 
неисключенной систематической погрешностью, а случайную по
грешность можно не учитывать, т. е.

12

Ёлок 9. Ёсли значение As/ o  леж ит в диапазоне от 0,8 до 8, то 
при определении суммарной доверительной погрешности учиты- 

* ваю тся оба вида погрешности:
Д (х) =  k  [a  (х) -t  (Р , п ) +  As (х) ],

где коэффициент k  определяется по табл. 4 в зависимости от соот
ношения v Д5/сг '[7].

Т а б л и ц а  4

Л5/о 0,8 1 2 3 4- 5 .6 7 8

k. 0,75 0,73 0,71 0,73 0,76 0.78 .0,81 3.83 0,84

10 Окончательный результат записы вается в виде 
х —х ± Д ( х ) ;  Р — ... ^
6 =  (Д (х ) /х )  "100%.

Пример обработки результатов 
прямых многократных измерений

Н азвание опыта: определение диам етра проволоки.
Применяемый прибор: микрометр.
Ц ена деления: 0 ,01мм.
П редельная инструментальная погрешность: 4 мкй (0,004 мм). 
Результаты  отдельных измерений и соответствующие погрешности 
сведены в табл . 5.

Т а б л и ц а  5

. Н омер 
измерений Xt, мм Д X;, мм' Д х ,2, мм2

1 •1,62 - 4 - 1 0 - 3 16-10-6
- 2 1,60 +  10-10-3 256-10-6

3 1,63 - 1 4 - 1 0 - 3 196-10-6
4 1,6! + 6 -1 0 -3 36-10-6
5 1,62 — 4-Ю -з 16-10—6
6 ‘ 1,82 пром ах

2 х /  =  8 ,08м м , 2  Д х ;2 =  520- 10_6мм2.

Результаты  измерений
1. Рассчиты ваем  оценку значения измеряемой величины:



-  =  t t t e  =  J 616 MM
5

2. Рассчиты ваем оценку CKO результата измерения:

o ( r )  =  =  5 ,1 0 -]0 "3 мм.
f  5-4

3. Выбираем P =  0,95. По табл . 2 находим коэффициент Стью- 
~ дента t ( P , n ) ~ 2 , 7 8 .

Рассчитываем доверительные границы случайной погрешности 
результата измерения:

t { P ,n )  * a  (Jc) — 2,78 ■ 5,10* 10~3 мм =  14,16- Ю~3 м м « 0 ,0 1 4  мм.
4. Вычисляем отношение A s /a :

As/ o  =  0,004/0,0051 =  0,785 <G ,S .
Следовательно, согласно блок-схеме, приведенной на рис. 1, 

Д (х) = t ( P ,  п) *о(л), т. е. А (х )  =0,014 мм.

5. Запись результата измерения:

х  =  {\,616 +  0,014), мм; Р  =  0,95, ' '

6 = ( 0 ,014/1,616) -1 0 0 % -0 ,9 % , ■■■

Пояснения к примеру.
1. При заполнении столбца Xi табл. 5 установили, что резуль

тат  при i = 6  резко отличается от предыдущих, что могло полу
читься в результате неточной записи. Этот результат считаем про
махом и исключаем его. Таким образом, исправленный ряд наблю 
дений"содержит пять значений ( п = 5).

2. С истематическая погрешность при данных измерениях отсут
ствует, так  как  прибор проверен и признан годным к эксплуата
ции, факторы, могущие влиять на результат измерения, явно 
не просматриваю тся. .

•3. Вычисляем оценку значения измеряемой величины х  по 
формуле (4), после чего заполняем графы  A X i ~ X i — х  и А х!1 
табл. 5.

4. Находим СКО результата измерения о(х) по формуле (8).
5. Вычисляем доверительные, границы по формуле (9), прово

дим округление в соответствии с правилам и 'п . 5.1, т. е. оставляем 
две значащ ие цифры, так  как  первая значащ ая цифра (единица) 
меньше трех. ,
- .  6. Запись окончательного результата измерения означает, чго 

истинное значение диаметра проволоки с вероятностью 0,95 нахо
дится в интервале 1,602... 1,630 мм_

Относительная погрешность результата измерения 6 =  0,9% .
14

5.4. О Б Р А Б О Т К А  РЕ ЗУ Л Ь Т А Т О В
К О С В Е Н Н Ы Х  И З М Е Р Е Н И И

При косвенных измерениях искомое значение измеряемой вели
чины А  находят на основании известной зависимости м еж ду А  и 
величинами а ь а2, ат, определяемыми прямыми измерениями:

A = F  {a ь а 2, flm).
О бработка результатов таких измерений долж на производиться 

следующим образом:
1. Д л я  каж дой из величин aj, ..., ат определяю тся среднее 

арифметическое б ь ..., a m; CKO cr(a i),..., о (а т ) ; неисключенные си
стематические погрешности As («i) .... As(flm).

2. Вычисляется оценка результата косвенного измерения
A — F {й] ,а2, ат).

3. Находится СКО результата косвенного измерения по ф ор
муле

a  (А )  =  V  ( < 3 A / d a i ) V ( 5 i )  + Т Г ^ д А / д а т )  V ( f i l )  
или •

о (Д )=  ] / ^  | i[ (^ /< 5 a i) 2 o2(a,)J. ' (10)

Частные производные вычисляются как  обычные производные, 
но при этом переменной считается только тот аргумент, по кото
рому берется производная.

Например.

V = j t P 2h; тогда d V / d R ~ 2 n R h ,  а  d V / d h = K R 2.
4. Н аходится неисключенная систематическая погрешность кос

венного измерения по формуле

Д ,(Л ) =  1,! J / ^  7£(йЛ /<5а,)2Д82(а,)]. . ( I I )

Коэффициент 1.1 определен в соответствии ,с рекомендациями, 
приведенными в книге {7J-, для доверительной вероятности Р —0,95.

5. .Д ля некоторых распространенных функциональных зависи
мостей Л =  Р ( а ь а2, ат) формулы (10) и (11) могут б ы ть 'п р е
образованы  к виду, удобному для практических расчетов.'

а) Если А  то

а(Л) =  У<у2(а  i ) + о 2(а2) +  -  (12)
и —

As (X) =  l , l ] / A s2( a t) + A ; 2(% )+ .. .  . (13)
б) Если А  =  ain-a2m . . . /а%^ .... то
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6. Д альн ей ш ая обработка производится так  ж е ,-как  и для  пря
мых, измерений, а именно: находятся доверительные-границы слу
чайной погрешности результата измерений о (A) *Ц Р ,п ).

7. Рассчиты вается величина A sh .
8 Если А s/ст <  0,8, то -неисключенную систематическую по

грешность мож но не учитывать... В этом случае погрешность 
результата измерения Д определяется случайной погрешностью

А (Д) — <т(Л) 4 (Р , п ) .
9. Если As/o > 8 ,  то погрешность результата и зм ерени я. цели

ком определяется неисключенной систематической погрешностью, 
а случайную погрешность можно не учитывать, т. е.

А (А) = А 5(Л). '
10. Если значение A s/ o  леж ит в диапазоне от^0,8.до 8, то при 

определении' суммарной доверительной погрешности учитываются 
оба вида погрешности:

А ( Л ) = % ( Д И < Р ,« ) + Л 8(Л)], ■

где коэффициент k  определяется по табл. 4 в зависимости от отно
ш ения. A s/o .

11. Окончательный результат записы вается в виде 
' - А = А ± А { А ) \  Р = -..,

6 =  (А (А) / А )  100%.
Н аряду с описанным методом обработки результатов косвенных 
измерений применяется метод приведения,, основанный на приве
дении ряда значений косвенно измеряемых величин к ряду прямых 
измерений.

Основные пункты метода приведения:
1. Пусть зависимость измеряемой величины А  от величин й\, 

Щ, &т дается-формулой
А = Р { а и а2, . .. ,ат),  * (16)

причем для каж дой величины проведено п прямых измерений. 
Затем  вычисляют значения величины А: А ь Аг,  ..., А п> подставляя 
в ф ормулу (16) последовательно сочетания отдельных результатов, 
измерения аргументов: при расчете А \ ,  сочетание (Дь 
и т. д., при расчете А п —  сочетание (fli, а2, .... ат) п.

(Д) =  1,1 А У  ,г As(fli)
л. )2 +  W2( Д*(аг)

ач +  Р 2 аз.
+ (15)

16

й. Полученный ряд  данны х можно рассм атривать как  .ряд ре
зультатов прямых измерений и вести обработку по-методике, и зло
женной в п 5.3.

При расчете неисключенной систематической погрешности резуль
тата косвенных измерений следует 'пользоваться формулой (И )  и 
ее частными видами — *(13) и (15). .

И звестны и другие методы обработки результатов ' косвенных 
измерений, изложенные, например, в книгах ([3,6]. О днако в-боль
шинстве случаев значения измеряемых величин и соответствующих 
погрешностей, полученные различными методами, незначительно 
отличаю тся друг от друга.

Пример обработки результатов ~ Г"'"’
косвенного измерения

Н азвание, опыта: определение плотности р м атер и ал а ,-и з ко
торого изготовлен цилиндр. .

Ф ормула, по которой рассчитывается плотность м атериала 
цилиндра: ч

р =  i m / n . d 2h.
Величины, значения которых определяю тся путем прямых из

мерений:
масса цилиндра w , • t
диаметр цилиндра d, ' ' 
высота цилиндра h.
а) О пределение массы цилиндра.
М асса цилиндра определяется однократным взвешиванием на 

технических лабораторны х весах.
П рименяемый прибор — весы лабораторные.
Д иапазон измерения 10.. 200 г.
П редельная погрешность 0,05 г.
Р езультат взвеш ивания т — 14,75 г.

A w  или А5( т ) = 0 ,0 5 г ,  
т = {  14,^5 ±0 ,05 ) г.

б) Определение диам етра цилиндра.
Применяемый прибор — штангенциркуль.
Д иапазон измерения 0...125 мм-
Цена деления нониуса 0,05 мм.
П редельная погрешность Дм(^ ) —0Д 5 мм.
Результаты  отдельных измерений и ' соответствующие погреш

ности сведены в табл. 6.
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Т а б л и ц а  б

Номер 
измере- 
■ ния

di, мм Д du мм Ad(2, мм2

1 . 1 5 ,10 +  4 -1 0 -2 1 6 -1 0 —4

2 1 5 ,20 - 6 - 1 0 - 2 {  З б -l о - 4

3 ..1 5 ,1 5 — М О -2 м о - 4

.4 1 5 ,10 +  4 -1 0 -2 1 6 -1 0 -4

. 5 1 5 ,15 —  1-10—2 ■' 1 -1 0 -4

2  < £ = 7 5 ,7 0  м м , 2  Д <£2—70 - 10 - 4  м м 2.

Результаты  измерения диам етра цилиндра:

1 3 = ._W ®*!5 =  15,14 мм.'

2 .  а ( й )  = У  7° - ‘° ^ мм2-  =  1 , 8 7 - 1 0 " 2 м м .

3. Неисклю ченная систематическая погрешность определяется 
предельной инструментальной погрешностью, т. е. As (d) *» 0,05 МхМ.

в) Определение высоты цилиндра.
Применяемый прибор — ш тангенциркуль.
Ц ена деления нониуса 0,05 мм.
Д иапазон, измерения 0...125 мм.
П редельная погрешность 0,05 мм.
Р езультаты 'отдельн ы х измерений и соответствующие погреш

ности сведены в табл- 7.
Т а б л и ц а . 7

Н омер
измере-*

ния
Ы, мм Д hi, мм Д hi2, мм2

1 31,85 0,02 4-10-4

. 2 31,90 —0,03 9-10-4

3 31,85- 0,02 4 -1 0 -4

4 31,85 ' 0,02 4-10-4,

5 31,90 - 0 ,0 3 9-10-4

2  А, -  159*35 мм, 2  A hi2 =  30- 10-4 мм2.
Результаты  измерения высоты цилиндра:
,  гг 159,35 мм о |  о-?1. п — — ----------= 3 1 ,8 7 мм.

2. С<Я) =  ] / = , 1 , 2 3 . 1 0 - 2  мм;

3. Не'исклЮченная систематическая погрешность определяется, 
предельной инструментальной погрешностью . ‘ •

As (h\ =  0,05 мм.
Результаты  измерения плотности материала:
, Г "  4  т  ' —  4 • 1.4,75 л  ^  i г л  i л  ■» ,  *

Р л  д ?  й2 ’ ' 3 .1 Ф -(1 5 ,1 4 )2 -3 3 ,8 7  Г^ММ ■■

2. Д л я  оценки СКО воспользуемся ' формулой (14 ), коггорая 
в обозначениях рассматриваемой задачи примет вид

После подстановки численных значений и расчетов получим 

0(7) = 2 ,6 1 5 9 -1 0 -

=  6,55 *’10—6 г /м м 3-
3. Д л я  оценки неисключенной систематической погрешности 

воспользуемся формулой (15), которая , в обозначениях, рассм ат
риваемой задачи  примет вид

' т = 1 . 1  р~ ■ '

П5сле подстановки численных значений и расчетов получим 

= As(p) — 1,1 -2,6159■ 10~3 г/мм3 X
ч/ ' l / ’ i  .0 .05г ) *  , л  (  0,05 мм ^  I  0,05 мм л , л  , л  й  ,
Х У I T 4 J5 T ) + 4 ( -1 5 Т 4 ^ )  + ( - Щ т ^ ) .  - 2 I , 8 - I 0 ^ m m 3 .

4. Находим доверительный интервал, задаваясь  Р  =  0,95 и 
t (P,n)  =  2,78 при 5 измерениях (см. табл. 2 ) : ; '

t (P,n)  -юг(р) =  2,78-6,55, - 10"6г/м м 3 =  18,2* 10-*г/мм®
5. Рассчиты ваем  A s / <т:

;  Д .,/сг=21,8-10 6/6 ,5 5 -10_6= 3,33, т. е. 0 ,8 < A s/o < 8 .  
Следовательно, сум марная погрешность

Д (р )= А [а(р ) " t(P,n) '  +  Д Д р )], 
где k  берем из табл  4 (£ = 0 ,7 4 ),

. . Д ®  =  Q,74-[[18,2-10_6 +  21,8 10ye] =  29,6-.10-® г/мм®.
6. Запись результата измерения плотности м атери ала:,
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а) предварительная
p =  (2 ,6159-10-*± 29 ,6-10-6) г/мм3.

б) окончательная, после округления и перехода к  единицам 
системы СИ

р===(2,616±0,030) • !03кг/м3, Р  =  0,95. '
6 =  (0,030/2,616) ■ 100% ~  1,1%.

6 . ГРАФИЧЕСКОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ
РЕЗУЛЬТАТОВ ИЗМЕРЕНИЙ '

В ряде случаев целью измерения является установление ф унк
циональной зависимости у  =  f {x)  и построение граф ика этой 
фуцкции.

При. представлении результатов в виде графиков следует со
блю дать следующие правила: *

1. Провести ряд  измерений искомой величины при нескольких 
значениях переменной. Большое значение имеет выбор числа экспе
риментальных точек, то есть совокупности численных значений 
аргумента и функции. В местах перегибов, максимумов, крутых 
скачков число точек долж но быть ббльшим, чем в областях плав
ного изменения функции. Поэтому перед началом работы следует 
провести несколько предварительных измерений по ^всему ди ап а
зону изменения переменных, чтобы составить общ ее представленйе 
об исследуемой зависимости и наметить план эксперимента.

2. Установить интервал изменения аргумента и функции и вы 
брать масш таб по ося*м координат Рекомендуется выбирать м ас
ш таб, кратный 10", 2:10", 5-10", где п  — любое целое число, 
положительное или отрицательное.

Примеры:
1. Правильный выбор м асш таба: в 1 с м ^ 200 Ом, в 1 см—50 мА, 

в 1 см— 10 кВ, в 1 см— 102 м /с  и т. д.
2. Неправильный выбор масш таба: в 1 см— 15 Ом, в 1см —40 м/с, 

в 1 см—35 кг ц т .  п. -
Н ачало отсчета следует выбирать так, чтобы отрезки по осям 

координат, которые определяю тся форматом листа миллиметровки, 
несколько перекрывали интервалы изменения аргумента и 
функции.

При этом разм етка по осям координат не обязательно долж на 
начинаться с. нуля. .

3. Н анести на поле граф ика экспериментальные точки. Если 
проведено несколько серий измерений, то рекомендуется точки 
каж дой серии отмечать условными значками — круж очками, тре
у г о л ь н и к а и , квадратами и т д.
26

4. Построить граф ик исследуемой функции, который в подав
ляю щ ем большинстве случаев должен представлять собой плав
ную непрерывную кривую. При этом необходимо следить, чтобы 
число точек .под кривой и над ней было по возможности одина
ковым, Описанный способ построения графиков существенно сгла
ж ивает «шум» эксперимента, обусловленный наличием случайных 
погрешностей, однако требует от эксперимента некоторых предва
рительных представлений о возможном ходе искомой зависимости.

5. Если на граф ике для  сравнения с экспериментом приводят 
теоретическую кривую, то точки, по которым ее проводят, выби
раю т по своему усмотрению. Наносить их нужно без наж има, луч
ше всего- карандаш ом, чтобы' при необходимости можно было 
стереть. Экспериментальные данные следует отмечать хорошо вы 
деляющимися точками.

6. Если на графике имеется теоретическая кривая, то плавную 
кривую через экспериментальные точки проводить не следует.

7. Д л я  оценки погрешности полученного графического пред
ставления искомой зависимости можно воспользоваться методом 
обработки при прямых измерениях, применяя его к нескольким экс
периментальным точкам, выбираемым на кривой в характерны х 
участках, например, в начале кривой, в точках перегиба, экстре
мумов, в конце кривой' При этом в качестве среднего арифмети
ческого берется точка, л еж ащ ая непосредственно на кривой.

Запись полученных погрешностей может даваться либо в чис
ленном виде, особенно когда погрешность почти постоянна в соот
ветствующих точках, либо в виде вертикальных отрезков прямой, 
длина которых равна погрешности (с учетом м асш таба). П ослед
ний способ часто применяется для указания на графике разброса 
экспериментальных точек.

8. Граф ик выполняется на миллиметровке, подклеивается

ССО

$00 

400

iOC

Р и с .  2. П рим ер выполнения граф и ка: О  — о бр а
зец  1, □  —  образец  2, Л  —  образец  3
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Ь ж урнал  лабораторны х раб#* н снабж ается подписью, р азъ яс
няющей его смысл. •

Н а рис. 2 приведен пример выполнения такого графика.
Здесь представлена зависимость температуры от времени на

грева образцов из различны х материалов. К аж дая точка на граф и
ках является средней величиной трех измерений температуры. 
Если на одном рисунке приводится несколько кривых, то для к а ж 
дой из них выбираю т свое обозначение экспериментальных точек. 
Использованные обозначения надо обязательно расш ифровать либо 
в подписи под рисунком, либо в тексте, где описывается д а н 
ный график.

7. ПЕРЕЧЕНЬ УСЛОВНЫХ ОБОЗНАЧЕНИЙ

х — изм еряем ая величина,
. ,[х] — единица физической величины, 

хд — действительное значение измеряемой величины,
Хист — истинное значение измеряемой величины, 

х  —  оценка результата измерений; при прямых измерениях 
представляет собой среднее арифметическое эксперимен
тальных данных- -

А х  — погрешность результата измерения, 
а ( х ) — оценка среднего квадратического отклонения (CKQ) 

среднего арифметического результата измерения,
Р —  доверительная вероятность, 
п —  число измерений, 

t ( P , n ) — коэффициент Стьюдента, зависящ ий от доверительной 
вероятности Р  и числа -измерений п, *

А(х) = ^ (Р ,п )о (х )—доверительные границы, случайной погрешности, 
Yo — класс точности,

Ххм — нормирующее значение,
0  — границы инструментальной погрешности,

As (х) — границы неисключенной систематической погрешности, 
Д (х) — границы погрешности результата измерений, 

б — относительная погрешность.
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