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1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ДВОЙНОГО ИНТЕГРАЛА 

Пусть в замкнутой ограниченной области D  с кусочно-гладкой грани-
цей задана непрерывная функция ( ),f x y . Выполним действия: 

1. Произвольным образом разобьем область D  кусочно-гладкими дуга-
ми на n  частичных областей iD  с площадями iS∆  (рис. 1). 

 
Рис. 1. Разбиение плоской области D  

 
2. Диаметром частичной области называется верхняя грань расстояний 

между точками этой области: ( )1 2sup ,id M Mρ= , 1 2, iM M D∈ . 
Обозначим верхнюю грань диаметров частичных областей для данного 

разбиения sup idλ = . 

3. В каждой частичной области iD  произвольным образом выберем 

точку ( ),i i iM ξ η  и вычислим значение функции ( ),i if ξ η . 
4. Составим интегральную сумму 

( )
1

,
n

n i i i
i

f Sσ ξ η
=

= ⋅∆∑ . 

 
Определение. Если существует конечный предел интегральных сумм 

nσ  при 0,λ →  не зависящий ни от способа разбиения области D , ни от 

выбора точек iM , то этот предел называется двойным интегралом от 

функции ( ),f x y  по области D  и обозначается  

y

y

 

x
 

iD  

 D  

0  
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( ) ( )
0 1

, lim ,
n

i i i
iD

f x y dS f S
λ

ξ η
→ =

= ⋅∆∑∫∫ . 

В этом случае функция ( ),f x y  называется интегрируемой по Риману 

в области D . 
В определении интеграла предел не должен зависеть от способа разбие-

ния. Поэтому, если интеграл существует, можно выбрать разбиение области 
D  на прямоугольники с помощью прямых, параллельных осям координат 
(рис. 2). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 2. Разбиение плоской области D  на прямоугольники 
 

Пусть i jD  – прямоугольник со сторонами 1,i i ix x x −∆ = −  

1,j j jy y y −∆ = −  1, 2,..., ;i m=  1, 2,..., .j n=   

Площадь такого прямоугольника равна i i jS x y∆ = ∆ ⋅∆ , а интегральная 
сумма имеет вид 

( )
1 1

, .
m n

n i j i j
i j

f x yσ ξ η
= =

= ∆ ∆∑∑  

В связи с этим используют другое обозначение двойного интеграла:  

( ) ( )
0 1 1

, lim , .
m n

i j i j
i jD

f x y dxdy f x y
λ

ξ η
→ = =

= ∆ ∆∑∑∫∫  

Замечание. Двойной интеграл есть число, зависящее только от вида 
области D  и функции ( ),f x y . В связи с этим переменные интегрирова-
ния можно обозначить любыми буквами:  

y

y

 

x
 

 
ii xx      1−

 

y

1

  

−j

j

y

y

 

0
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( ) ( ), ,
D D

I f x y dxdy f u v dudv= =∫∫ ∫∫ . 

Как и для функции одной переменной, необходимым условием сущест-
вования двойного интеграла является ограниченность подынтегральной 

функции ( ),f x y . Однако, это условие не является достаточным.  

Например, функция Дирихле  





=
−

−

 числоьноеиррационалилиесли  0,
числа;ыерациональниесли,1

),(
yх

yх
yxf  

является ограниченной, но неинтегрируемой ни в одной области. 
Достаточные условия интегрируемости содержатся в следующих теоре-

мах. 

Теорема 1 (сильное достаточное условие). Если функция ( ),f x y  не-

прерывна в замкнутой ограниченной области D , то она интегрируема в 
области D . 

Теорема 2 (слабое достаточное условие). Если функция ( ),f x y  ку-

сочно-непрерывна в замкнутой ограниченной области D , то она интегри-

руема в области D . Напомним, что функция ( ),f x y  называется кусочно-

непрерывной в области D , если она непрерывна во всех точках области D , 
за исключением, быть может, точек, лежащих на конечном числе кусочно-

гладких кривых. В точках этих кривых функция ( ),f x y  может иметь раз-

рывы первого (но не второго) рода. 
Везде в дальнейшем будем предполагать, что все подынтегральные 

функции интегрируемы в области D . 



 7 

2. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ СМЫСЛ ДВОЙНОГО ИНТЕГРАЛА 
 

Пусть в трехмерном пространстве задано тело, ограниченное снизу пло-
ской замкнутой ограниченной областью D , сбоку – цилиндрической по-

верхностью с образующей, параллельной оси Oz , при этом направляющая 

цилиндрической поверхности совпадает с границей области D . Сверху тело 

ограничено графиком непрерывной функции ( ), 0.z f x y= ≥  Проекция 

этого графика на плоскость Ox y  совпадает с областью D  (рис. 3).  

Такое тело называется криволинейным цилиндром. 

 
Рис. 3. Криволинейный цилиндр в пространстве 

 
 

Интегральная сумма ( )
1

,
n

n i i i
i

f Sσ ξ η
=

= ⋅∆∑  является здесь суммой 

объемов прямых цилиндров с основаниями, площади которых равны ,iS∆  
и высотами ( ),i if ξ η . Эта сумма приближенно равна объему всего ци-

линдрического тела. При 0λ →  получаем точное значение объема криво-

линейного цилиндра в виде двойного интеграла: 

( ), .
D

V f x y dxdy= ∫∫  

D
 

y

y

 
x  

( )yxfz ,=  

0
 

z  
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Замечание. Если в формуле вычисления объема криволинейного цилин-

дра положить ( ), 1,f x y ≡  то объем цилиндра будет численно равен пло-

щади основания. Таким образом, получаем формулу вычисления площади 
плоской области D : 

.D
D

S dxdy= ∫∫  

 
 

3. СВОЙСТВА ДВОЙНОГО ИНТЕГРАЛА 
 

Пусть ( ),f x y  и ( ),g x y  – интегрируемые в области D  функции. То-
гда справедливы следующие свойства. 

1) (линейность). Для любых действительных чисел  и α β выполняется 

( ) ( )

( ) ( )

, ,  

, , .
D

D D

f x y g x y dxdy

f x y dxdy g x y dxdy

α β

α β

⋅ + ⋅ =  

= +

∫∫

∫∫ ∫∫
 

2) (аддитивность). Пусть 1 2 1 2,  D D D D D= ∪ ∩ =∅ . Тогда  

( ) ( ) ( )
1 2

,  , , .
D D D

f x y dxdy f x y dxdy f x y dxdy= +∫∫ ∫∫ ∫∫  

3) Если ( ), 0,  ( , ) ,f x y x y D≥ ∀ ∈  то ( ),  0.
D

f x y dxdy ≥∫∫  

4) Если ( ) ( ), , 0,  ( , ) ,f x y g x y x y D≥ ≥ ∀ ∈  то 

( ) ( ),  ,  .
D D

f x y dxdy g x y dxdy≥∫∫ ∫∫  

5) (оценка модуля интеграла). 

( ) ( ),  ,  .
D D

f x y dxdy f x y dxdy≤∫∫ ∫∫  

6) (оценка интеграла). Если ( ) ( )min , ,  max , ,
D D

m f x y M f x y= =   

DS – площадь области D , то справедлива оценка 
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( ),  D D
D

m S f x y dxdy M S⋅ ≤ ≤ ⋅∫∫ . 

7) (теорема о среднем). Если функция ( ),f x y  непрерывна в замкну-

той ограниченной области D , то найдется такая точка ( ), ,M x y D∈  что 
выполняется равенство  

( ) ( ), , ,D
D

f x y dxdy f x y S= ⋅∫∫  

где DS – площадь области D . Значение ( ),f x y  при этом называется 

средним значением функции ( ),f x y  в области D : 

( ) ( )1, , .
D D

f x y f x y dxdy
S

= ⋅ ∫∫  

 

4. ВЫЧИСЛЕНИЕ ДВОЙНОГО ИНТЕГРАЛА 
 

Вычисление двойных интегралов сводится к последовательному вычис-
лению одномерных интегралов. 

Случай прямоугольной области 

Пусть область D  есть прямоугольник 

( ){ } ,   ,  D x y a x b c y d= ≤ ≤ ≤ ≤  со сторонами, параллельными осям 

координат, а ( ),f x y  – непрерывная в области D  функция. Если пере-

менную x  зафиксировать, то функция ( ),f x y  будет зависеть только от 

y . Следовательно, существует интеграл ( ), .
d

с

f x y dy∫  Этот интеграл 

можно рассматривать как функцию, зависящую от ,x  поэтому  

существует интеграл ( ), .
b d

aс

f x y dy dx
 
  
 
∫ ∫   

В итоге получится повторный интеграл 

( ) ( ), , .
b d b d

aс a с

f x y dy dx dx f x y dy
 

=  
 
∫ ∫ ∫ ∫  
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Аналогично можно получить ещё один повторный интеграл: 

( ) ( ), , .
d b d b

с a c a

f x y dx dy dy f x y dx
 

=  
 
∫ ∫ ∫ ∫  

Теорема 3. Если функция ( ),f x y  непрерывна в замкнутой прямо-

угольной области D , то существуют оба повторных интеграла, равных ме-
жду собой и равных двойному интегралу: 

( ) ( ) ( ), , , .
b d d b

D aс c a

f x y dxdy dx f x y dy dy f x y dx= =∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

Пример 1. Вычислите интеграл ( )2 2 ,
D

x y dxdy+∫∫  где D  – область, 

ограниченная прямыми 0,  2,  0, 1.x x y y= = = =  

Решение. Область интегрирования D  (рис. 4) представляет собой пря-

моугольник ( ) }{ ,  0 2,   0 1D x y x y= ≤ ≤ ≤ ≤ , следовательно, по тео-

реме 3 оба повторных интеграла равны двойному. Покажем это. Вычислим 

первый повторный интеграл ( )
2 1

2

0 0

2 .dx x y dy+∫ ∫  Сначала вычисляется 

внутренний интеграл по переменной ,y  при этом x  считается констан-
той: 

( ) ( ) ( )
2 1 2 212 2 2 2

0
0 0 0 0

142 1 .
3

dx x y dy x y y dx x dx+ = + = + =∫ ∫ ∫ ∫  

Теперь вычислим другой повторный интеграл ( )
1 2

2

0 0

2dy x y dx+∫ ∫ , при 

этом во внутреннем интеграле y считается константой: 

( )
21 2 1 13

2

0 0 0 00

8 142 2 4 .
3 3 3
xdy x y dx x y dy y dy

   + = + = + =       
∫ ∫ ∫ ∫  
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Рис. 4. Область интегрирования к примеру 1 

 

Таким образом, ( )2 142 .
3D

x y dxdy+ =∫∫  

Ответ: 
14 .
3

 

Случай криволинейной области 

Пусть область D  ограничена сверху и снизу двумя непрерывными кри-

выми ( )1y xϕ=  и ( ) ( ) ( )2 1 2,  y x x xϕ ϕ ϕ= ≤ , а по бокам – вертикаль-

ными прямыми x a=  и x b= . Если любая прямая, параллельная оси 

,O y  пересекает границу области D  не более чем в двух точках, то такая 

область называется правильной в направлении оси O y  (рис. 5 а). В этом 

случае двойной интеграл равен повторному: 

( ) ( )
( )

( )2

1

, ,  .
xb

D a x

f x y dxdy dx f x y dy
ϕ

ϕ

=∫∫ ∫ ∫  

Если область D  ограничена слева и справа графиками кривых 

( )1x yψ=  и ( )2 ,x yψ=  ( ) ( )1 2  y yψ ψ≤ , а сверху и снизу – прямыми 

y c=  и y d= , и при этом любая прямая, параллельная оси ,Ox  пересе-
кает границу области D  не более, чем в двух точках, то такая область на-
зывается правильной в направлении оси Оx (рис. 5 б). 

В этом случае двойной интеграл равен повторному: 

( ) ( )
( )

( )2

1

, ,  .
yd

D c y

f x y dxdy dy f x y dx
ψ

ψ

=∫∫ ∫ ∫  
 

0
 

x
 

1
 

2
 

y

y
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Рис. 5. Примеры правильных областей 
 

Важно запомнить: пределы внешнего интеграла – всегда числа. Преде-
лы внутреннего интеграла могут зависеть от внешней переменной. 
  

Пример 2. Измените порядок интегрирования: 

( ) ( )
22 21

0 0 1 0

, , .
y y

dy f x y dx dy f x y dx
−

+∫ ∫ ∫ ∫  

Решение. Задание изменить порядок интегрирования означает, что нуж-
но записать равный данному повторный интеграл по области D  так, чтобы 
во внешнем интеграле интегрирование производилось по переменной x , а 
во внутреннем интеграле – по переменной y .  

Построим сначала область D . 
Область интегрирования первого интеграла имеет вид 

( ){1  ,  0 1,D x y y= ≤ ≤  }0  .x y≤ ≤  Эта область находится внутри 

горизонтальной полосы 0 1y≤ ≤  и ограничена координатной осью 0x =  

и параболой .x y=  

Область интегрирования второго повторного интеграла имеет вид 

( ){ }2
2  ,   1 2 ,  0 2D x y y x y= ≤ ≤ ≤ ≤ − . Эта область находится 

y

y

 

x  

c  

b  

D
 

x  

y

y

 
D
 

d
 

( )1x yψ=  

( )1y xϕ=  

( )2y xϕ=  

( )2x yψ=  

а б 

0  0  a  
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внутри горизонтальной полосы 1 2y≤ ≤  и ограничена координатной 

осью 0x =  и полуокружностью 22 .x y= −  

Области 1D  и 2D  изображены на рис. 6. 

Объединяя области 1D  и 2 ,D  по свойству аддитивности получим об-

ласть интегрирования для суммы двух повторных интегралов: 

1 2 1 2,  D D D D D= ∪ ∩ =∅ .  

Пределы внешнего интеграла – всегда числа. По рис. 6 найдем пределы 

интегрирования внешнего интеграла по области D : 0 1.x≤ ≤  

 
 

Рис. 6. Область интегрирования к примеру 2 
 

Чтобы определить пределы изменения внутренней переменной y , нуж-
но внутри области D  построить «стрелочки», параллельные оси Oy  (рис. 

6). Видно, что все такие стрелочки начинаются на параболе x y=  

( 2y x= ) и кончаются на полуокружности 22x y= −  ( 22y x= − ). 

Таким образом, переменная y  изменяется в пределах 2 22x y x≤ ≤ − , 
а объединенная область D  определяется неравенствами 

( ){ }2 2 ,   0 1,  2D x y x x y x= ≤ ≤ ≤ ≤ − .  

По свойству аддитивности сумма повторных интегралов равна одному 
интегралу с другим порядком интегрирования: 

x  

y

y

 

2−  0  2  1
 

1
 

2  
x y=  

22x y= −
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( ) ( ) ( )
2 2

2

2 2 21 1

0 0 1 0 0

, , , .
y y x

x

dy f x y dx dy f x y dx dx f x y dy
− −

+ =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

Напомним еще раз, что пределы внутреннего интеграла могут зависеть от 
внешней переменной. 

 Ответ: ( )
2

2

21

0

, .
x

x

dx f x y dy
−

∫ ∫  

 

Пример 3. Измените порядок интегрирования в интеграле 

( )
2

2

41

0 4

, .
y y

y

I dy f x y dx
− −

− −

= ∫ ∫  

Решение. Область интегрирования D  (рис. 7) находится внутри горизон-
тальной полосы 0 1y≤ ≤  и ограничена слева – полуокружностью 

24x y= − −  (или 2 2 4,  0x y x+ = ≤ ), справа – другой полуокружно-

стью 24x y y= − −  (или ( )22 2 4,  0x y x+ − = ≤ ).  
 

 
 

Рис. 7. Область интегрирования к примеру 3 
 

y

y

 

x  

1
 

0  

2  

2−

 

2−  3−

 

( ) 42 22 =−+ yx  

422 =+ yx
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Запишем интеграл таким образом, чтобы во внешнем интеграле интег-
рирование производилось по переменной x , а во внутреннем интеграле – 
по переменной y .  

Пределы внешнего интеграла всегда числа: 2 0.x− ≤ ≤   

Чтобы выяснить, как изменяется внутренняя переменная интегрирования 

,y  внутри области D  построим «стрелочки», параллельные оси Oy . При 

этом замечаем, что если 2, 3  ,x  ∈ − −   то переменная y  изменяется от 

0  до окружности 2 2 4.x y+ =  При 3 ,0x  ∈ −   y  меняется от 0  до 

окружности ( )22 2 4.x y+ − =  Так как верхний участок области D  задан 

двумя линиями, то прямая 3x = −  разбивает область D  на две подобла-

сти ( ) }{ 2
1  ,  2 3,   0 4 ,D x y x y x= − ≤ ≤ − ≤ ≤ −   

( ){2  ,  3 0,D x y x= − ≤ ≤  }20 2 4 .y x≤ ≤ − −   

По свойству аддитивности двойного интеграла получаем ответ. 
 

 Ответ: ( ) ( )
2 23 4 2 40

2 0 03

, , .
x x

dx f x y dy dx f x y dy
− − − −

− −

+∫ ∫ ∫ ∫   

  

Пример 4. Вычислите интеграл ( )2 3 ,
D

x y dx dy+ +∫∫  где D  – об-

ласть, ограниченная линиями 2 2,  0,  0.x y x y+ = = =  

Решение. Область интегрирования представляет собой треугольник и 
изображена на рис. 8.  

Пусть внешний интеграл берется по ,x  а внутренний – по y , тогда при 

интегрировании во внутреннем интеграле x  считается постоянной величи-

ной. 
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Рис. 8. Область интегрирования к примеру 4 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2 2
2 2

0 0
2 21 2

2

0 0
21

2

0

3 3

3
2

2 2
2 2 3 2 2  

2

x

D
x

x y dxdy dx x y dy

yx y y dx

x
x x x dx

−

−

+ + = + + =

 
= + + =  

 

 −
 = − + + − =
 
 

∫∫ ∫ ∫

∫

∫

 

( )
1

3 2

0

232 4 10 8  .
6

x x x dx= − + − + =∫  

Теперь рассмотрим случай, когда внешний интеграл берется по ,y  а 
внутренний по x : 

( ) ( )
12 2

2 2

0 0

1 32 23 2

0 00

3  3  

13 1 1 3 1  
3 3 2 2 2

y

D
y

x y dxdy dy x y dx

x y y yy x x dy y dy

−

−

+ + = + + =

        = + + = − + − + − =                   

∫∫ ∫ ∫

∫ ∫
2 3 2

0

10 23 .
24 4 3 6
y y y dy

 
= − − − + =  

 
∫  

 Ответ: 23 .
6

  

0  x  1
 

2  
xy 22 −=  

y  
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Вывод. Не важно, в каком порядке интегрировать функцию по пра-
вильной области D , интеграл равен одному и тому же числу. В связи с 
этим, при вычислении двойного интеграла следует выбирать такой порядок 
интегрирования, чтобы переход от двойного интеграла к повторному осу-
ществлялся наименьшим числом слагаемых.  
  

Пример 5. Вычислите двойной интеграл  

2 2 4 4503 ,
3D

I x y x y dxdy = + 
 ∫∫  

где область D  ограничена линиями 331,  .x y x , y x= = = −   

Решение. Область интегрирования изображена на рис. 9. 

Обратим внимание, что если внешний интеграл взять по переменной ,x  

получим один повторный интеграл 

3

3

1
2 2 4 4

0

503 .
3

x

x
dx x y x y dy

−

 + 
 ∫ ∫  

Если же рассматривать внешний интеграл по ,y  то получим сумму двух 

повторных интегралов: 

33

0 1 1 1
2 2 4 4 2 2 4 4

1 0

50 503 3 .
3 3y y

dy x y x y dx dy x y x y dx
− −

   + + +   
   ∫ ∫ ∫ ∫  

 

 
 

Рис. 9. Область интегрирования к примеру 5 
 

y

y

 

x  0  

3xy −=  

1
 

1−  

3 xy =  

1
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Поэтому, выбирая первый вариант, запишем: 
3

3

1
2 2 4 4 2 2 4 4

0

50 503 3
3 3

x

D x

x y x y dxdy dx x y x y dy
−

   + = + =   
   ∫∫ ∫ ∫

3

3

171 1
2 3 4 5 3 11 193

0 0

10 10 10 1.
3 3 3

x

x
x y x y dx x x x x dx

−

    = + = + + + =      
∫ ∫  

 Ответ: .1  
  

Изменение порядка интегрирования в двойном интеграле применяют 
также, если первообразная сложно вычисляется или вообще не выражается 
через элементарные функции. 

Пример 6. Вычислите интеграл ,  
2

cos2∫∫
D

dydxxyy  где область D  ог-

раничена линиями: ,0=x  ,2π=y  .2xy =   
Решение. Область интегрирования D  изображена на рис. 10. Попробу-

ем перейти к повторному интегралу, когда внешний интеграл берется по 
переменной x : 

22
2 2

0 2

cos   cos  
2 2D x

xy xyy dx dy dx y dy

π
π

=∫∫ ∫ ∫ . 

При вычислении внутреннего интеграла потребуется два раза интегри-
ровать по частям, но в итоге все равно получится интеграл, не выражаю-
щийся через элементарные функции.  
 

 
Рис. 10. Область интегрирования к примеру 6 

 x  0  
2
π  

xy 2=  
π2

 y  
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Так как порядок интегрирования не влияет на значение двойного инте-
грала, рассмотрим повторный интеграл, где внешней переменной является 

y.  

2 2
2 2

0 0

cos   cos   
2 2

y

D

xy xyy dxdy y dy dx
π

= =∫∫ ∫ ∫  

2 22 22

00 0 0

2 cos   2  sin
2 2 2

y y
xy xy xyy dy d ydy

y

π π
 = = = 
 ∫ ∫ ∫  

22 2 2

0 0

2  sin  4cos 4.
4 4
y yy dy

ππ

= = − =∫  

Таким образом, изменение порядка интегрирования позволило свести 
двойной интеграл к повторному, вычисление которого не представляло  
труда. 
 Ответ: 4. 
 

Изменение порядка интегрирования иногда бывает полезным для вычис-
ления сложных интегралов. 

 

Пример 7. Вычислите несобственный интеграл  

0
,

ax bxe eI dx
x

+∞ − −−= ∫  0 ,  0.a b> >  

Решение. Нетрудно убедится, что .
bax bx

x y

a

e e e dy
x

− −
−− = ∫   

С учетом этого равенства запишем: 

0 0
.lim

b b
x y x y

a a
I dx e dy dx e dy

β

β

+∞
− −

→+∞
= =∫ ∫ ∫ ∫  

Изменим порядок интегрирования по прямоугольной области: 
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0

1lim lim
b b y

x y

a a

eI dy e dx dy
y

β β

β β

−
−

→+∞ →+∞

−= = =∫ ∫ ∫  

.ln lim ln
b y

a

b e bdy
a y a

β

β

−

→+∞
= − =∫  

Ответ: ln .b
a

 
 
 

5. ЗАМЕНА ПЕРЕМЕННЫХ В ДВОЙНОМ ИНТЕГРАЛЕ 
 

Пусть в двойном интеграле ( ),
D

f x y dxdy∫∫  требуется перейти к дру-

гим переменным по формулам 
( , ),
( , ).

x x u v
y y u v
=

 =
 

Функция ( , )f x y  превращается в функцию ( ( , ) ,  ( , ))f x u v y u v . 
Однако при замене переменных меняется не только подынтегральная 

функция, но и сама область интегрирования, т.е. двойной интеграл претер-
певает кардинальное изменение. 

Предположим: 1) переменные ,u v  изменяются в некоторой области G  

плоскости O ;uv  

2) функции ( , ) ,  ( , )x u v y u v  непрерывны и имеют в области G  непре-

рывные частные производные;  

3) функциональный определитель Якоби (якобиан), составленный из 
частных производных, не обращается в нуль ни в одной точке области: 

.0u v

u v

x x
y y
′ ′

ℑ = ≠
′ ′

 

При этих предложениях область G  взаимно-однозначно отображается в 

некоторую область D  на плоскости О ,x y  причем граничные точки про-

ходят в граничные, а внутренние – во внутренние.  
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В определении двойного интеграла участвует площадь iS∆  бесконечно 

малой области. Выясним, как изменяется эта площадь при замене перемен-

ных. Рассмотрим прямоугольник P  на плоскости O ;uv  его площадь 

.PS u v∆ = ∆ ⋅∆  Образом прямоугольника P  на плоскости О ,x y  являет-

ся криволинейный параллелограмм П  с площадью ПS∆  (рис. 11). 

 

 
Рис. 11. Образ прямоугольной области при замене координат 

 
Можно доказать, что с точностью до бесконечно малых высших поряд-

ков площадь криволинейного параллелограмма будет равна 

П PS S∆ = ℑ ⋅∆ . В этом заключается геометрический смысл якобиана: 

при замене переменных модуль якобиана в каждой точке равен отношению 
соответствующих друг другу бесконечно малых площадей:  

П П

P P

S dS
S dS

∆
ℑ = =

∆
. 

Запишем формулу преобразования двойного интеграла при замене пере-
менных: 

или в других обозначениях 
 

0  x  u  0  
0A  1A  

2A  
P  

0A′

 
1A′  

2A′

 П  

v  y  

( )
( )
( )

( )
,

, ( , ),  ( , ) S
,П P

D G

x x u v
f x y dS f x u v y u v d

y y u v

= 
⋅ = = ⋅ ℑ ⋅ 

=  
∫∫ ∫∫

( )
( )
( )

( )
,

, ( , ),  ( , ) .
,D G

x x u v
f x y dxdy f x u v y u v dudv

y y u v

= 
= = ℑ 

=  
∫∫ ∫∫
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Наиболее распространенной заменой координат на плоскости являются 

полярные координаты 
cos ;
sin .

x
y

ρ ϕ
ρ ϕ

=
 =

  

Вычислим якобиан при такой замене. 

cos sin
.

sin cos

x x
y y
ρ ϕ

ρ ϕ

ϕ ρ ϕ
ρ

ϕ ρ ϕ
−

= =
′ ′

ℑ =
′ ′

 

Тогда, согласно формуле замены переменных, получим: 

 ( ) ( )
cos

, sin cos ,  sin  .
D G

x
f x y dxdy y f d d

ρ ϕ
ρ ϕ ρ ϕ ρ ϕ ρ ρ ϕ
ρ

 =
 

= = = 
 ℑ = 

∫∫ ∫∫   

В частности, площадь области D  в полярных координатах находится по 
формуле.  

.
D G

S dxdy d dρ ρ ϕ= =∫∫ ∫∫  

Замечание. На практике не обязательно детально строить область .G  
Достаточно выяснить пределы изменения переменных  и ρ ϕ по виду об-
ласти D . 

 

Пример 8. Перейдите в двойном интеграле ( ),
D

f x y dxdy∫∫  к поляр-

ным координатам и расставьте пределы интегрирования, где D  – область, 

ограниченная окружностями 2 2 2 24 ,   8x y x x y x+ = + =  и прямыми 
,  2 .y x y x= =  

Решение. Область интегрирования D  построена на рис. 12. 
 

 
Рис. 12. Область интегрирования к примеру 8  

0  x  4  8 

y

y  
 

4
y x

π
ϕ= = 
 
 

 

)   cos 4(    422 ϕρ ==+ xyx  

)cos8( 822 ϕ==+ rxyx  

xy 2=  
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При переходе к полярным координатам в качестве внешней переменной 
обычно берут полярный угол ϕ . Из рисунка видно, что угол ϕ  изменяется 

от прямой y x=  с угловым коэффициентом 1tg 1k ϕ= =  1 4
πϕ = 

 
 до 

прямой 2y x=  с угловым коэффициентом 2tg 2k ϕ= =  

( )2 arctg2ϕ = . 
Чтобы выяснить, как изменяется внутренняя переменная ρ , проведем 

внутри области D  «стрелочки» (лучи constϕ = ), выходящие из начала 
координат (рис. 12). Из рисунка видно, что все стрелочки начинаются на 

окружности 2 2 4x y x+ =  (в полярных координатах 4cosρ ϕ= ). Закан-

чиваются все стрелочки на окружности 2 2 8x y x+ =  (в полярных коорди-

натах 8cosρ ϕ= ). Модуль якобиана перехода к полярным координатам 

равен .ρℑ =   
Таким образом, получаем повторный интеграл: 

( ) ( )
arctg2 8cos

4cos
4

, cos ,  sin  .
D

f x y dxdy d f d
ϕ

π ϕ

ϕ ρ ϕ ρ ρ ρ ρ=∫∫ ∫ ∫  

 

Пример 9. Перейдите в двойном интеграле ( ),
D

f x y dx dy∫∫  к поляр-

ным координатам и расставьте пределы интегрирования, где D  – область, 
ограниченная правой петлей лемнискаты Бернулли 

( ) ( )22 2 2 2 2x y a x y+ = − .  

Решение. Перейдем к полярным координатам и получим следующее 
уравнение лемнискаты Бернулли: 

( )4 2 2 2 2 2cos sin ; cos 2 .a aρ ρ ϕ ρ ϕ ρ ϕ= − =  

Область существования лемнискаты определяет неравенство 

cos 2 0ϕ ≥ , решением которого является 
4 4

k kπ ππ ϕ π− + ≤ ≤ + . 

Лемниската Бернулли построена на рис. 13. 
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Рис. 13. Область интегрирования к примеру 9 
 
Расставим пределы интегрирования в полярных координатах: 

( ) ( )
4

0
4

cos2
, cos ,  sin  .

D

a
f x y dxdy d f d

π

π

ϕ

ϕ ρ ϕ ρ ϕ ρ ρ
−

=∫∫ ∫ ∫  

 
Пример 10. С помощью перехода к полярным координатам вычислите 

двойной интеграл arctg
D

y dxdy
x∫∫ , где D  – часть кольца 

2 2 2 21,  9,x y x y+ ≥ + ≤  ,  3 .
3

xy y x≥ ≤  

Решение. Область интегрирования D  изображена на рис. 14. 

Подынтегральная функция в полярных координатах равна 

( )sin( , ) arctg arctg arctg tg
cos

yf x y
x

ρ ϕ ϕ ϕ
ρ ϕ

 
= = = = 

 
. 

При переходе к полярным координатам уравнения прямых 

 и 3
3

xy y x= =  запишутся как  и 
6 3
π πϕ ϕ= =  соответственно. 

Уравнения окружностей 2 2 1x y+ =  и 2 2 9x y+ =  в полярных коорди-

натах имеют вид 1ρ =  и 3ρ =  соответственно. 
 

0
 

x
 

y  

a
 

a−
 

4
πϕ =

 

4
πϕ −=

 

cos 2aρ ϕ=
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Рис. 14. Область интегрирования к примеру 10 

 
Перейдем в данном интеграле к полярным координатам и расставим 

пределы интегрирования: 

333 3 32 2

1 1
6 6 6

arctg 4  .
2 6D

y dxdy d d d d
x

π π π

π π π

ρ πϕ ϕ ρ ρ ϕ ϕ ϕ ϕ= ⋅ = ⋅ = =∫∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

Ответ: 
2

6
π . 

 
Иногда бывает удобно применить обобщенные полярные координаты 

cos ;
sin .

x a
y b

ρ ϕ
ρ ϕ

=
 =

 

Обобщенные полярные координаты называют еще эллиптическими, 

т.к. уравнение эллипса 
2 2

2 2 1x y
a b

+ =  в этих координатах имеет простой вид 

1ρ = . Модуль якобиана для обобщенных полярных координат равен 

cos sin
.

sin cos
a a

ab
b b

x x
y y
ρ ϕ

ρ ϕ

ϕ ρ ϕ
ρ

ϕ ρ ϕ
−

= =
′ ′

ℑ =
′ ′

 

Формула перехода к обобщенным полярным координатам имеет вид 
 

( ) ( ), cos ,  sin    .
D G

f x y dxdy f a b ab d dρ ϕ ρ ϕ ρ ϕ ρ=∫∫ ∫∫  

 

0
 

 
3
xy =  

1
 

1
 

3  

3  

x  

3xy =

 
1ρ =

3ρ =  

y  
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Пример 11. Вычислите интеграл ,
D

x y dxdy∫∫  где D  – область, огра-

ниченная линией 
42 2

2 3 6
x y x y 

+ =  
 

 и лежащая в первом квадранте. 

Решение. Чтобы построить область интегрирования ,D  перейдем к 
обобщенным полярным координатам по формулам 

2 cos ;

3 sin .

x

y

ρ ϕ

ρ ϕ

 =


=
 

Значения a  и b  подбираются с таким расчетом, чтобы при подстановке 
выражений cos ,x aρ ϕ=  siny bρ ϕ=  в уравнение кривой, коэффици-

енты при 2x  и 2y  сократились, и можно было применить основное триго-
нометрическое тождество. 

После указанной замены уравнение границы области D  примет вид 

( )42 62 cos 3 sin sin 2; .
26

ρ ϕ ρ ϕ ϕρ ρ⋅
= =  

Область существования этой кривой определяет неравенство 

sin 2 0ϕ ≥ , решением которого служит неравенство 
2

k kππ ϕ π≤ ≤ + . 

Построим кривую и отметим область в первом квадранте (рис. 15). 
 

 
Рис. 15. Область интегрирования к примеру 11 

 
Модуль якобиана для обобщенных полярных координат равен 

6 .abρ ρℑ = =  

0  
x  

y  

6
2
2sin ϕρ =  
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Тогда 

6 sin 2
22

24

0 0
6 cos sin 6

D
xy dxdy d d

ϕπ

ϕ ρ ϕ ϕ ρ ρ= =∫∫ ∫ ∫  

6 sin 2
32 23 42

4
4

0 00

6sin 2 16 6 sin 2 .
2 3 6 6

d d

π πϕ

ϕ ρ ϕ ϕ ϕ= ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ =∫ ∫  

Ответ: 
4

1 .
6

 

 
 
 
 
 
 
 

 
6. ПРИЛОЖЕНИЯ ДВОЙНОГО ИНТЕГРАЛА 

 
1. Объем криволинейного цилиндра. 
  ( ), ,

D

V z x y dx dy= ∫∫    

где D  – проекция тела на плоскость Оxy ,  

( ), 0z z x y= ≥  – уравнение поверхности, ограничивающей тело 

сверху, где ( ),z x y  – непрерывная в области D  функция. 

2. Площадь плоской фигуры D . 
.D

D

S dx dy= ∫∫  

3. Масса плоской пластины D  с переменной поверхностной плотно-
стью ( ),x yµ , где ( ),x yµ  – непрерывная в области D  функция. 

( ), .
D

m x y dxdyµ= ∫∫  

4. Координаты центра тяжести плоской пластины. 

( )1 , ,
D

c x x y dxdy
m

x µ= ⋅ ⋅∫∫  ( )1 , ,
D

c y x y dxdy
m

y µ= ⋅ ⋅∫∫  

где m – масса пластины, ( ),x yµ  – непрерывная поверхностная плотность. 

5. Моменты инерции плоской пластины относительно осей коорди-
нат Ox , Oy  и начала координат соответственно. 
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( )2 , ,
D

xI y x y dxdyµ= ⋅∫∫  ( )2 , ,
D

yI x x y dxdyµ= ⋅∫∫  

( ) ( )2 2 , .
D

OI x y x y dxdyµ= + ⋅∫∫  

6. Площадь поверхности. 

Пусть поверхность S  задана в явном виде уравнением ( ), ,z z x y=  
где ( ),z x y  – непрерывно-дифференцируемая функция, D  – проекция 

поверхности S  на плоскость 0 .xy  Тогда площадь поверхности S  вычис-
ляется по формуле 

2 2
. 1 .пов x y

D

S z z dx dy′ ′= + +∫∫  

Пусть поверхность S  задана в неявном виде уравнением 

( ), , 0F x y z = , где функция ( ), ,F x y z  имеет непрерывные частные 

производные по всем аргументам. Тогда площадь поверхности S  вычисля-
ется по формуле 

 
 
 
  
 

Пример 12. Найдите объем тела, ограниченного плоскостями коорди-
нат, плоскостями 4x = , 4y =  и эллиптическим параболоидом 

2 2 1z x y= + + . 
Решение. Проекцией тела на плоскость Оxy  будет квадрат D   

(рис. 16).  

 
Рис. 16. Проекция на плоскость к примеру 12  

y  

x  

D
 

0  

4  

4  

2 2 2

. .x y z
пов

zD

F F F
S dxdy

F

′ ′ ′+ +
=

′∫∫
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Сверху тело ограничивает эллиптический параболоид 
2 2 1z x y= + + . Объем найдем по формуле объема криволинейного ци-

линдра: 

( )
4 4

2 2

0 0

560( , ) 1 .
3D

V z x y dxdy dx x y dy= = + + =∫∫ ∫ ∫  

 Ответ: 
560

3
. 

Пример 13. Найдите площадь плоской фигуры, ограниченной линиями 

2 24 0y y x− + = , 2 28 0y y x− + = , 
3

xy = , 0x = . 
Решение. Изобразим фигуру, площадь которой требуется найти, на 

рис. 17.  

 
Рис. 17. Плоская фигура к примеру 13 

Область D  ограничена двумя окружностями 2 2 4x y y+ =  и 
2 2 8 .x y y+ =  Вычислить интеграл будет удобнее, если перейти к поляр-

ным координатам по формулам cos ,x ρ ϕ=  sin .y ρ ϕ=  Уравнения ука-
занных окружностей в полярных координатах имеют вид: 4sin ,ρ ϕ=  

8sin .ρ ϕ=  Прямая 
3

xy =  имеет угловой коэффициент 
1tg
3

k ϕ= =  

и образует с осью Оx  угол 
6
πϕ = . 

Перейдем в формуле площади плоской фигуры к полярным координа-
там и вычислим интеграл:  

0
 

 

 
3
xy =  4  

x  

y

y  
8  ϕρ sin8=  

ϕρ sin4=  
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2 2
2

6 6

8sin

4sin
24 sin 4 3 3.

D

S dxdy d d d

π π

π π

ϕ

ϕ
ϕ ρ ρ ϕ ϕ π= = = = +∫∫ ∫ ∫ ∫  

Ответ: 4 3 3.π +  

Пример 14. Пластина D  задана ограничивающими её линиями: 
1
4

x = , 

0y = , ( )2 16  0y x y= ≥ . Поверхностная плотность в каждой точке пла-

стины равна 
2916

2
yxµ = + . Найдите массу пластины. 

Решение. Изобразим пластину D  на рис. 18.  
 

 
Рис. 18. Плоская пластина к примеру 14 

 
Массу найдем по формуле массы плоской пластины с переменной по-

верхностной плотностью:  
1
42 2

0 0

49 916 16 2
2 2D

xy ym x dxdy dx x dy
   
      
   

= + = + =∫∫ ∫ ∫ . 

Ответ: 2. 
 
 
Пример 15. Найдите площадь части поверхности конуса 

2 2 2x y z+ = , вырезаемой из него цилиндром 
2 2 2 ,x y a x+ = 0,z ≥ 0.a >  

0  
4
1  x  

y

y  

2  
xy 4=  
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Решение. Поверхность конуса задана неявно уравнением 
2 2 2 0x y z+ − = .  

Найдем частные производные 2 ,xF x′ = 2 ,yF y′ = 2zF z′ = −  и вычис-

лим корень 2 2 2 2 2 22x y zF F F x y z′ ′ ′+ + = + + . 
Проекцией D  поверхности конуса на плоскость Оxy  будет круг, ог-

раниченный окружностью 2 2 2x y a x+ =  (рис. 19). 
По формуле площади поверхности запишем: 

2 2 2 2 2 22
.

2
x y z

пов
zD D

F F F x y z
S dxdy dxdy

F z

′ ′ ′+ + + +
= =

′∫∫ ∫∫  

Переменную z  выразим из уравнения конуса: 2 2 0z x y= + ≥ .  

 
Рис. 19. Проекция поверхности конуса к примеру 15 

 
 

Подставим найденное выражение вместо переменной z  в интеграл: 
2 2

2
2 2

2 2
2 2 2 .пов D

D D

x y
S dxdy dxdy S a

x y
π

+
= = = =

+
∫∫ ∫∫  

В этом примере использована формула вычисления площади плоской 
фигуры через двойной интеграл, а площадь круга DS  найдена по формуле 

2Rπ . 
Ответ: 22 .aπ  

  
 
 
 

0  x  a  a2  

y  

D
 . . 

axyx 222 =+  
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7. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ТРОЙНОГО ИНТЕГРАЛА 
 

Пусть в некоторой замкнутой ограниченной области 3V R⊂  задана 
непрерывная функция ( ), ,f x y z . Выполним действия: 

1) произвольно разобьем область V  кусочно-гладкими поверхностями 
на n  элементарных ячеек ,  1, 2,...,  ;iV i n=  

2) в каждой элементарной ячейке iV  выберем произвольно точку 

( ), ,i i i iM ξ η ς  и вычислим ( );if M  

3) обозначим объем элементарной ячейки iV∆  и составим интеграль-

ную сумму ( )
1

;
n

i i
i

f M V
=

⋅∆∑  

4) обозначим через λ  наибольший из диаметров ячеек iV . 
 
Определение. Если существует конечный предел интегральных сумм 

( )
1

n

i i
i

f M V
=

⋅∆∑  при 0λ → , не зависящий ни от способа разбиения об-

ласти V , ни от выбора точек iM , то этот предел называется тройным 

интегралом по области V от функции ( ), ,f x y z  и обозначается 

( ) ( ), ,  , ,  .
V V

f x y z dV f x y z dx dy dz=∫∫∫ ∫∫∫  

Функция ( ), ,f x y z  называется интегрируемой в области V . 
Необходимым условием существования тройного интеграла является 

ограниченность функции ( ), ,f x y z  в области V , а достаточным услови-

ем – непрерывность ( ), ,f x y z  по совокупности переменных. 
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8. СВОЙСТВА ТРОЙНОГО ИНТЕГРАЛА 
 

Пусть ( ), ,f x y z  и ( ), ,g x y z  – интегрируемые в области V  функ-
ции. Тогда справедливы следующие свойства: 

1) (линейность). Для любых действительных чисел βα  и  выполняется 

( ) ( )

( ) ( )

, , , ,

, , , , .
V

V V

f x y z g x y z dxdydz

f x y z dxdydz g x y z dxdydz

α β

α β

⋅ + ⋅ =  

= +

∫∫∫

∫∫∫ ∫∫∫
 

2) (аддитивность). Пусть 1 2 1 2,  ØV V V V V= ∪ ∩ = . Тогда  

( ) ( ) ( )
1 2

, , , , , , .
V V V

f x y z dxdydz f x y z dxdydz f x y z dxdydz= +∫∫∫ ∫∫∫ ∫∫∫ 3

3) Если ( ), , 0,  , , ,f x y z x y z V≥ ∀ ∈  то ( ), , 0
V

f x y z dxdydz ≥∫∫∫ . 

4) Если ( ) ( ), , , , ,  , , ,f x y z g x y z x y z V≥ ∀ ∈  то  

( ) ( ), , , ,
V V

f x y z dxdydz g x y z dxdydz≥∫∫∫ ∫∫∫ . 

5) (оценка модуля интеграла). 

( ) ( ), , , , .
V V

f x y z dxdydz f x y z dxdydz≤∫∫∫ ∫∫∫  

6) (оценка интеграла). Если ( )min , , ,  
V

m f x y z=  

( )max , , ,
V

M f x y z=  то справедлива оценка: 

( ), , ,V V
V

m f x y z dxdydz M⋅ ≤ ≤ ⋅∫∫∫V V  

где VV  – объем области .V  

7) (теорема о среднем). Если функция ( ), ,f x y z  непрерывна в об-

ласти ,V  то найдется такая точка ( ), , ,M x y z V∈  что выполняется ра-
венство 

( ) ( ), , , , V
V

f x y z dxdydz f x y z= ⋅∫∫∫ V . 
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Средним значением функции ( ), ,f x y z  в области V  называется 

значение ( ) ( )1, , , ,
V V

f x y z f x y z dxdydz= ⋅ ∫∫∫V
. 

 

 
9. ВЫЧИСЛЕНИЕ ТРОЙНОГО ИНТЕГРАЛА 

 

Вычисление тройного интеграла сводится к вычислению повторных 
интегралов. Например, если область V  задана неравенствами a x b≤ ≤ , 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2,  , , ,x y x x y z x yϕ ϕ ψ ψ≤ ≤ ≤ ≤  то  

( )
( )

( )
( )

( )

( )2 2

1 1

,

,

, , , , .
x x ya

V b x x y

f x y z dxdydz dx dy f x y z dz
ϕ ψ

ϕ ψ

=∫∫∫ ∫ ∫ ∫  

Таких повторных интегралов можно записать 6 штук. Если область V  
правильная в направлении всех осей, то все эти 6 повторных интегралов 
равны между собой и равны тройному интегралу. 
Аналогично двойным повторным интегралам, пределы внешнего интегра-
ла – всегда числа. Пределы внутреннего интеграла могут зависеть от 
внешней переменной. Пределы самого внутреннего интеграла могут за-
висеть от двух внешних переменных. 

Пример 16. Вычислите тройной интеграл 
6

1
8 3 5

V

dxdydz
x y z + + + 

 

∫∫∫ , где об-

ласть V ограничена плоскостями 1,  0, 0, 0.
8 3 5
x y z x y z+ + = = = =  

Решение. Область интегрирования V  представляет собой пирамиду 
(рис. 20 а). Ее проекция на плоскость Оxy изображена на рис. 20 б.  

Расставим пределы интегрирования в повторном интеграле. Пределы 
изменения  и x y  найдем из рис. 20 б аналогично двойному интегралу: 

0 8x≤ ≤ , 0 3 1
8
xy  ≤ ≤ − 

 
. Переменная z  будет изменяться от плоскости 

0z =  до наклонной плоскости 1
8 3 5
x y z
+ + =  или 5 1

8 3
x yz  = − − 

 
 (см. 

рис. 20 а).  
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                          а                                                                  б 

Рис. 20. Область интегрирования к примеру 16 
 

Запишем повторный интеграл: 

 

3 1 5 1
8 8 38

6 6
0 0 01 1

8 3 5 8 3 5

x x y

V

dxdydz dzI dx dy
x y z x y z

   − − −   
   

= =
   + + + + + +   
   

∫∫∫ ∫ ∫ ∫ . 

Аналогично двойным интегралам, вычисление начинается с самого 
внутреннего интеграла. 

 
68

0 0 0

3 1 5 1
8 8 3

1 5 1
8 3 5 8 3 5

x x y

x y z x y zI dx dy d

   
    −   
− − −

   = + + + + + + =   
   ∫ ∫ ∫  

58

0 0 0

3 1 5 18 8 35 1
5 8 3 5

x x y

x y zdx dy

      −   
− − −

 = − + + + = 
 ∫ ∫  

58

0 0

58 8

0 0 0 0

3 1
8

3 1 3 1
8 8

1 1
32 8 3

1 1 3 1
32 8 3 8 3

x

x x

x ydx dy

x y x ydx dy dx d

 
  − 

   
    −   

−

− −

  = − − + + =  
   

   = − + + + + + =   
   

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

 

y  

x  

z  

8  

3  
 

y

0  

5  
y  

x  8  

3  

 0  
y







 −−=

38
15 yxz  

y







 −=

8
13 xy  
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48 8

0 0 0

3 1
81 33 1 1 1.

32 8 4 8 3

x

x x ydx dx

 
 −  
−

   = − − − + + =   
   ∫ ∫  

Ответ: 1. 
 
 

 10. ЗАМЕНА ПЕРЕМЕННЫХ В ТРОЙНОМ ИНТЕГРАЛЕ 
 

Пусть задано некоторое преобразование координат в пространстве  

( )
( )
( )

, , ;

, , ;

, , ,

x x u v w

y y u v w

z z u v w

=


=
 =

 

где ( ) ( ) ( ), , , , , , , ,x u v w y u v w z u v w  непрерывно-дифференцируемые 
функции. Если якобиан этого преобразования 

u v w

u v w

u v w

x x x
y y y
z z z

′ ′ ′
′ ′ ′ℑ =
′ ′ ′

 

отличен от нуля в каждой точке области V , то это преобразование взаим-
но-однозначно отображает область V  в системе координат 0xyz  в область 
Ω  в системе координат 0 ,u v w  причем граничные точки переходят в гра-
ничные, а внутренние – во внутренние. 

 Аналогично двойному интегралу формула замены переменных в 
тройном интеграле имеет вид: 

( )

( ) ( ) ( )( )

, ,

, , , , , , , , .
V

f x y z dxdydz

f x u v w y u v w z u v w dudvdw
Ω

=

= ℑ

∫∫∫

∫∫∫
 

 Рассмотрим основные виды криволинейных координат в пространст-
ве.  
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Цилиндрические координаты 
 В системе цилиндрических координат положение произвольной точ-
ки 3M ⊂R  однозначно определяется тройкой чисел ( ), , zρ ϕ , где z  – 

аппликата точки ,M  а ( ),ρ ϕ  – полярные координаты проекции точки 

M  на плоскость Оxy  (точки 1M ). Цилиндрические координаты пред-
ставлены на рис. 21.  

 
Рис. 21. Цилиндрические координаты точки M  

 
Если полярная ось совпадает с положительным направлением оси ,Оx  

то связь между декартовыми и цилиндрическими координатами точки 

M определяются соотношением: 

cos ;
sin ;

.          

x
y
z z

ρ ϕ
ρ ϕ

=
 =
 =

 

Якобиан при таком отображении равен 

cos sin 0
sin cos 0 .

0 0 1

z

z

z

x x x
y y y
z z z

ρ ϕ

ρ ϕ

ρ ϕ

ϕ ρ ϕ
ϕ ρ ϕ ρ

−
= =

′ ′ ′

′ ′ ′ℑ =
′ ′ ′

 

Таким образом, формула перехода к цилиндрическим координатам в 
тройном интеграле имеет вид: 

( ) ( ), , cos , sin , .
V

f x y z dxdydz f z d d dzρ ϕ ρ ϕ ρ ϕ ρ
Ω

=∫∫∫ ∫∫∫  

y  
x  

 

y

1M  
 

y

0  
. 

z  . 

x  

y  z  
ρ  

y

),,( zM ϕρ  

ϕ  
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Пример 17. Перейдите в тройном интеграле ( ), ,
V

f x y z dxdydz∫∫∫  к 

цилиндрическим координатам и расставьте пределы интегрирования, если 

область V  ограничена цилиндрической поверхностью  2 2 2 ,x y x+ =  

плоскостью 0z =  и параболоидом 2 2z x y= + .  
Решение. Область V  представляет собой цилиндрическое тело и изо-

бражена на рис. 22 а. Проекция этого тела на плоскость 0xy показана на 
рис. 22 б и представляет собой круг с границей x2 + y2 = 2x  (в цилиндри-

ческих координатах ϕcos2=r ). 

 
   А     б  

Рис. 22. Область интегрирования к примеру 17 
 

Пределы интегрирования  и  ϕ ρ  найдем по рисунку 22 б так же, как 
расставляли пределы в полярных координатах в двойном интеграле. Пере-
менная ,z  как видно из рис. 22 а, изменяется от плоскости 0z =  до пара-

болоида 2 2z x y= +  (в цилиндрических координатах 2z ρ= ).  
Запишем повторный интеграл:  

( ) ( )
2

2

0 0
2

2cos
, , cos , sin , .f x y z dxdydz d d f z dz

π

π

ϕ ρ
ϕ ρ ρ ρ ϕ ρ ϕ

Ω −

=∫∫∫ ∫ ∫ ∫  

Сферические координаты 
 В системе сферических координат положение произвольной точки 

3M ⊂R  однозначно определяется тройкой чисел ( ), ,r ϕ θ , где r  – рас-

стояние от начала координат до точки M . Пусть 1M  – проекция точки 

0   

 
1  2  

z  

. . 

 

 

y  

y  

0  
2  

4  y 22 yxz +=

 y

xyx 222 =+

 

y

( )ϕcos2     
222

=
=+

r
xyx
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M на плоскость ,Oxy  тогда ϕ – угол между осью Ox  и вектором ,1OM  

отсчитываемый от положительного направления оси Ox . Третья коорди-

ната θ  есть угол между осью Oz  и вектором ,OM  отсчитываемый от 
положительного направления оси ,Oz  πθ ≤≤0  (рис. 23). 

Декартовы координаты ,x  ,y  z  точки M  выражаются через ,r  ϕ  
и θ  следующим образом:  

cos sin ;
sin sin ;
cos  .

x r
y r
z r

ϕ θ
ϕ θ
θ

=
 =
 =

 

 Числа ,r ϕ  и θ  называются сферическими координатами точки 

,M  т.к. каноническое уравнение сферы 2222 Rzyx =++  имеет в этих 

координатах простой вид .Rr =  
 

 
Рис. 23. Сферические координаты точки в пространстве 

 
 Якобиан такого преобразования 

2

sin sin cos cos cos sin
cos sin sin cos sin sin

0 sin cos

sin .

r

r

r

r r
r r

r

r

x x x
y y y
z z z

ϕ θ

ϕ θ

ϕ θ

ϕ θ ϕ θ ϕ θ
ϕ θ ϕ θ ϕ θ

θ θ

θ

−
= =

−

=

′ ′ ′

′ ′ ′ℑ =
′ ′ ′

 

 Формула преобразования тройного интеграла от декартовых к сфери-
ческим координатам имеет вид: 

y  

x  

z  

y

1M  

 
y

0  

 

z  

x  
y  

θ  r  

y

),,( zyxM

 
ϕ  

. 
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( )

( ) 2 .

, ,

cos sin , sin sin , cos  sin
V

f x y z dxdydz

f r r r r drd dϕ θ ϕ θ θ θ ϕ θ
Ω

=

=

∫∫∫

∫∫∫
 

Пример 18. Вычислите тройной интеграл ( )2 2 ,
V

x y dxdydz+∫∫∫  где 

область V  находится в первом октанте, ограничена сферой 
2 2 2 2x y z R+ + =  и координатными плоскостями. 

Решение. Область интегрирования V представляет собой восьмую 

часть шара радиуса R  с центром в начале координат, находящуюся в пер-
вом октанте (рис. 24). 

 
Рис. 24. Область интегрирования к примеру 18 

 
Так как область интегрирования – часть шара, то удобней перейти к 

сферическим координатам. Пределы интегрирования переменной ϕ  найдем 

из проекции области V  на плоскость .Оxy  Проекция представляет собой 

четверть круга, находящуюся в первой четверти. Следовательно, 

.
2

0 πϕ ≤≤  Пределы интегрирования переменных r  и θ  определим из 

пространственного рисунка 23: 0
2
πθ≤ ≤  , 0 r R≤ ≤ . 

Запишем интеграл в сферических координатах: 

y  
x  

z  

R   
y

0  

R  

R  

y

2222 Rzyx =++  
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( ) (

)

2 2
2 2 2 2 2

0 0 0

2 2 5
2 2 2 2 4 3

0 0 0

cos sin

sin sin  sin sin .
15

R

V

R

x y dxdydz d d r

Rr r dr d d r dr

π π

π π

ϕ

ϕ

ϕ θ θ

πθ θ ϕ θ θ

+ = +

+ = =

∫∫∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

 

 

Ответ: .
15

5Rπ  
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11. ПРИЛОЖЕНИЯ ТРОЙНОГО ИНТЕГРАЛА 
 

1. Масса неоднородного тела. 
Если внутри тела 3RV ⊂  распределена масса с непрерывной объем-

ной плотностью ( ),,, zyxµ  то масса тела V  определяется формулой 

( ) ., ,
V

m x y z dxdydzµ= ∫∫∫  

2. Объем тела. 
Если объемная плотность тела V  постоянна и равна единице 

( )( ), , 1x y zµ = , то масса будет численно равна объему этого тела: 
 .V

V

dxdydz= ∫∫∫V   

3. Координаты центра тяжести. 

( ) ( )1 1, , , , , ,c c
V V

x x x y z dxdydz y y x y z dxdydz
m m

µ µ= ⋅ = ⋅∫∫∫ ∫∫∫  

( )1 , , ,c
V

z z x y z dxdydz
m

µ= ⋅∫∫∫  

где m – масса тела ,V ( )zyx ,,µ  – непрерывная плотность тела .V   

4. Моменты инерции тела относительно осей координат Ox , 
Oy ,Oz  и начала координат соответственно. 

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

, , ,

, , ,

x
V

y
V

I y z x y z dxdydz

I x z x y z dxdydz

µ

µ

= + ⋅

= + ⋅

∫∫∫

∫∫∫

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2 2

, , ,

, , .

z
V

O
V

I x y x y z dxdydz

I x y z x y z dxdydz

µ

µ

= + ⋅

= + + ⋅

∫∫∫

∫∫∫
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Пример 19. Вычислите массу тела, ограниченного поверхностью кону-

са ( ) 2222 yxz +=−  и плоскостями ,0=z  2,z =  если плотность тела 

( ) .,, zzyx =µ  

Решение. Тело, массу которого требуется найти, изображено на рис.  

25 а. Проекцией этого тела на плоскость Oxy  будет окружность с центром 

в начале координат и радиусом 2 (рис. 25 б). Уравнение конуса 

( ) 2222 yxz +=−  в цилиндрических координатах имеет вид 

( )2 22z ρ− =  или 2z ρ= −  с учетом условия 0 2z≤ ≤ .  

 

 
 а      б  

 
Рис. 25. Область интегрирования к примеру 19 

 
Перейдем к цилиндрическим координатам и вычислим массу неодно-

родного конуса: 

( )
22 2

0 0 0

8, ,  .
3V V

m x y z dxdydz z dxdydz d d z dz
ρπ πµ φ ρ ρ

−

= = = =∫∫∫ ∫∫∫ ∫ ∫ ∫

Ответ: .
3

8π  

 

Пример 20. Вычислите объем тела, ограниченного поверхностями 

(рис. 26): 2 2 2 2 2 .,   2 2 ,   ,   z x y z x y y x y x= + = + = =   

y  
x  

z  

 
y

0  

y  

x   0  2  

2  2  

2  
2  

rz −= 2  2=r  
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Рис. 26. Проекция тела на плоскость Оxy  к примеру 20 
 

Решение. Снизу и сверху тело ограниченно соответственно парабо-

лоидами 2 2z x y= +  и 2 22 2 .z x y= +  По бокам криволинейный ци-

линдр ограничен цилиндрическими поверхностями 2 ,   y x y x= =  с об-

разующими, параллельными оси .Оz  Поэтому проекцией тела на плос-
кость Оxy  будет фигура, изображенная на рис. 26. По формуле объема 
пространственного тела найдем: 

2 2

2 2 2

1

0

2 2 3 .
35V

x yx

x x y
V dxdydz dx dy dz

+

+

= = =∫∫∫ ∫ ∫ ∫  

Ответ: .
35
3   

 
Пример 21. Вычислите объем тела, ограниченного поверхностями: 

,0222 =++ xyx  ,
4
25 2yz −=  .0=z   

Решение. Тело снизу ограничено плоскостью ,0=z  а сверху – пара-

болическим цилиндром 225
4

z y= −  с образующей, параллельной оси .Оx   
По бокам криволинейный цилиндр ограничен круговой цилиндриче-

ской поверхностью 2 2 2 0x y x+ + =  с образующей, параллельной оси 
.Оz  Проекцией тела на плоскость Оxy  будет круг, изображенный на  

рис. 27. 

 

 
0  

1 

1 

xy =  2xy =y  
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Рис. 27. Проекция тела на плоскость Оxy  

 
Так как проекцией тела является круг, перейдем в формуле объема  

тела к цилиндрическим координатам. При замене 

cos ; sin ;x y z zρ ϕ ρ ϕ= = =  уравнение параболического цилиндра 

225
4

z y= −  примет вид 2 225 sin
4

z ρ ϕ= − , а уравнение кругового ци-

линдра 2 2 2 0x y x+ + =  примет вид 2cos .ρ ϕ= −   
Вычислим объем: 

2 23
2

0 0
2

25 sin2cos 4
   6 .

V

V dxdydz d d dz

π ϕ

π

ρϕ
φ ρ ρ π

−−

= == =∫∫∫ ∫ ∫ ∫  

Ответ: 6 .π  
 
 

Пример 22. Вычислите объем тела, ограниченного поверхностями 

,36 22 yxz −−=  .
3

22 yxz +
=  

 
Решение. Тело ограничено снизу конусом, а сверху – сферой (рис.  

28 а). Проекцией этого тела на плоскость Оxy  будет круг (рис. 28 б). Ре-
шим этот пример двумя способами, вычисляя тройной интеграл в цилинд-
рических и сферических координатах.  
 

y  

x   0  y

2−
 

. y

1−
 

y

ϕcos2−=r
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   а     б 

 
 Рис. 28. Область интегрирования к примеру 22 

 

1) Цилиндрические координаты cos ; sin ;x y z zρ ϕ ρ ϕ= = = . 
Из рис. 27 б видно, что ,20 πϕ ≤≤  а переменная ρ  изменяется от 0 

до радиуса окружности. Эта окружность – результат пересечения конуса 

3

22 yxz +
=  (в цилиндрических координатах 

3
ρ

=z ) и сферы 

2236 yxz −−= (в цилиндрических координатах 236 ρ−=z ). Что-
бы найти радиус этой окружности, приравняем правые части уравнений, 
определяющих конус и сферу: 

236 ,
3
ρ ρ= −  ,36

3
2

2
ρρ

−=  

откуда находим радиус окружности .33=ρ  Тогда по формуле для объе-
ма тела получаем 

2362 3 3

0 0
3

.  72
V

V dxdydz d d dz
ρπ

ρ
φ ρ ρ π

−

= = =∫∫∫ ∫ ∫ ∫  

 
2) Сферические координаты. 

cos sin ; sin sin ; cos .x r y r z rϕ θ ϕ θ θ= = =  

В сферических координатах только переменная ϕ  изменяется на плос-

кости Oxy : .20 πϕ ≤≤  Область изменения переменных θ  и r  найдем 

y  
x  

z  

 
y

0  

y  

x   0  

y

33
 

y

33
 

 
y

6  . 

y 3

22 yxz +
=  

y

2722 =+ yx

 

2236 yxz −−=
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из пространственного рис. 28 а. Из него видно, что θ  изменяется от 0 до 
угла, который образует образующая конуса с осью .Oz  Чтобы найти этот 

угол, запишем уравнение конуса 2 23 z x y⋅ = +  в сферических коор-
динатах: 

2 2 2 2 2 23 cos cos sin sin sin ,r r rθ ϕ θ ϕ θ⋅ = +  

3 cos sin ,   tg 3,  .
3

r r πθ θ θ θ⋅ = = =  

Таким образом, .
3

0 πθ ≤≤  

Переменная r  изменяется от 0 до сферы .36222 =++ zyx  Так 
как радиус этой сферы равен 6, то .60 ≤≤ r  Вычислим объем: 

2 63
2

0 0 0
. sin  72

V
V dxdydz d d r dr

π
π

ϕ θ θ π= = =∫∫∫ ∫ ∫ ∫  

Ответ: .72π  
 

Пример 23. Вычислите объем тела, ограниченного поверхностями 

.12  ,64 2222 yxzyxz +=−−=  
 
Решение. Тело ограничено снизу эллиптическим параболоидом, а 

сверху – сферой (рис. 29 а). Проекцией тела на плоскость Оxy  является 
круг (рис. 29 б). Решим этот пример в цилиндрических координатах.  
По рисунку 29 б определяем пределы изменения ϕ : .20 πϕ ≤≤  Чтобы 
найти, как изменяется переменная ,ρ  выясним радиус окружности пересе-
чения сферы и параболоида: 

( ),
12
164 2222 yxyx +=−−  

или в цилиндрических координатах  

.
12
164 22 ρρ =−  

Решая последнее уравнение, находим .34=ρ  
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   а               б  

 

Рис. 29. Область интегрирования к примеру 23 
   

По формуле объема тела вычислим объем: 
2

2

642 4 3

0 0
12

608 .
3V V

V dxdydz d d dz d d dz
ρπ

ρ

πρ ρ ϕ ϕ ρ ρ
−

= = = =∫∫∫ ∫∫∫ ∫ ∫ ∫  

Ответ: .
3

608π  
 

Пример 24. Вычислите координаты центра тяжести неоднородного те-

ла, занимающего область V  между поверхностями ( ),6 22 zyx +=  

,322 =+ zy  0x = , если плотность тела равна ( ) 2, ,x y z xµ = . 
Решение. Тело V  расположено в пространстве между цилиндром 

2 2 3,y z+ =  круговым параболоидом ( )2 26x y z= +  и плоскостью 

0x =  (рис. 30 а). 

 
а     б 

Рис. 30. Область интегрирования к примеру 24 

y  

x  

 0  
y   0  

y

3
 

y

3
 

z  

.  18  

y

( )2 26x y z= +

 

322 =+ zy  

y

3=r
 

y  
x  

 
 

y  

x   
 

y

34
 

y

34
 

 8  

 α  
y

( )22

12
1 yxz +=

 

y

34=r
 

z
 2236 yxz −−=
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Цилиндр 2 2 3y z+ =  и эллиптический параболоид ( )2 26x y z= +  

пересекаются при 18x =  по окружности 2 2 3y z+ = , поэтому проекцией 
тела V  на плоскость 0x =  (координатная плоскость Ozy ) является круг с 

центром в начале координат и радиусом 3  (рис. 30 б).  

Сначала найдем массу неоднородного тела. Перейдем к цилиндриче-
ским координатам по формулам 

cos ;
sin ; .
;  

y
z
x x

ρ ϕ
ρ ϕ ρ

=
 = ℑ =
 =

 

Эти формулы аналогичны приведенным выше формулам цилиндриче-
ских координат, но полярная ось совпадает здесь с положительным направ-
лением оси ,Оy  а правая тройка координатных осей ( ), ,x y z  с помощью 

поворота заменена на правую тройку ( ), ,y z x . Вычислим массу: 

( )

2

2

62 3 3
2 7

0 0 0 0

, ,

 2 72 1458 .

V V

m x y z dxdydz x d d dx

d d x dx d
ρπ

µ ρ ρ ϕ

ϕ ρ ρ π ρ ρ π

= = ⋅ =

= = ⋅ =

∫∫∫ ∫∫∫

∫ ∫ ∫ ∫
 

Вычислим координаты центра тяжести неоднородного тела:  

( )

2

3

62 3 3
3 9

0 0 0 0

1 1 , ,

1 2 54 324  = ;
1458 1458 5

c
V V

x x x y z dxdydz x d d dx
m m

d d x dx d
ρπ

µ ρ ρ ϕ

πϕ ρ ρ ρ ρ
π π

= = =

= ⋅ = ⋅

∫∫∫ ∫∫∫

∫ ∫ ∫ ∫
 

( )

2

2

62 3
2 2

0 0 0

1 1 , , cos  

1 cos  0;
1458

c
V V

y y x y z dxdydz x d d dx
m m

d d x dx
ρπ

µ ρ ϕ ρ ρ ϕ

ϕ ϕ ρ ρ
π

= = ⋅ =

= =

∫∫∫ ∫∫∫

∫ ∫ ∫
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( )

2

2

62 3
2 2

0 0 0

1 1z , , sin  

1 sin  0.
1458

c
V V

z x y z dxdydz x d d dx
m m

d d x dx
ρπ

µ ρ ϕ ρ ρ ϕ

ϕ ϕ ρ ρ
π

= = ⋅ =

= =

∫∫∫ ∫∫∫

∫ ∫ ∫
 

Ответ: 
54 ,0,0 .
5

 
 
 

 

 
 

12. ПОНЯТИЕ МНОГОКРАТНОГО ИНТЕГРАЛА 
 

Для функции ( )1 2, ,..., nf x x x  аналогичным образом определяется n-

кратный интеграл по области G  n– мерного пространства: 

( )1 2 1 2... , ,..., ... .n n
G

f x x x dx dx dx∫∫ ∫  

Для n-кратных интегралов справедливы все свойства двойных и трой-
ных интегралов, вычисление этих интегралов также сводится к последова-
тельному интегрированию в повторных интегралах отдельно по каждой пе-
ременной. 
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