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Занятие № 1. Скалярное и векторное поля 
и их графическое изображение

1. Скалярное поле и его графическое изображение.
Задание 1.1.1. Дать определение скалярного поля, а также физического, 

стационарного, нестационарного и плоскопараллельного скалярного полей. 
Привести примеры каждого из таких полей.

Задание 1.1.2. Дать определение поверхности равного уровня или экви
потенциальной поверхности. Рассказать, как строятся поверхности равного 
уровня.

Пример 1.1.1. Построить семейство поверхностей равного уровня ска

лярного поля потенциала v = v(r) = — электростатического поля заряда е , по-
г

Г 2 2 2мещенного в начале координат, где r  = yx  + у  + z  -  расстояние от точки 
M ( x , y , z ) до заряда.

Решение. Это скалярное поле определено для всех точек пространства, за 
исключением начала координат, где потенциал равен бесконечности. 

Поверхности равного уровня
е _ е _
Г J x 2 + /  + z 2 ’

откуда
Г~2 2 2 е

V* + J7 + z =^т-

Обозначим

получим

*Jx2 + y2 + z2 = с ь

то есть эквипотенциальные поверхности -  семейство сфер с центром в начале 
координат (рис. 1.1).

Пример 1.1.2. Построить семейство направляющих линий плоскопарал
лельного ПОЛЯ ф(х, у ) = х у .

Решение. Поле определено для всех точек плоскости; направляющими 
линиями будут:

ху = С -  семейство равносторонних гипербол (С ф 0), асимптотами кото
рых будут оси координат (рис. 1.2).

При С = 0 ху = 0, 
откуда

х = 0 , у  = 0 -  координатные оси.
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Рис. 1.1.

>
О

Рис. 1.2

х

Упражнения.
В следующих задачах установить область определения поля и составить 

уравнения поверхностей (направляющих линий) равного уровня данного ска
лярного поля (р{М). Дать заключение о скорости изменения поля в различных 
точках пространства.

1. <p(x ,y )=^4-x2 - у 2 .

2. (р(х,у)=х2 - у 2 .

3. ф{х, у , z) = arccos
X

7 7 7 '

4. < p(x ,y , z ) = \ a^ -x1 - y 2 - z 2).

2. Векторное поле и его графическое изображение.
Задание 1.2.1. Дать определение векторного поля, а также векторной или 

силовой линии векторного поля. Привести примеры векторных полей.
Задание 1.2.2. Вывести систему дифференциальных уравнений, опреде

ляющих векторные линии поля.
Пример 1.2.1. Найти векторные линии магнитного поля напряженности 

тока, текущего по прямому бесконечному проводу:

Н =  2J ( - y l  + xj).
Х  + У

Решение. В данном случае проекции вектора Н  на координатные оси 
О х , Оу и Oz соответственно равны:

2 Jy _ах  2 2 
Х  + У
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2 Jx
2 2 x +У

az = 0.
Система дифференциальных уравнений векторных линий имеет вид:

dx dy dz
ах ау я.

Эти уравнения принимают вид:
dx dy
2 Jy 2 Jx

dz
~o~

x

2 2 
x  +У

2 2 
X + y

ИЛИ

dy
X

dz
~0

dx

- y
Система распадается на два уравнения: 
xdx = - y d y ; dz = 0.
Интегрируя эти уравнения, получим:
X У

Рис. 1.2.1.

+ -— = С , z = h 
2 2

Или
2 2 . 

х  +  у  — 2 С  j

к

Итак, силовыми линиями магнитного поля, образованного электрическим 
током с силой J , текущего по бесконечно длинному прямому проводу, являют
ся окружности радиуса л/2 С с центром на оси z в точке z = h , лежащие в 
плоскостях, перпендикулярных этой оси (рис. 1.2.1).

Упражнения.

1. Найти векторные линии поля а(м) = 1 J 
■ +  —

х У

2. Найти векторные линии поля а(М ) = —у
xi + yj + zk

х2 + у 2 + z 2f
3. Как известно, вектор v(M ) линейных скоростей частиц жидкости, вращаю

щейся вокруг оси z с постоянной угловой скоростью со, может быть пред
ставлен в виде: v = \со ■ г], где со = сок -  вектор угловой скорости, направлен
ный по оси z к -  единичный вектор по оси z), г -  радиус-вектор точки 
М{х, у , z ) . Найти векторные линии поля.
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Указание. Найти сначала вектор v как векторное произведение векто
ров ё  = ак  и г = xi + yj + zk :

I j  к
v = [со ■ f] = 0 0 со = - i  coy + jxco = со (-  yi + xj).

x у  z

Затем найти уравнение векторных линий.
4. Найти уравнение векторных линий поля а(м) = Cxi -C y j -2C zk  

(С = const).

Занятие № 2. Производная скалярного поля 
по направлению. Градиент скалярного поля

1. Производная скалярного поля по направлению
Задание 2.1.1. Дать определение производной скалярного поля по на

правлению. Доказать теорему о производной по направлению.
Задание 2.1.2. Вывести производные по направлению базисных векторов.
Задание 2.1.3. Вывести производную по направлению плоскопараллель

ного поля.
Задание 2.1.4. В чем состоит геометрический смысл производной скаляр

ного поля по направлению данного вектора.
Пример 2.1.1. Найти в точке АД, (1,2) производную поля

(р{х, у) = 2х3 -  3у 2 по направлению, определяемому прямой, соединяющей точ
ку М 0 с точкой М (3,4).

Решение. Данное поле является плоскопараллельным. Производная плос
копараллельного поля по данному направлению определяется по формуле

д(р д(р д(р .- !-  = —!-со'&а + —!-'&та. (2 111
81 дх ду у }

Вычислим частные производные первого порядка функции (р(х,у) в точ
ке М 0( 1,2):

^  = бД .
ах
д(р
ду

= -6у,

М М  ») = б .12=6;

д<р(М0)
дх

=  - 6 - 2  =  - 1 2 .

Найдем единичный вектор /0 направления М 0М :

Т _ M qM  
Ч) -

М 0М
(з -  1)Г + (4 -  2)7 21 + 21 42. -т 42 -

^(з - 1)2 + (4 -  2)2 ”  ^  “  2 , +  2
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Следовательно,
а / 2  . а / 2

cos ̂  , sin а  = — .
2 2

Подставим полученные значения частных производных и тригонометри
ческих функций в формулу (2.1.1):

Э ^ ( М 0 )  а / 2  а / 2  6  а / 2

а/ ’ 2 2 2
Производная по направлению отрицательна, следовательно, поле 

<д(х, у) = 2х3 -  Зу2 в точке М 0 по направлению вектора М 0М  является убы
вающим.

Пример 2.1.2. Найти производную скалярного поля <д(х,у) = 1п(х2 + у 2) в 

А 1 а/ 3 Л
точке М,

2 2vz. у
2 2по направлению окружности х + у -  2х = 0 .

Решение. Данное поле является плоскопараллельным.
Направление окружности определяется направлением касательной к ней. 

Найдем параметрические уравнения данной окружности:
х2 + у 2 -  2х = 0; 

х — 2х +1 + у = 1 j

(х - 1)2 + у 2 = 1 -  окружность с центром (1,0) и радиусом 1; 
х —1 = cos?; 
у = sin ?, 
x = l + cos?; 
у = sin ?

параметрические уравнения данной окружности.

М,

Рис. 2.1.1.

Найдем значение параметра ?, ко-

, / f 1 ^торое соответствует точке М (]

1 ,
— = 1 + cos?; 
2
Д  .

—  =  s i n  ? ,

. 2

2 2\ /
1

cos? = — ;
2 2лг- =>t = ---

. -Уз 3
S111 ? =  — ,

2

Найдем теперь единичный каса
тельный вектор т0 в точке М 0 к данной 
окружности (рис. 2.1.1).

Так как радиус-вектор данной ок
ружности
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f  = (l + cos t)-i + sin t- j  , 
то по законам дифференциальной геометрии, единичный вектор f 0 в точке М 0, 
касательный к данной кривой, равен:

f  M M j!) = , s m t I + m s t ] , = U ± _ l
0 dt V 2 2

Значит,
У/з j  Уз . l

In = T n  = -------------- И cos a  = ------- , Sin O' = —
0 0 2 2 2 2

M r

Вычислим частные производные функции ф(х,у)= ln(jc2 + у 2 |  в точке 

А1 л/3Л
2 ’  2

д(р _ 2х д<р(М0) _ 2-
1

дх 2 2 х + У дх у ^ \2 У ТТЛ2 1=  -  =  1;

+
v^y

д(р 2 у д<р(М„) 2-

В
V 2 /

л/3

ду х + у" дх у ^ 2 Г ^ 2
л / 3 .

+
v^y V 2 /

Подставим полученные значения частных производных и тригонометри
ческих функций в формулу (2.1.1):

У 1 \д<р
~df

1- У5

V 2 ,

+ УУ , ^ L 2 L - y i
2 2

Упражнения.
1. Найти в начале координат производную плоскопараллельного скалярного 

поля ср{х,у)= х2 + у 2 - З х  + 2у  по направлению, идущему от начала коорди
нат к точке М{  3,4).

2. Найти производную скалярного поля ф{х, у, z) = ху2 -  xyz + z3 в точке 
М (l,l,2) в направлении, образующем с осями координат углы соответствен
но в 60°, 45°, 60°.

3. Найти производную поля (p(x,y,z) = xyz в точке Н(5;1;-8) в направлении, 
идущем от этой точки к точке В(9,4,4).

4. Найти производную скалярного поля (р{м)=2ху + 2г  по винтовой линии / , 
заданной параметрически: x = 3cost,  y  = 3sint,  z = 4t в точке М ,  соответ-

Ъп
ствующеи значению параметра t = — .
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5. Найти производную плоскопараллельного поля ср = \п{х + у )  в точке 41,2),
2

лежащей на параболе у  = 4х по направлению этой параболы.

2. Градиент скалярного поля

Задание 2.2.1. Дать определение градиента скалярного поля. Объяснить 
связь производной скалярного поля по направлению и градиента скалярного 
поля. Инвариантность понятия градиента поля.

Задание 2.2.2. Сформулировать и доказать теорему о градиенте скалярно
го поля.

Задание 2.2.3. Сформулировать и доказать свойства градиента скалярного
поля.

Задание 2.2.4. Доказать формулу о скалярном произведении вектора 
grad ер на дифференциал радиус-вектора.

Задание 2.2.5. Но заданному градиенту поля gradcp определить поле
<р(м).

Пример 2.2.1. Найти градиент модуля радиус-вектора г = xi + yj + zk .

Решение. По определению модуля вектора г = |r | = *Jx2 + у 2 + z 2 .
Данный пример можно решить несколькими способами. Рассмотрим два 

из них.

I  способ.
Согласно определению градиента:

да)-г д(р -  да) г  grad(p =  —  i+  —  j + — k .  (2 .2 .1)
дх ду dz

В нашем случае

(р =  Г  = д / х 2 + у 2 + Z 2 .

Вычислим частные производные:
д(р х
дх yjx2 + у 2 + z 2

д(р У
ду .yjx2 + у 2 + Z 2

д(р Z

dz 4 х 2 + у 2 + z 2 '
Подставим значения вычисленных производных в формулу (2.2.1):
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д/х2 + у 2 + z
то есть получили единичный радиус-вектор. 

II  способ.
Согласно одному из свойств градиента:

8F
grad F(<p) = —— grad q>. (2.2.2)

дер
Положим

Тогда

Производная функции

2 2 2 (р = х + у  + Z

F(q>)=r = Jq>.

dF 1
дер 2-Jcp

Градиент функции ер:

grad (р = 2xi + 2yj + 2zk .
Подставим значения вычисленных производной и градиента в формулу 

(2 .2 .2):
2 xi + 2 yj + 2 zk xi + yj + zk fgradF(yp)- -  ----- ------

Цср ^Jx + y  + z  r

получили единичный радиус-вектор.
Пример 2.2.2. Найти градиент скалярного произведения радиус-вектора

точки г = xi + yj + zk на постоянный вектор а = axi + ayj  + azk .
Решение. Скалярное произведение га  равно

fa  = ахх + ауу  + azz .
По формуле (2.2.1) имеем:

gradifa) = grad{axx + ауу  + aZz)= axi + ayj  + azk = а .
Пример 2.2.3. Найти градиент потенциала v электростатического поля, 

образованного точечным зарядом е , помещенного в начале координат

v 6 6
г  ф.2 . ..2 . -2I X + у  + Z

Решение.
Согласно одному из свойств градиента:



grad
r \

<h
к<Ри 

Положим

(p2grad (px -  (pxgrad <p2  ̂^

(pl

</>i=e; (p2 = yjx2 + y 2 + z 2
В примере 2.1.1 мы нашли, что

xi + yj + zkgrad <p2 =
j r 2 ■ -2 ■ -2\x + y  + z

Производная константы равна нулю, поэтому
grad (р\ = grad е = 0.

Подставим найденные значения градиентов в формулу (2.2.3):
Г~2 2 2 л  XI +  у ]  +  Z kJ  х + у  + z -0 —е- , =

Г \  / 2 , 2 , 2-у х + у  +  Z
grad (jh

\<Pi;
2 2 2 X + y + z

xi + yj + zk

^ x2 + y 2 + z 2 e ■ {xi + yj + zk) e 
2 . 2 .  2 = ~ / < . . . й

x + y  + z  (Vx2 + y + z 2/  r
Замечание. Последний пример можно решить многими способами.

Предоставляем Вам самостоятельно решить пример спосо
бами, которыми решался пример 2.2.1.

Упражнения.
1. Найти градиент скалярного поля ф(х,у) = х3 + у 3 - 3 ху в точке М (1,2).

( 2 2 2 \х + у  + z  ) удовлетворяет соотношению 

<р = 2 In 2 -  In (grad (p f , где (grad (pf -  скалярный квадрат.

3. Найти градиент скалярного поля F(r),  где г = f x 2 + y 2 + z 2 .
2 / 2 9 \4. Найти наибольшую скорость изменения поля (р = In 1х + у  +4z)  в точке 

М (0,1,2).

5. Найти угол у/ между градиентом скалярного поля <р(х, у , z ) = f x 2 +У2 + Z 2 в 

точке М 0(3,4,12) и вектором a = 2i -  3 j  + 6к .

X 2 2 Z 2
6. Вычислить с помощью градиента производную поля <р(м) = ^ -  + ^ -  + ^  в 

точке Н(2,3,б) по направлению радиус-вектора г этой точки.
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Занятие № 3. Поток векторного поля
Задание 3.1. Дать определение потока век

торного поля.
Задание 3.2. Дать определение поверхно

стного интеграла.
Задание 3.3. Показать физический смысл 

потока векторного поля.
Пример 3.1. Найти поток поля радиус- 

вектора точки г = xi + yj + zk через прямой ци
линдр радиуса R с центром в начале координат 
и высотой Н  (рис. 3.1).

Решение. Для вычисления потока вектора 
используем формулу

п  = §adS  = § a ndS = lim £  d(Mt )ASt .
S S  D (AS‘ ) ^ °  i=l

Согласно условию задачи поверхность S  
состоит из боковой поверхности и двух оснований цилиндра. Поток записыва
ется в виде суммы поверхностных интегралов:

П = <fj>rnds = $rnds + $rnds + $rnds .

'30

= R.

x

Рис. 3.1.

^бок.

На боковой поверхности внешняя нормаль й10 параллельна плоскости 
хОу и проекция на нее гп равна R , а площадь боковой поверхности цилинд

ра Цйй' = 27iRH. Следовательно,
-’бок.

Гп

$ r ndS = §R dS  = R = R ■ 2nRH = 2ttR 2H
S бок . S б ок . S бок .

На нижнем основании радиус-вектор f  перпендикулярен нормали й20 и 

= 0. Поэтому §§rndS = 0. На верхнем основании нормаль й30 направлена от-
S h.o.

носительно оси O zвверх и rn = Н , а площадь основания цилиндра |j>dS = 71R2.
S,.o.

Следовательно,
$ r d S  = H $ d S  = H7rR2.
S,.o.

Тогда поток поля радиус-вектора точки г = xi + yj + zk через прямой ци
линдр радиуса R с центром в начале координат и высоты Н  равен:

п = §  rdS  + ф гndS + ф rdS  = InRdH + ttR2H = 3nR2H  .

Ответ. П = 371R Н
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Пример 3.2. Найти поток поля вектора 
а = (2х -  y)i + {х + у -  2z ) j  + (2х + z)k 

через часть плоскости х + у  + z = 3,  лежащую в первом квадранте.
Решение. Найдем линию пересечения данной плоскости с координатной 

плоскостью хО у . Для этого положим z = 0. Тогда
х + у  = 3.

Г7

Линия пересечения данной плоскости с ко
ординатной плоскостью xOz ( у  = 0) задается
уравнением

х + z = 3,
а линия пересечения данной плоскости с коорди
натной плоскостью yOz (х = 0) — уравнением 

y  + z = 3.
Вычислим поток поля через площадь тре

угольника ЛВС (рис. 3.2).
За положительное направление нормали Л0 

к плоскости треугольника примем направление от 
начала координат:

Л0 = i cosor + j  cos у3 + £ co sy .

x
Рис. 3.2.

Тогда
dS = n0dS = i cosor • dS + j  cos fi-dS  + k cos у ■ d S .

Так как в нашем случае все направляюще косинусы положительны, 
имеем:

cosa  • dS = dydz ; cos (3 -dS = dxdz; cos y-dS = dxdy.
Поэтому

dS = i dydz + jdxdz + kdxdy, 

adS = (2x -  y)dydz + (x + у  -  2z)dxdz + (2x + z)dxdy.
Искомый поток поля будет состоять из трех поверхностных интегралов 

по площади треугольника AB C :
П = JJads = JJ(2х -  y)dydz + j j (х + у  -  2z)dxdz + Я(2 х + z)dxdy.

ABC ABC ABC ABC
Каждый из этих трех поверхностных интегралов заменим двойным инте

гралом, являющимся проекцией треугольника на соответствующую координат
ную плоскость.

Поверхностный интеграл j j (2x-y)dydz  отличается от двойного
ABC

Я(2 х -  y)dydz лишь тем, что в интеграле по ОВС координата х = 0 , а в инте-
овс
трале по ABC х ф 0; в нем х зависит от у  и z . Эта зависимость определяется
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уравнением плоскости треугольника: х + у  + z = 3, так что на плоскости тре
угольника х = 3 - у - z .

Поэтому
JJ(2х -  y)dydz = j"j"(б — 2у  — 2z — y)dydz =

ABC ОВС

= \d y  | ( б - З у - 2z)dz = j(6 z - 3 y z - z2]j Уd y = ^ ^
o o  о

Аналогично заменяются и два других поверхностных интеграла двой
ными:

3 3-х
JJ(x + у  -  2z)dxdz = JJ(x + 3 - x - z -  2z)dxdz = jdx  J(3 -  3z)dz = 0.

ABC OAC 0 0
з 3-х 2у

JJ (2.x + z)dxdy = JJ (2x + 3 - x -  y)dxdy = (dx J(3 + x -  y)dz = — .
ABC OAB 0 0 2

Отсюда
117 27

П = ----- + 0 + — = 72.
2 2

Ответ. 11 = 12.

Упражнения.

1. Найти поток поля радиуса-вектора точки г = xi + yj + zk через поверхность 
прямого конуса, вершина которого в начале координат, радиуса R и высоты 
Я .

2. Найти поток вектора а = ( х -  2z)i + (3z -  Ах)] + (5х + у)к через часть плоско
сти х + у  + z = 1, лежащую в первом квадранте.

3. Найти поток векторного поля а = yzi + xzj + хук через поверхность пирами
ды с вершиной в точке S(0,0,2) и основанием ОАВ, где (9(0,0,0), Н(2,0,0),
в(о,1,о).

4. Найти поток векторного поля а = (2х -3 y ) i  + {ixy -  z ) j + Axzk через поверх-
ность пирамиды, ограниченную плоскостями х = 0 , у  = 0, z = 0, 
х + у  + 2z - 4  = 0.

2V 2 -5. Вычислить поток векторного поля a = —xi + \z - х  Jj + —zk через полную

2 2поверхность цилиндра: х + у  = 5 ; z  = 0 ; z  = l.
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Занятие № 4. Дивергенция векторного поля.
Теорема Гаусса-Остроградского

1. Дивергенция векторного поля
Задание 4.1.1. Дать определение и разъяснить физический смысл дивер

генции векторного поля.
Задание 4.1.2. Сформулировать и доказать теорему о дивергенции век

торного поля.
7 I 7 7  7Пример 4.1.1. Найти дивергенцию поля а = г с ,  где г = + у  + z и

с = су’ + c2j  + c3k -  постоянный вектор.
Решение.
I способ (по теореме о дивергенции).
а = г 2 с = (х2 + у 2 + z 2Jcli +c2j  + с3к},

а = с^х2 + у 2 + z 2^  + с2{х2 + у 2 + z 2 ĵ + с3{х2 + у 2 + z 2 ĉ .
Следовательно,

I 2 2 2 \
а х = с1\х + У + z  )■>

ау = С2{х2 + у 2 + Z2),

az = с3{х2 + у 2 + z 2j.
Тогда по теореме о дивергенции

div а(М )= да^ М } + + д а М  = 2qx + 2 с2у  + 2 c3z =
дх ду dz

= 2(с1х + с2у  + c3z).
II способ (по свойствам дивергенции).

7 7 7 7 (  ~* ~* ~~* 1div г с = r dive + с grad г = г  • 0 + c\2xi + 2yj + 2zk)=
= 2(с3х + с2у  + c3z).

Упражнения.
1. Найти дивергенцию поля а = с г , где с -  постоянный скаляр.
2. Найти дивергенцию поля а = xyi +yzj  +zxk  в точке М(1,2,3).

-* /"* -* / 2 2 23. Найти дивергенцию поля а = —, где г = у х + у  + z .
г
Л / J J J

4. Найти дивергенцию поля а = г г , где г = ^ х  + у  + z .
5. Найти дивергенцию поля линейных скоростей v частиц жидкости, вращаю

щейся вокруг оси Oz с постоянной угловой скоростью со : v = &>(- yi + xj ).
* XT ~ -  X + y  + Z _6. Наити дивергенцию поля а = ---------- г .

xyz
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2. Теорема Гаусса-Остроградского.
Задание 4.2.1. Сформулировать и доказать теорему о дивергенции век

торного поля.
Пример 4.2.1. Найти поток вектора а через замкнутую поверхность S, 

ограничивающую объем V , если дивергенция вектора а во всех точках поля 
есть постоянная величина с .

Решение.
По теореме Гаусса-Остроградского имеем:
П = jjjdivadV  = cjj jdV = c V .

v v
о —* 9  ~ 9

Пример 4.2.2. Вычислить поток поля вектора а = х i +3yz j  + 3zy к че-
9  9  9  9рез поверхность сферы х + у  + z  = R .

Решение.
Найдем дивергенцию вектора а :

diva = —  (х3)+ —  {jyz3)+ —  (згу3)=з(х2 + у 2 + z 2\  
дх х ’ д у Х ’ d z X ’ v ’

Согласно теореме Гаусса-Остроградского
П = jjjdivadV = 3jjj(x2 + у 2 + z 2 'jdxdydz.

V V
Перейдем к сферическим координатам: 

х = р  cos ср sin 0 ;
< у  = р  sin ер sin 0 ;

z = р  cos 0 .
9  9  9  9  9dV = dxdydz = p  sin ®dpd(pd® , х + y  + z  = p  .

71
R 2 2л- 1 2

П = 3 jjjp 4 sin&dpd(pd0  = 3 jp 4dpjsin&d& jd(p = — nR5.
V 0 0 0 ^

Упражнения.

1. Найти поток вектора а = yi + zj + хк через полную поверхность пирамиды, 
ограниченную плоскостями х = 0 , у  = 0, z = 0, х + у  + z = а (<т>0).

2. Найти поток вектора a = yzi +xzj + хук через полную поверхность пирами
ды с вершинами в точках С(0,0,2), (2(0,0,0), Н(2,0,0), в(0Д,0).

9  9  9  93. Найти поток поля вектора а через поверхность сферы х + у  + z = R ,
2 ~* 2 “ 

а = ху i + х yj + zk .
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—► 2~*" 24. Найти поток поля вектора а = ху / + х yj + zk через замкнутую поверхность, 
образованную плоскостями: х = 0 , у = 0, z = 0 и частью поверхности пара-

2 2
болоида 4 — z = х + у  , лежащую в первом октанте.

Занятие № 5. Криволинейный интеграл от вектора.
Циркуляция вектора. Вихрь поля.

1. Криволинейный интеграл от вектора. Циркуляция вектора
Задание 5.1.1. Дать определения криволинейного интеграла от вектора и 

циркуляции вектора.
Задание 5.1.2. Физический смысл циркуляции вектора.

-*• З-* 3Пример 5.1.1. Найти линейный интеграл вектора а = х i -  у  j  по верхней 
половине окружности х = R c o s t , у  = Rsint (Рисунок 5.1.1).

Решение.
У

Рис. 5.1.1.

Уравнение окружности в векторной 
форме:

г = xi + yj = R cos ti + R sin tj .
Вектор а на этой окружности запишет- 

х ся так:
-* / л 3 3 j "У / л 3 • 3 j у*а = R cos t- i - R sm t - j .
Тогда
df  = -R  sin tdti + R cos tdtj .

Скалярное произведение
adf  = - R4 cos31 sin tdt -  R4 sin31costdt = - R4 sin?cos?(sin2 1 + cos2 t d̂t =

= R4 sin 2tdt.
2

При движении по дуге в направлении против часовой стрелки параметр t 
изменяется от 0 до п . Поэтому линейный интеграл по дуге окружности будет 
равен:

а = уг
1 1\ddr  = - \ —R sin2tdt=—R cos21 0.

x

Рис. 5.1.2.

Пример 5.1.2. Вычислить циркуляцию 
поля вектора а = yi по контуру окружности

х2 + (y - b )2 = b2 (рис. 5.1.2).
Решение.
Для облегчения решения задачи запишем 

уравнение окружности в параметрическом 
виде:
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jx  = bcost;
[у = b + b sin t.

Угол t при положительном обходе окружности изменяется от 0 до 2л .
ах = у , ау = 0 ,  az =0  .

Циркуляция поля равна
2 л

Г = |  axdx + aydy + azdz = -  J (b + b sin t)b sin tdt = -nb1 .
L 0

Знак минус указывает на то, что под действием сил а = yi окружность 
будет вращаться в отрицательном направлении, то есть по часовой стрелке.

Упражнения.
1. Найти линейный интеграл вектора <т = - (х /+ у /)  по дуге эллипса

2 2
х  У 1 ~  /  ~—  + —  = 1, лежащей в первом квадранте (переити к уравнению эллипса в 
а b
параметрическом виде).

2. Найти циркуляцию вектора а = yi - x j  вдоль замкнутой кривой, образован-
2 2 2

ной осями координат и дугой астроиды х 3 + у 3 = R 3, лежащей в первом 
квадранте (перейти к уравнению астроиды в параметрическом виде: 
x = Rcos3t,  у  = Rsin31).

3. Найти циркуляцию поля вектора а = {х3 + y^f + (у3 + х |/  по окружности 

x2 + y 2 = R 2 .

4. Найти циркуляцию поля радиуса-вектора г = xi + y j + z k  по линии АВОА, 
где АВ -  винтовая линия: х = a cos t , у  = a s in t , z = bt; А и В -  точки, соот
ветствующие значениям параметра t = 0 и t = 2п\ О -  начало координат; 
ВО и О А -  отрезки прямых линий.

5. Найти работу А векторного поля F  = xi + yj + {х + у - 1 )к по отрезку прямой 
А В , где H(l,l,l) и  5(2,3,4).

—► л —► ^  9 ^
6. Найти работу векторного поля F = у  i -  х j  + z к по контуру ABC А,  полу-

чаемому при пересечении поверхности х + y  + z = 4 c  координатными плос
костями.

7. Векторное поле образовано погонной силой (то есть силой, отнесенной 
к единице длины). F = ( la  -  y)i + (у -  a) j  . Найти вращательную способность 
поля на замкнутом контуре, состоящем из первой арки циклоиды 
x = a(t -  sin t ) , у  = а( 1 -  cos t), и отрезком оси О х , отсекаемым дугой циклои
ды.
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8. Векторное поле образовано погонной силой
F = ( х -  2z)i +(х + 3у + z ) j  + (5х + у)к . Найти вращательную способность по
ля на контуре треугольника h(i,o,o), 5 (0,1,о), с(о,од).

2. Вихрь поля

Задание 5.2.1. Дать определения вихря поля.
Задание 5.2.2. Доказать теорему о вихре поля.

О  —► О —► о  —►

Пример 5.2.1. Найти вихрь поля вектора а = х yi + у  zj + z хк . 
Решение.

rota  =

Упражнения.
Найти вихрь поля

'У 3. (—* —*в) а = х yz \i -  2j  +

_„
i j к i j к
д д д д д д
дх ду dz дх ду dz
а х ау az х3у УЪг z 3x

= - y 3i - z * j  - х лк

вектора

3 к).

а) а = xy3z 4(i -  3 j ) ;  б) а = х 2у 5(i -  4к);

Занятие № 6. Теорема Стокса.
Задание 6.1. Сформулировать и доказать теорему Стокса.

t  ̂—t 3 ~Пример 6.1. Вычислить циркуляцию поля вектора й = yi -  х j  + z  k по

линии пересечения поверхности z 2 = 6 -  х - у  с координатными плоскостями в 
положительном направлении.

Решение.
Полагая последовательно z = 0, у  = 0, х = 0 , находим линии пересечения

поверхности с координатными плоскостями соот
ветственно: хОу -  по прямой х + у = 6; xOz -  по

параболе z 2 = 6 -  х ; yOz -  по параболе z 2 = 6 - х
(рисунок 6.1). На чертеже указано направление по
ложительного обхода контура АВСА. Вычислим 
циркуляцию поля при помощи теоремы Стокса. 

Согласно теореме Стокса:
Циркуляция поля а(М ) по контуру L равна 

потоку вихря поля через любую поверхность S, ле
жащую в векторном поле и имеющую своей грани
цей контур L:

Рис. 6.1.
X
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|  adf  = JJ rot a dS .
L S

При этом предполагается, что на поверхности S все частные 
производные первого порядка от функций ах, ау, az непрерывны.

Вычислим вихрь вектора й :

Т J Jc

rota = —  —  —  = ( - 2 х - \)Jc.
дх ду dz

2 3У - х  z
В качестве поверхности S возьмем боковую поверхность пирамиды 

О ABC : S = S0ca + S0ab + $овс • Применяя теорему Стокса, получим:
Г = J adf  = JJ rotadS + JJ rotadS + JJ rotadS.

ABCA Soca S qab Sqbc

На грани О AC вектор dS = dxdz] , поэтому 
rot adS = 0 и JJ rotadS = 0 .

$ОСА

На грани OAB вектор dS = dxdzU, поэтому
0 6 - x

JJ rotadS = -  JJ (2x + 1 )dxdy = - J  dx J (2x +1 )dy =
$О А В  $О А В   ̂ 0

6 6—x  6 6 / \
= J (2x +1 )dx jdy  = J (2x + 1X6 -  x)dx = J (- 2x2 +1 \x + 6jdx =

o o o  о

2 11 ^
= — x3 + — x2 + 6x = -144  + 198 + 36 = 90.

3 2 0
На грани ОСВ вектор dS = dydz T , поэтому
rot adS = 0 и JJ rotadS = 0 .

Socb

Окончательно получим
Г = J adf = JJ rotadS + JJ rotadS + JJ rotadS = 90.

ABCA Soca S0ab S0bc

Упражнения.
1. Используя теорему Стокса, найти циркуляцию поля вектора 

а = ( у -  х)Т + (2х -  у ) /  по контуру L , состоящему из координатных осей и 
дуги окружности х = 3 cos t, у  = 3 sin С соответствующей параметру 
0 < t < 2 л .

2. Найти линейный интеграл вектора a = -(x i+yj ' )  по дуге эллипса
2 2

= 1, лежащей в первом квадранте, используя теорему Стокса.
а b
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3. Найти циркуляцию векторного поля й = ( х -  2z)T + (х + 3у + z)j  + (5х + уУс по
контуру треугольника ABC, где А(1,0,0), 5(0,1,0), C(0,0,l).

2_г*‘ 2 ~ 2 ~4. Найти циркуляцию векторного поля й = у  i - х  j  + z к по контуру пересе

чения координатных плоскостей с поверхностью х2 = 4 -  у -  z .

Занятие № 7. Соленоидальное и потенциальное поля

1. Соленоидальное поле
Задание 7.1.1. Дать определение соленоидального поля.
Задание 7.1.2. Физический смысл соленоидального поля.
Пример 7.1.1. Покажем, что поле напряженности магнитного поля, обра

зованного электрическим током, текущим по бесконечному прямолинейному 
проводу, соленоидально всюду, за исключением начала координат.

Решение.
Вектор напряженности магнитного поля Н  определяется формулой:

известно из физики, являются концентрические окружности, центр которых на 
проводе, то есть замкнутые линии.

Упражнения.
1. Будут ли векторные поля следующих векторов соленоидальными?

2. Потенциальное поле

Задание 7.2.1. Дать определение потенциального поля.
Задание 7.2.2. Сформулировать и доказать признак потенциальности

поля.
Задание 7.2.3. Сформулировать и доказать свойства потенциального

поля.
Пример 7.2.1. Будет ли поле вектора а потенциально? В случае потенци

альности поля найти потенциальную функцию (р.
й = (4х -  3yz)T + (4у  -  3xz)j + (4z -  3х у )к .

х + у
Вычислим дивергенцию Н  по формуле

divn  = 2 J - ^ ^ Z - n

Отсюда видно, что поле Н  всюду соленоидально, за исключением начала 
координат, где оно вообще не определено. Векторными линиями поля Н , как

б) й = (6х2 -  y 2z 3 У + (зx2z -  2jcy|y + 1х2у Ч
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Решение.
Найдем вихрь данного поля:

7 j  Jc
д д д
дх ду dz

Ах -  3yz Ay -  3xz Az -  3xy

rot й

+ J ^ - (A x -3 y z ) - ^ - (A z - 3 x y )  
dz dx

+ £

(Az -  3x y ) -* L (A y -  3xz)
dy dz

^ - (A y-3 x z ) - -^ -(A x -3 yz )  
dx dy

+

= (-  3x + 3 x)T + ( -  3y + 3y)j + ( -  3z + 3 z)Jc = 0,

следовательно, поле потенциально.
Найдем теперь его потенциальную функцию ф(м) = ф(х,у,г)\

М  M (x ,y ,z )
<р(м) = ф(х,у, z) = jtfdf  = j a xdx + aydy + azdz .

M 0 M 0 (x0 ,y0 ,z0 )

В качестве начальной точки М 0 выберем начало координат. Согласно 
третьему свойству потенциального поля криволинейный интеграл в потенци
альном поле не зависит от пути интегрирования. Для практического вычисле
ния функции (р удобнее всего брать в качестве пути M QM  ломаную 
М 0М ХМ 2М , изображенную на рис. 7.1.

Ad у Adf2 Ad
(p(x,y,z)= ^adf+ ^3d?+ jtfdf.

M 0 Mj M 2

Вычислим отдельно каждый из этих 
интегралов.

М! М!
1) J = j axdx + aydy + azd z .

M 0 M 0

На отрезке M 0M X x меняется от 0 до 
значения х точки М х, у  = 0, z = 0, значит 
dy = dz = 0 и

М\ х
|  adf  = |  Axdx = 2х2

M Q о

2) На отрезке М ХМ 2 меняется только у  от 0 до у , х постоянен, z = 0, по
этому dx = dz = 0 и

М 2 У у 2 У
J adf  = J Aydy = А—  = 2у  .

Ml О 2  о

0 И и 0(0,0,0) / М 2(х,у, 0)

х
Рис. 7.1.
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3) На отрезке М 2М  меняется только z от 0 до z , х и у  постоянны, по
этому dx = dy = 0 и

М  z ( \ z
J adf  = J (Az -  3xy)dz = (2 z2 -  3xyz\ = 2z 2 -  3x yz .

M 2 0

Следовательно, потенциальная функция 
ср(м) = 2х2 + 2у 2 + 2z 2 -  3x yz .

Упражнения.
1. Будут ли поле вектора а потенциально? В случае потенциальности поля 

найти потенциальную функцию ср(х, у , z ) .
а) а = (зх2 + 2у 2 |f  -  4xyj + 6z 2k ;

б) а = (бх -  yz)i -  xzj + (lOz -  ху)к .

Занятие № 8. Контроль знаний
Задания выполняются в течение 1 пары в аудитории.

1. Вариант

1. Найти векторные линии однородного поля A{P)=ai +bj +ск  , где а,Ь 
и с -  постоянные (Ответ. Прямые, параллельные вектору А(а,Ь,с):
х - х 0 = у - у 0 = z - z 0 

а Ъ с
2. Вычислить div b (га) и div г (га) , где а и Ъ -  постоянные векторы (От

вет. div Ъ (fa) = (ab ), div f  (fa) = Air а)).

3. Доказать, что rot[Д (р) + А2 (р)] = rot А1 (р) + rot А2 (р ) .

4. Вычислить поток и циркуляцию постоянного вектора А вдоль произ
вольной замкнутой кривой L (И поток, и циркуляция равны 0).

2. Вариант

1. Найти векторные линии плоского поля А(р ) = -coyi + coxj, где со -  по-
2 2 2стоянная (Ответ. Окружности с центром в начале координат х + у  = R ).

2. Вычислить div (а х г ), где а -  постоянный вектор (Ответ. 0).

3. Доказать соотношение n(grad(An^-rot(Axfij)= div А.

4. Вычислить поток и циркуляцию вектора А(р )=  a f , где а -  постоянный 
скаляр, а г -  радиус-вектор точки Р вдоль произвольной замкнутой кривой L 
(Поток равен 2a S , где S -  площадь области, ограниченной контуром L , цирку
ляция равна 0).
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Занятие № 9. Решение задач, повторение
Дана функция и = хеу и точки М 1 (1,1,2) и М 2(3,2,1). Вычислить: 1) Произ

водную функции и = u(x,y,z)  в точке М х по направлению вектора МрЛ2 ;
2) gradu{M^).
Решение.

дм у

^  ^  = е ; дх
ди v
—  = хеу ; 
ду

—  =  0 ;

дх

f ^ (M .) = e ;
ay

f > i ) = 0 ;az
единичный вектор /0 направления М 1М 2 :

( 3  -  1)Г + (2 -  l)J  + (l -  2)к _ 2 1 2 ___ L

д / ( 3  - 1  ) 2 +  ( 2  - 1  ) 2 +  (1 -  2 ) 2 л /б  л /б  л /б
отсюда получаем:

2  /> 1 1cos a = —j= ; cos p  = —j=; cosy =
- \ /б  -у/б -ч/б

а м ( м , )  а м ( м , )  а м ( м , )  „  ди(мЛ
4 . = — -— — c o s a  + — -— —cos В + — -— — COS у  =

дмхм 2 ах а>' az

2е е Зе л/б • е

л/6 л/б л/6 2

ах ay az v  6 v  6

Даны векторное поле F = xi + yj  + zk и плоскость р \  x + y + z -  l = 0, кото
рая совместно с координатными плоскостями образует пирамиду V . Пусть 
с  -  основание пирамиды, принадлежащее плоскости р ;  Я -  контур, огра
ничивающий сг, Я -  нормаль к сг, направленная вне пирамиды V . Требует
ся вычислить: 1) поток векторного поля Р через поверхность сг в направле
нии нормали Я ; 2) циркуляцию векторного поля Р по замкнутому контуру 
Я непосредственно и применив теорему Стокса к контуру Я и ограниченной
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Рис. 9.1.

им поверхностью сг с нормалью Я; 3) поток 
векторного поля Р  через полную поверхность 
пирамиды V в направлении внешней нормали 
к ее поверхности непосредственно и применив 
теорему Гаусса-Остроградского. Сделать чер
теж.
Решение.
1) Найдем линию пересечения данной плос

кости с координатной плоскостью хО у. 
Для этого положим z = 0. Тогда 
х + у  = 1.
Линия пересечения данной плоскости с ко

ординатной плоскостью xOz ( у  = 0) задается 
уравнением

x + z = 1,
а линия пересечения данной плоскости с координатной плоскостью yOz ( х = 0) 
-  уравнением

y  + z = l.
Вычислим поток поля через площадь треугольника ABC (рис. 3.2).
За положительное направление нормали Я к плоскости треугольника 

примем направление от начала координат:

Я = i co sa  + j  cos/? + & cosy.

Тогда

dS = ndS = i co sa  • dS + j  cos/3 -dS + k cosy-dS.
Так как в нашем случае все направляюще косинусы положительны, 

имеем
cosa  • dS = dydz ; cos Д • dS = dxdz ; cosy-dS = dxdy.

Поэтому
dS = i dydz + jdxdz + kdxdy, 

FdS = xdydz + у  dxdz + zdxdy.
Искомый поток поля будет состоять из трех поверхностных интегралов 

по площади треугольника AB C :

П = JJ Fds = JJ xdydz + JJ ydxdz + JJ zdxdy.
ABC ABC ABC ABC

Каждый из этих трех поверхностных интегралов заменим двойным инте
гралом, являющимся проекцией треугольника на соответствующую координат
ную плоскость.

26



1 1-y
JJ xdydz = JJ (l -  у  -  z)dydz = jdy  J (l -  у  -  z)dz

ABC OBC О 0

1-y
z  -  y z  z

2

= 1
1

o v
- y  + - y  2 2 ,dy =

о v

1 1 2 1 3- y - - y  +-y2 2 6 ,
l

о

1
6

ми:
Аналогично заменяются и два других поверхностных интеграла двойны-

Z

ABC
z)dxdz = ^ .

y)dxdy = j .
ABC  6

гз гг 1 1 1 1Отсюда П = — + — + — = —.
6 6 6 2

2) Г = J Fdf  = J Fdf + J Fdf + J Fdf
Я AB ВС CA

Ha AB у  = 1 -  x, z = 0, u = xi + (l -  x)j  , 
r = xi + (l -  x ) j , dr = i d x -  j d x , 
udf = xdx -  (l -  x)dx = (2x -1  )dx.

J Fdf  = j  (2x -1  )dx = x2 - x
AB

=  0 .

Аналогично, J Fdf  = 0, J udf = 0.
BC CA

Тогда

По теореме Стокса
Г = 0 + 0 + 0 = 0.

J Fdf = JJ rot F dS
я (J

rot F

Г = 0.
3 )  П =  TlABC + 1AAqb +  П a o c  +  П вое

i j к

d d д

d x d y d z

X У z

0

Пддс -  ^  (CM- !))•

F  = xi + yj + zk

Рис. 9.2.
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nAOB = - к  .

M)(0,0,0) / М 2(х,у,0)

х

dS = -kdS
FdS = zdxdy = 0, т.к. на AOB z = 0,

П AOB =  О •

Аналогично,
=  0 ,  П вое =  0  •

П = -  + 0 + 0 + 0 = - .
2 2

По теореме Остроградского-Гаусса 
П = ftFdS = \\\div F d V .

Рис. 9.3.

v

divF

v
QF dFv dF

X- + ^  + ^ L  = l + l + l = 3.
dx dy dz

П = ftFdS = j j jd ivFdV = j j f idV  = 3j jjdV = 3)dx \  dy )dz
V V V V о о 0

1 l - x

3jdx  J(l -  x -  y)dy = 3J
о о ov

1 -  x -  x(l -  x) -  (l -  x)2 dx

dx —( l- x ) 3 - —( l - x ) 3 
3 V 2 6 V 2 0 V3 6

1

3. Проверить, является ли векторное поле
F  = (бх - 7  yz)i + (бу  -  lx z ) j  + (бz -1ху)к  потенциальным и соленоидальным. 
В случае потенциальности поля Р  найти его потенциал.

Решение.
Найдем вихрь данного поля:

rot F =

i j к
д д д
дх ду dz

6х -  7 yz 6 y - l x z 6 z - 7

= i - ^ ( 6 z - l x y ) - - ^ ( 6 y - l x z )  
су OZ

+

+J ^ ( 6 x - l y z ) - ^ ( 6 z - l x y )  
OZ ox

+ к ^ ( 6 y - l x z ) - ^ ( 6 x - l y z )
ox dy

= (-  l x  + lx)i  + ( -  l y  + l y ) j  + ( -7  z + 7 z)k = 0,

следовательно, поле потенциально.

Найдем теперь его потенциальную функцию (р{м) = ф(х, у , z ) :
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M  M ( x , y , z )

(р{М) = (р{х, y ,z )=  J ad f  = J axdx + aydy + azdz.
M 0 M 0(x0,_y0,z0 )

В качестве начальной точки М 0 выберем начало координат. Согласно 
третьему свойству потенциального поля криволинейный интеграл в потенци
альном поле не зависит от пути интегрирования. Для практического вычисле
ния функции (р удобнее всего брать в качестве пути M QM  ломаную
М 0М ХМ 2М  , изображенную на рис. 7.1.

м х М 2 м
(p(x,y,z)=  Jad f + Ja d f + j t fd f .

M 0 M x M 2

Вычислим отдельно каждый из этих интегралов.
мх _ мх

1) J F d f = J Fxdx + Fydy + Fzd z .
М 0 М 0

На отрезке М 0М 1 х меняется от 0 до значения х точки М х, у  = 0, z = О, 
значит dy = dz = 0 и

Мх х
2J Fdf  = J 6xdx = Ъх .

м 0 о
2) На отрезке М ХМ 2 меняется только у  от 0 до у , х постоянен, z = 0, по

этому dx = dz = 0 и
М 2 у  2
J Fdf  = J 6 ydy = 6 ^ -

мх о

У

=  3 /

3) На отрезке М 2М  меняется только z от 0 до z ,  х и у  постоянны, по
этому dx = dy = 0 и

М  ^  z / vz
J Fdf  = J (бz -  lxy)dz = (Зz 2 -  7xyzJ| = 3z2 -  I x y z .

M 2

Следовательно, потенциальная функция
<р{м)= Ъх1 + 3у 2 + 3z2 -  Ixyz,

а потенциал:
<рх(м)= -ср(м) = 7xyz-Ъх2 - 3 у 2 - 3 z 2 .

Проверим, является ли поле F = (бх - 1  yz)i + (бу  - 7 xz)j + (бz -  7xy)k со- 
леноидальным.

-  8F 81'v 8F
div F = + — — + - Z -  = 6 + 6 + 6 = 1 8 ^ 0 ,

8х 8у 8z
следовательно, данное поле не соленоидально.
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1. Вычислить поток вектора /  = х1 -  3 ху] + zk  через поверхность 
Ъ х-5у  + 2z = 10, у  = 0, х = 0 , z = 0.
Решение.

10
_  1 з о 25

d a b c= \ \F M s = -  \  dx |(5.У +15ху +10 )ф  = ——,
S  ^  0 Зх-10 "

5

3/ -  5 / + 2к 7 <2хх/у 2
и =  j=  , as = -—, cosy =

л / 3 8  ’ co sy ’ / _ V 3 8 '
A i o c  -  0 :

Daob ~ 0 •
10 10-ЗХ+5.У
з 0 2 25

П = JJJ(2 -  3x)dxdydz = j  dx J dy J (2 -  3x)dz = ------ .
V 0 10-3x
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Задание для типового расчета
1. Дана функция и = u (x ,y ,z ) и точки АД и М 2. Вычислить: 1) Производную

функции u = u(x,y,z)  в точке АД по направлению вектора АДЛ/Д; 
2) gradu{Mx).

1Л . и = М , (1 А З ) , М 2 (2 -4 ,5 ) ■

1.2.w = —----- 210 , М ,(1,2-1), М г{2,0,1).
х + у  + Z +1

1.3. м = exy+z2, ЛД(- 5,0,2), М 2(2,4,-3).

1.4. м = х2 + 2у2 -  4z5 -  5, ЛД^ДД), М 2(-  3,-2 ,б ).

1.5. и = 5x2y z -x y 2z + z2y , АД(1ДД), М 2 (9-3,9).
1.6. м = ln(xy + yz + xz), А Д(-2,3,-1), М 2(ЗД,1).

1.7. и = х2у + y 2z + z2x , ЛД(1,-1,2), M 2(3,4,-l).

1.8.м = л/1 + ^ 2 + / + ^ 2 , ЛД(1,1Д), М 2(3,2Д).

1.9.м = ^ - ^  у , ЛД(1ДД), М 2(-З Д -1 ) .
X + у +Z

1.10. и = 1п(х3 + у 3 + z + 1), ЛД(1,3,0), М 2(-  4,1,3).

1.11. м = xyz, АД (3,1,4), M 2(l,-1 ,- l ) .

1.12. M = ln(x2 - y 2 + z 2 + l), ЛД(1,1,1), M 2(5,-4,8).

1.13. u = -  + ?— - ,  ЛД(2,2,2), M 2( - 3,4,1).
у Z X

1.14. м = x2y +  y 2z - 3 z ,  ЛД(0,-2,-1), M 2( 12,-5,0).

1.15. м = 3x2yz3, А Д (-2,—3,l), M 2(5,-2,0).

1.16. м = ln(l + x + у 2 + z 2), ЛД(1ДД), M 2(3-5,1).

1.17. м = 3xy2 + z 2 -x y z , АД(l,l,2), M 2 (3,-1,4).

1.18. м = zex2+>,2+z2, ЛД(0,0,0), M 2(3,-4,2).

1.19. M = 5xy3z2, M 1(2 ,l,-l), M 2(4,-3,0).

1.20. M = x2y + z2x - 2 ,  ЛД(1,1,-1), M 2(2,-l,3).

1.21. и = zy2 -2 x z  + z2, АД(3,1,-1), M 2(-  2,1,4).

1.22. и = х - 2 у  + ДД Л Д (-4 ,-5 ,0), M 2 (2,3,4).

1.23. 2/ = (x2 + y 2 + z2)5, ЛД(1,2-1), M 2(0-1,3).

31



1.24. и = -  + — -  —, М , ( - 1,1,1), М 2(2,3,4).
У z X

1.25. и = х3 + ху2 - 6 x y z , М :(-  1ДД), М 2(2,3,4).

1.26. м = (дг-,y)z , Afi(l,5,0), М 2(3 ,7-2).
1.27. и = ху - 3xyz , ХД (2 ,2 -4 ), М 2(1,0,-3).

1.28. M = Jt2 + / + z 2 -2.xyz, M ^ l-1 ,2 ) , M 2(5,-l,4).

1.29. + yex - z 2 , М Д О Д ), М 2(4,1,3).

1.30. м = ln(x2 + у 2 + z 2), (-1,2,1), М 2(3,1,-1).
2. Даны векторное поле Р  = Xi + YJ + ZJc и плоскость р \  Ax + By + Cz + D = 0, 

которая совместно с координатными плоскостями образует пирамиду V . 
Пусть с  -  основание пирамиды, принадлежащее плоскости р ;  Я -  контур, 
ограничивающий сг, П -  нормаль к сг, направленная вне пирамиды V . Тре
буется вычислить: 1) поток векторного поля Р через поверхность сг в на
правлении нормали Я; 2) циркуляцию векторного поля Р по замкнутому 
контуру Я непосредственно и применив теорему Стокса к контуру Я и ог
раниченной им поверхностью сг с нормалью Я; 3) поток векторного поля Р 
через полную поверхность пирамиды V в направлении внешней нормали к 
ее поверхности непосредственно и применив теорему Гаусса-

Номер
варианта

X Y Z А В С D

2.1. х + Ъу x - 4 y  + 2z Зх + у + 2z 4 2 -1 1
2.2. x + y  + z 6 х - 9  y  + z х + 3 у -6 5 2 5
2.3. - х  + 5у 1 х - \ 5 у  + 2z x + y  + z 7 9 -6 9
2.4. y  + 5z x - z - х  + 5у 2 8 3 8
2.5. х + 6 у - х + 6 y - z y  + 5z 3 -7 5 7
2.6. - 9  х + z \ 5 y - 4 z х + 6 у -4 3 5 3
2.7. х + 3 z 2 х - у - z - 9  х + z 1 9 -9 2
2.8. 2х + 6 у y  + 5z х + 3 z 5 -5 2 1
2.9. - 5 х  + 3 z х + 6 у 2х + 6 у 8 6 -5 6
2.10. х - 2 y + z - 9  х + z - 5 х  + 3 z -9 4 4 5
2.11. - 6  х + Z х + 3 z х - 2 y + z 3 9 -1 8

2.12. Зх + у + 2z 2х + 6 у — 6х + Z -2 2 2 9
2.13. - 5 х  + 2 z - 5 х  + 3 z y  + 5z 1 4 - 8 5
2.14. - 4 х - 2  y  + z х - 2 y + z х + 6 у 8 8 -1 1
2.15. х - 6  Z — 6х + Z - 9  х + z 6 5 -1 2
2.16. y - 4 z Зх + у + 2z х + 3 z 9 6 -1 6
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Номер
варианта

X Y Z A В С D

2.17. 5х + у + 4z х + 3 у 2x + 6y 7 3 -1 3
2.18. - 4 x  + 15j; x + y  + z - 5 x  + 3z -3 -2 2 9
2.19. 3 x - 5 z - x  + 5y 6 x - 9 y  + z 2 6 -1 3
2.20. 12x-4j ; y  + 5z l x - \ 5 y  + 2z -4 5 3 5
2.21. x - y  + z x + 6y x - z 3 4 -7 3
2.22. 1 x + z - 9  x + z — x + 6y — z 6 2 -1 5
2.23. x + 2 y - 5 z x + 3 z 1 5 y - 4 z 8 9 -1 9
2.24. x - 4 y  + 2z 2x + 6y 2 x - y - z 7 5 -1 7
2.25. 6 x - 9 y  + z - 5 x  + 3z y  + 5z -1 2 3 5
2.26. l x - \ 5 y  + 2z x - 2 y + z x + 6 у 5 7 -9 6
2.27. x - z -  6 x + z - 9  x + z 9 3 -2 2
2.28. — x + 6y — z Зх + у + 2z x + 3z 4 6 -6 1
2.29. 1 5 y - 4 z \ 2 x - 4 y 2x + 6y 3 9 -4 8
2.30. 2 x - y - z x - y  + z х + 3 у -5 -2 1 4

3. Проверить, является ли векторное поле Р = Xi + YJ + ZJc потенциальным и 
соленоидальным. В случае потенциальности поля Р  найти его потенциал.

Номер
варианта

X Y Z

3.1. 6x + 7 yz 6 у  + 7 xz 6 z + 7 xy
3.2. 8x -  5_yz %y -  5xz 8 z -  5xj^
3.3. 10x-3j^z 10j^-3xz 10z-3xj^
3.4. 12 x + yz 12_y + xz 12z + xy
3.5. 4x -  7 yz 4_y-7xz 4 z -  7 xy
3.6. x + 2 yz у  + 2xz z + 2 xy
3.7. 5x + 4 yz 5y + 4xz 5z + 4x_y
3.8. 7 x - 2  yz 7 y - 2 x z 7 z - 2 x y
3.9. 3 x -  yz 3 y - x z 3 z - x y
3.10. 9x + 5yz 9 у  + 5 xz 9 z + 5xj^
3.11. 5x -  3 yz 5_y-3xz 5z-3x_y
3.12. 2 x + yz 2 y  + xz 2 z + xy
3.13. - x  + yz -  у +  XZ -  z + xy
3.14. 7 x -  yz 7 y - x z 7 z - x y
3.15. 3x + 5 yz 3 у  + 5 xz 3 z + 5x_y
3.16. -  2 x + yz -  2 y  + xz -  2 z + xy
3.17. 6x + yz 6y + xz 6z + xy
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Номер
варианта

X Y Z

3.18. 7 х - 3  yz 7 у  -  3xz 7 z - 3 x y
3.19. \2x-\-2yz 12_y + 3xz \2z  + 3xy
3.20.

001к 4 у  -  8 xz 4z -  Sxy
3.21. 15х + 2 yz 15_y + 2xz \5z  + 2xy
3.22. x + l y z y  + lxz z + 7xy
3.23. 5x + 14_yz 5y + 14xz 5z + \4xy
3.24. 1 7 х - 2  yz 1 7 y -2 x z \ 7 z - 2 x y
3.25. Зх -  6yz 3y -  6 xz 3 z -  6xy
3.26. 9x + \5yz 9y + \5xz 9z + \5xy
3.27. 5 x - \ 3 y z 5 y - \ 3 x z 5 z - \3 x y
3.28. - 2 x  + 3 yz - 2  y  + 3 xz - 2  z + 3 xy
3.29. - x  + 8yz -  у  + 8 xz -  z + 8xy
3.30. Ix -  6yz 7 у  -  6 xz 7 z -  6xy
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