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I .  ПРИМЕНЕНИЯ ПРОИЗВОДНОЙ

Основой использования производной является ее определение как 
предела отношения приращения функции А у  к приращению аргумента 
Д Х  при стремлении Д х  к нулю.

Вычисление скоростей и ускорений
в

I . I .  Найти скорость и ускорение точки в любой момент времени, 
если ее положение на прямой изменяется по закону:x=lti/tutt+ccesut *) 
а также наибольшее значение перемещения и скорости.

Указания к решению: по определению, скорость есть производная 
перемещения по времени:**^5 зс' (t )  -£-(t).
Ускорение же представляет собой скорость изменения скорости: 
а-тУ- х. . Дифференцируя закон движения, получаем:

D '( t ]=  bu> coswt — cco sin-cot,
d (t) = - bu)ZSiniot -  сюг Cosoot = - w 2 x (t )

Далее, в те моменты времени, когда перемещение точки достигает 
наибольшего или наименьшего значения, скорость движения должна 
обратиться в нуль; таким образом:

^Здесь и далее через А ,Ь ,С ,к , К обозначаются
различные постоянные величины.

^Обозначение X  , введенное И.Ньютоном, часто употребля
ется в механике.
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Аналогично VMAKC-<*> V b +c.z . Заметим еще, что для нахожде
ния компонент вектора скорости точки, движущейся по плоскости или 
в пространстве, следует продифференцировать по времени перемеще
ния вдоль соответствующих координатных осей.

Задания для самостоятельной работы
1.2. По известным зависимостям от времени координат точки 

вычислить векторы и модули скорости и ускорения:
а) х  = R (t- S in t), у  = R {i-coS t  ) - циклоида - траектория точ

ки обода колеса радиуса Я  , равномерно катящегося по оси Ох. %
t  - угол поворота, 0 ^ t^ 2 JT  ;

б) х  = bceibt  , у = Ь%in? t  - астроида ;
в) x = Rcoso>t , у.- R Ыг- uot, Z - n t  - винтовая линия.
1.3. Перемещения точек по плоскости заданы в полярных коорди

натах соотношениями:
а) X = К , i f s w t  _ спираль Архимеда;
б) х  - R ( j-cos у - кардиоида.
Определить горизонтальные и вертикальные составляющие око - 

ростей и ускорений.
Перейти к декартовым координатам: , Q-XUntf,
1.4.*) Самолет противника летит с постоянной скоростью То по 

горизонтальной прямой, проходящей над пусковой установкой ПВО на 
высоте Н . Система наведения управляет ракетой так, чтобы она 
всегда находилась в одной вертикальной плоскости с самолетом, а 
вектор ее скорости, модуль которой постоянен и равен , был 
направлен прямо на цель. Найти компоненты скорости и ускорения, а 
также радиус кривизны траектории ракеты в тот момент, когда она 
находится на высоте k , а расстояние до цели по горизонтали 
равно Ь

.Л»
Производная как скорость изменения
1.5. При взвешивании частей неоднородного стержня оказалось, 

что отрезок [£?,х] имеет массу т  (х ) - 2ххЪ  tn it+ k x ) .  Найти 
линейную плотность материала стержня в точке £  = 0,5.

■ Указания к решению. Линейная плотность в точке х  опреде
ляется как предел отношения массы отрезка [х .х+ д хЗ Е & х  при 
стремлении Д х  к нулю, т.е. р (х )  ~ т '  (х).

°и е г :  J | x . a i * ( 2 r+a/l'i+Hx)) = б"

®) Звездочкой помечены задания повышенной трудности.
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Задания для самостоятельной работы
1.6. Зависимость атмосферного давления от высоты описывается 

формулой р - ро е ' с'к' и на высоте А* = 16Qp м равно полови
не давления ро = 760 ни рт.ст. на уровне моря. Определить ско
рость изменения давления относительно высота при А- = I  км.

I . ? .  Полная внутренняя энергия тела U  связана с темпера
турой Т соотношением : 'Ц - « - Т 3 ( Ь Т г )~1 . Выяснить, как 
зависит от температуры теплоёмкость тела С (Т) , если о. =
= 5 Дм/град"3; b = Ю "4 град-2.

Теплоёмкость тела определяется как отношение бесконечно ма
лого приращения внутренней энергии к бесконечно малому прира - 
щению температуры: С (T'J - Z l'fT ).

1.8. Заряд, протекший к моменту времени t  через участок 
электрической цепи с сопротивлением R = 5 Ом, равен Q (t )~  
-Zi-tZiln I t .  Найти мгновенные значения силы тока T ( t )  в цепи 
и выделяемой мощности W ( t )  . _ 2

Сиа тока ; выделяемая мощность W = I  R.
1.9. Температура точек плоской пластины задается в декарто - 

вой системе координат формулой Т= 21 Ch. (-/+x2-f-2̂ 2_+ Ъ%г) 
Определить направление и величину теплового потока % в точке 
ЬА (3 ; 2; I ) , если коэффициент теплопроводности X  = 0,01 
Вт/см град.

X  - - A tytoA I, где ^ ta4  > - градиент температуры, т.е. 
вектор частных производных (7>Т/'дос,'ЪТ/д у-, 'дТ/’дг ),указываю - 
щий направление и величину самого быстрого изменения величины
Т  (%.,&, 2) .

1.10. В условиях предыдущей задачи датчик температуры пере
мещается по параболе: x - a t  - b t г, Z ^ O  , где а  = I  см/с;

Ь - I  см/с2.- Определить величину производной dT/d t  показа
ний датчика в момент времени t  = 5 с.

Можно подставить в формулу дня Т  значения x(t),^(i),Z.(t) 
или же воспользоваться фоомулой полней производной:

Я -  2 1 + 2 1 .< (х + 2 1 .!&  + 1 1 . ‘&
J i  ~ 9 t  У х  d t  J t  Ж  d t

1 .11. Потенциал электрического поля точечного заряда в  ра
вен (f - f  ( х , )-е/{х*~+ у *+2 ,̂ Найти вектор напряженности 
поля.

Напряженноеть поля, т .е . сила, действующая на пробный еди
ничный заряд, помещенный в данную точку пространства, вычисляет-
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ся по формуле В ~ ‘jft'&d */ . Разность потенциалов 
при этом представляет собой работу поля по перемещению из в 

единичного заряда. Эта работа для электростатического и 
других потенциальных полей не зависит от формы пути.

Нахождение наибольших и наименьших значений
1.12. При каком отношении высоты И цилиндрического бака 

к его радиусу R отношение квадрата его объема к кубу полной 
поверхности будет наибольшим?

Указания к решению. Пусть , где х - искомое отно
шение. По известным формулам стереометрии находим 11-Ш гИ^71Яъх,

= 27ГКг {-1+х) ■, V y S ^ ^  = /?■*) =
= х.г/ (8 л  ( i+ x f )

Чтобы определить максимум /  , приравниваем нулю {'(*-) или, дей
ствуя более удобным для вычислений способом, записываем цепочку 
соотношений:
/ У х )  = 0<i=t = 0 <?■=?> (th £(*■)) ' = О <Н>

(Z / z .)  -  3 / (l- r х )  = О -Х-2 =?>

'i/5 чуг

Задания для самостоятельной работы
Г .13. Расходы на полетное обслуживание определенного типа 

самолета (без учета стоимости топлива) составляет /? (рублей 
в час). Стоимость топлива, расходуемого за час полета, пропорцио
нальна квадрату скорости V  (коэффициент пропорциональности 
равен В р.ч2/км^). Определить экономически наивыгоднейшую 
скорость и минимально возиокяые общие расходы F Mm на I  км 
полета.

1.14. Две (положительные по физическому смыслу) величины 
связаны соотношением, х  ,1 у  — 3-х и.. Найти наибольшие возмоа- 
ные значения X  и ^  .

Непосредственно продифференцировать неявное соотношение меж
ду х  и .

1 .15. Температура точек треугольной пластины: x?Q,y}Q, i  
2 6 дается функцией / = 'х-1 & (Ц -х -у ).  Определить наибольшее

и наименьшее значения температуры и указать точки, в которых эти 
значения достигаются.



Во внутренней точке максимума или минимума должно выполняться 
ЪТ/дх.-'дТ/'ду » О. Граничные точки области надо исследовать от
дельно.

I . I6 . *  При исследовании зависимости между физическими величи
нами х, у. оказалось, что значениям первой величины
соответствуют значения fa,. ■., второй. Как нужно вы#рать чис
ла а. и Ь , что зависимость y-dx -hb '  наилучвмм образом
приближалась к результатам экспериментов в том смысле, что величи
на ^  (у*- « г , -  +(уЛ'йХп Ь )г принимает наименьшее значение?

Приравнять 0 производные /  по а и Ь . Описанный в 
задаче "метод наименьших квадратов" широко используется для под
бора ниилучших коэффициентов в эмпирических формулах, причем не 
только в случае, когда искомая зависимость является линейной.

2. ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ИНТЕГРАЛОВ

Важная роль, которую играет определенный интеграл вразличных 
задачах геометрии, механики и физики, связана с тем, что он 

является пределом сумм произведений длин отрезков разбиения на зна
чения функции в точках этих отрезков при бесконечном измельчении 
разбиения, т.е. при условии Макс | Д Xj, 1 —1» 0.

Вычисление площадей и длин
2.1. Масса I  см2 листа бумаги дс = 10 мт. Найти массу выре

занной из этой бумаги фигуры, ограниченной параболами у = х.‘ 
^•=-18- х 2- ( х, у - измерены в см).

Указания к решению. Сначала находим пределы изменения пере - 
менной X  , приравнивая значения у  в уравнениях верхней и ниж
ней частей границы: Хг -'0>-хг^ >  х-±Ъ.  Масса бумажной фигуры 
равна произведении поверхностной плотности листа /U, на ее пло
щадь, которая s свою очередь вычисляется с помощью интеграла:

5 ^ ]  { ( и - ^ - y x 2)c ix  = ( И х  - |  х 3)  5 - 7  Z 
•з-3

Ответ: М = 720 мг.

Задания для самостоятельной работы

2.2. Скорость движения тела пропорциональна квадрату времени, 
в момент X = 2 с (от начала движения) равна 24- м/с. За какое 
время тело пройдет 2000 м?
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2.3. Вычислить путь, проходимый в пространстве точкой обода 
колеса радиуса R за один его поворот.

Воспользоваться уравнением циклоиды из задачи 1 .2 ,а.
2.4. Замкнутый маршрут самолета описывается уравнением кар-

диоды (см .1 ,3 ,б ). Найти полную длину маршрута и величину площади, 
захватываемой им.

Объемы тел и площади поверхностей вращения
2.5. Вычислить массу жидкого водорода (плотность f  = 0,1г/см3) 

вмещающегося в бак, который представляет собой эллипсоид вращения:

(x ‘2+-y2)/z2!$\- а 9- 41 , 
если большая полуось «- = 2 м, а малая t  = I  м.

Указания к решению. Масса однородного тела равна произведению 
его плотности на объем: М -fV'. Для вычисления V рассматри - 
ваем семейство горизонтальных плоскостей it-  coy#t , которые пе
ресекают бак по кругам радиуса ъ(г)~  и, следователь

но, площадь сечеиия § (i)~  К%г(г) = 71 ( { -/Ь Уд. *)) УрОБНИ Z-t А-
соответствуат верхней и нижней точкам бака. Далее находим:
у  4  *  л- е  Z %  Д -  1 7Гa. ё3'

-Ck- - л-

Ответ: М * j f f ' f a j '1 = 837,6 кг.

Задания для самое то ятедьной работы
2 .6 .* В условиях предыдущей задачи определить, при какой тол

щине JO стенки бака ее масса не будет превышать 5% массы 
вмещаемого топлива. Плотность материала стенки = 2,7 г/ем®.

> 2»7» Найти массу стальной детали (плотность р = 7,8 г/см ) ,  
пять граней которой являются плоскостями: тс = О, ^  = О, у  = О, 
я  = 4, jp = 5, а шестая описывается уравнением z - I  + ха  . Все 
переменные »г , у  , г  .измерены в сантиметрах.

Центры тяжести, энергия, работа, сила
2,8. Бак (см. 2,5) заполнен жидким водородом наполовину. Най

ти потенциальную энергию топлива относительно самой- нижней точки 
бака, Выяснить, где расположен центр тяжести содержимого бака.

Указания к решению» Потенциальная энергия тонкого горизонталь
ного сдоя топлива, заключенного между уровнями % и , при
ближенно равна д К  Д Х . Относительная погрешность



этой формулы стремится к нулю вместе с Д2. . Представляя полость 
бака в виде совокупности слоев указанного вида, после предельного 
перехода при мак с \Ai^\-*0, будем иметь

bZ ~  jc/z jTp<j. a z ^  F

Центр тяжести, по соображениям симметрии находится на оси враще - 
ния, т.е. х с ~ ® 0. Координату Х с  находим из соотношения
V -  М9(2с+Л) /2. , где М  - масса полного бака (см. решение 
задания 2 .5),

Ответ: Zc ~ ~ -J Л- = - 0.7^лг

Задания для самостоятельной работы

2.9. Найти положение центра тяжести детали из задания 2.7.
2.10. Найти полную силу давления, оказываемую топливом на 

стенку бака, списанного в задаче 2.8.
2 .11. Бак с топливом из предыдущей задачи приведен во враще

ние вокруг оси 02  . Подсчитать момент инерции топлива и опреде
лить, при какой угловой скорости вращения полная кинетическая энер
гия ( V  частиц жидкости будет равна их полной потенциальной^) 
энергии в поле тяжести относительно уровня Z - ~сс .

2.12. В самой нижней части ба^а (см. 2.8) сделано малое от-рверстие площади с? = I  мм . Найти, за какое время топливо пол
ностью Вытечет из бака.

Скорость истечения жидкости согласно формуле Торричелли рав
на V'®"V2^.K- > где к- - высота столба жидкости над отверс -• 
тием, §• = 9,8 м/с2.

2.13. Подсчитать работу, которую необходимо затратить на 
сжатие некоторого количества газа от объема У о = 0,1 м3 до

\JL= 0,03 н3, если начальное давление равно Ю 5 Па, а процесс 
перехода (адиабатический) описывается уравнением Пуассона
PV COnit,

При переходе газа при постоянном давлении Р  от объема V
к V+А V  совершаемая им работа Д А ~ Р& V.

2.14. Сила Р  , возвращающая пружину в положение равновесия, 
равна Кх. -г где К = 5 - жесткость пружины при малых де
формациях, Н/см; 1> = 0,2 - коэффициент, учитывающий нелинейные
свойства, й/см3;, X  - смещение от равновесия, ом. Подсчитать,ка
кую работу нужно совершить для растяжения ка величин^ I  = 20 ом 
первоначально нерастянутой пружины.
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2.15. Сопротивление участка электрической цепи R =60 Ом, 
а напряжение в сети равномерно убывает от У 0 = 220 В в началь
ный момент до 0 при Т  = I  ч. Сколько тепла выделится на рас
сматриваемом участке?

О т в е т ы :

1.1а.). ггх = } Vy -  ЯНл- t   ̂ \тг/= ZRjbin— ],

1.2 Г). v ^ -ъб iU t  т Ч ,  и~у = ъ4ЫлЧext,\7\-~Ъ&!ып |, 

«-* = ЪЯeat (JL-Ъ 4у= Ъ4ън*(*-Ъя*Ч ).
1.$10). V *.=  ■'Rto К\H *ot ,  V-y = RuO C trito tj / - f /  = w/?^

<L^~R.tozc*iwt> а-2^-Ци)гк„и>±, \oL}-udzR.
У.З 0.). V~x_- K.<4)(cebU)-t-tu> Яи a>-b)j Vy z. Ku)(fribii)t-ttu)coiti)t\

ап~-кшг(ЯШи)±-Ц(0 ML0t), ct̂  ~ К со г(Хал и t~ tu) a„ wt) 
14. V-y-гг, b in&} 0 = ал-dy ((H-'k ■ )/#),

P = - ir 0(,Я - А )/ ( /*-// ’U-k)1J , R - v± ■//&/,

I a. J — v~i I&/ , А.*.- /а. I -Si* & ; cî  - - IЯГ/ см В .

1.6. A Z = -  P° U 4 . f l  ) h/k* ~ - n » f MM.pr.cr. 
dk Ax. % J  ' at
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