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Тема 1. Элементы теории множеств

Пусть дано некоторое семейство множеств Aβ, где
β ∈ B, B – некоторое множество.

Определение. Объединением множеств семейства Aβ

(β ∈ B) называют множество, каждый элемент которого
принадлежит хотя бы одному множеству этого семейства
и пишут

∪
β∈B

Aβ.

В частности, объединением двух множеств A и B назы-
вают множество, каждый элемент которого принадлежит
хотя бы одному из множеств A и B и пишут A ∪B.

Определение. Пересечением множеств семейства Aβ

(β ∈ B) называют множество, каждый элемент которого
принадлежит всем множествам этого семейства и пишут∩
β∈B

Aβ.

В частности, пересечением двух множеств A и B назы-
вают множество, каждый элемент которого принадлежит
и множеству A и множеству B и пишут A ∩B.

Определение. Разностью множеств A и B называют
множество, каждый элемент которого принадлежит мно-
жеству A, но не принадлежит множеству B и пишут A\B.

Определение. Если множество A ⊂ B, то разность
множеств B и A называют дополнением к множеству A во
множестве B и пишут CBA.

Дополнение к множеству A в универсальном множестве
принято обозначать CA.

Определение. Декартовым произведением множества
A на множество B называют множество всевозможных
пар (a; b), в которых a ∈ A, а b ∈ B, пишут при этом
A×B.

Определение. Симметрической разностью множеств
A и B называют множество, каждый элемент которого
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принадлежит либо разности множеств A\B, либо B\A и
пишут A∆B. Имеет место равенство A∆B = (A\B)∪(B\A).

Алгоритм доказательства равенства двух
множеств

1. Показываем, что множество из левой части доказы-
ваемого равенства вложено во множество из правой части
доказываемого равенства.

2. Показываем, что множество из правой части доказы-
ваемого равенства вложено во множество из левой части
доказываемого равенства.

3. Делаем вывод о том, что множества из левой и правой
частей доказываемого равенства совпадают.

Пример 1. Для произвольных множеств A и B дока-
зать равенство

A∆B = (A ∩ CB) ∪ (B ∩ CA);

здесь CA и CB – дополнение соответственно множеств A
и B в универсальном множестве.

Р е ш е н и е

Покажем сначала, что левая часть доказываемого ра-
венства вложена в правую часть, то есть покажем выпол-
нение вложения

A∆B ⊂ (A ∩ CB) ∪ (B ∩ CA).

Возьмем произвольный элемент x из левой части дока-
зываемого равенства, то есть x ∈ A∆B. В силу определе-
ния симметрической разности, это значит, что
x ∈ (A\B) ∪ (B\A). Далее возможны случаи:

a) x ∈ A\B ⇒ x ∈ A, x /∈ B ⇒ x ∈ A, x ∈ CB ⇒
⇒ x ∈ A ∩ CB ⇒ x ∈ (A ∩ CB) ∪ (B ∩ CA), то есть x
принадлежит правой части доказываемого равенства;
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b) x ∈ B\A ⇒ x ∈ B, x /∈ A ⇒ x ∈ B, x ∈ CA ⇒
⇒ x ∈ B ∩ CA ⇒ x ∈ (A ∩ CB) ∪ (B ∩ CA), то есть x
принадлежит правой части доказываемого равенства.

Следовательно, левая часть доказываемого равенства
вложена в правую часть доказываемого равенства.

Теперь покажем, что правая часть доказываемого ра-
венства вложена в левую часть, то есть покажем выпол-
нение вложения

(A ∩ CB) ∪ (B ∩ CA) ⊂ A∆B.

Возьмем произвольный элемент x из правой части до-
казываемого равенства, то есть x ∈ (A ∩ CB) ∪ (B ∩ CA).
В силу определения операции объединения двух множеств
возможны следующие случаи:

a) x ∈ A∩CB ⇒ x ∈ A, x ∈ CB ⇒ x ∈ A, x /∈ B ⇒
⇒ x ∈ A\B ⇒ x ∈ (A\B)∪(B\A), то есть x принадлежит
левой части доказываемого равенства;

b) x ∈ B ∩ A ⇒ x ∈ B, x ∈ CA ⇒ x ∈ B, x /∈ A ⇒
⇒ x ∈ B\A ⇒ x ∈ (A\B)∪(B\A), то есть x принадлежит
левой части доказываемого равенства.

Следовательно, правая часть доказываемого равенства
вложена в левую часть доказываемого равенства.

Таким образом, равенство доказано.
Пример 2. Доказать, что для любых множеств A,B,D

справедливо равенство

(A ∩B)×D = (A×D) ∩ (B ×D).

Р е ш е н и е

Покажем сначала, что левая часть доказываемого ра-
венства вложена в правую часть , то есть докажем выпол-
нение вложения:

(A ∩B)×D ⊂ (A×D) ∩ (B ×D).
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Возьмем произвольный элемент x, принадлежащий ле-
вой части доказываемого равенства: x ∈ (A∩B)×D. В силу
определения декартова произведения двух множеств, это
значит, что этот элемент x представим в виде пары (α, β),
то есть x = (α, β) : α ∈ A ∩B; β ∈ D ⇒ α ∈ A,α ∈ B,
β ∈ D ⇒ (α, β) ∈ A × D, (α, β) ∈ B × D ⇒ x =
= (α, β) ∈ (A×D)∩ (B ×D), то есть элемент x принадле-
жит правой части доказываемого равенства.

Следовательно, левая часть доказываемого равенства
вложена в правую часть.

Покажем теперь, что правая часть доказываемого ра-
венства вложена в левую часть, то есть покажем выпол-
нение вложения:

(A×D) ∩ (B ×D) ⊂ (A ∩B)×D.

Возьмем произвольный элемент x, принадлежащий пра-
вой части доказываемого равенства: x ∈ (A×D)∩(B×D).
В силу определения операции пересечения двух множеств,
это значит, что x ∈ A × D, x ∈ B × D ⇒ x = (α, β) :
α ∈ A, α ∈ B, β ∈ D ⇒ α ∈ A ∩ B, β ∈ D ⇒ x =
= (α, β) ∈ (A ∩ B) × D, то есть элемент x принадлежит
левой части доказываемого равенства.

Следовательно, правая часть доказываемого равенства
вложена в левую часть.

Таким образом, равенство доказано.

Задачи

1. Доказать, что для любых множеств A,B,C справед-
ливы равенства:

a) (A ∪B) ∩ (A ∪ C) = A ∪ (B ∩ C);
b) (A ∩B) ∪ (A ∩ C) = A ∩ (B ∪ C);
c) (A\C)(B\C) = (A\B)\C;
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d) (A\B) ∪ (B\C) ∪ (C\A) ∪ (A ∩B ∩ C) = A ∪B ∪ C;
e) A∆B = (A ∪B)\(A ∩B);
f) A∆B = (A∩CB)∪ (B ∩CA); здесь CB,CA – допол-

нения множеств B и A соответственно в универсальном
множестве;

g) A∆(B∆C) = (A∆B)∆C;
k) A ∩ (B∆C) = (A ∩B)∆(A ∩ C);
l) C(A\B) = CA ∪ B; здесь C(A\B), CA – дополнения

соответственно множеств A\B и A в универсальном мно-
жестве;

m) C[C(CA ∪B) ∪ (A ∪ CB)] = B\A;
n) (A ∩B) ∪ (A ∩ CB) ∪ (CA ∩B) = A ∪B;
o) A× (B ∪ C) = (A×B) ∪ (A× C);
p) (B ∪ C)× A = (B × A) ∪ (C × A);
s) A× (B ∩ C) = (A×B) ∩ (A× C);
t) (B ∩ C)× A = (B × A) ∩ (C × A).

2. Справедливы ли для любых множеств A,B,C,D ра-
венства:

a) (A×B) ∩ (C ×D) = (A ∩ C)× (B ∩D);
b) (A×B) ∪ (C ×D) = (A ∪ C)× (B ∪D)?

Тема 2. Метод математической индукции

Для доказательства многих утверждений в математи-
ке часто используют метод полной математической индук-
ции, который состоит из трех частей.

Часть первая называется базой индукции и состоит в
проверке истинности данного утверждения для начально-
го значения n (например, для n = 1, если требуется дока-
зать истинность данного утверждения для всех натураль-
ных n.)

Вторая часть называется предположением индукции
и состоит в предположении справедливости данного утвер-
ждения для n = k.
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Третья часть состоит в доказательстве истинности дан-
ного утверждения для n = k + 1.

Рассмотрим примеры задач, при решении которых при-
меняется метод математической индукции.

Пример 1. Доказать методом математической индук-
ции равенство

1

1 · 4
+

1

4 · 7
+

1

7 · 10
+ . . .+

1

(3n− 2)(3n+ 1)
=

n

3n+ 1
.

Р е ш е н и е

Проверим сначала истинность доказываемого утвержде-
ния для n = 1 :

1

1 · 4
=

1

4
– верно.

Предположим теперь, что доказываемое утверждение спра-
ведливо для n = k, то есть выполняется равенство

1

1 · 4
+

1

4 · 7
+

1

7 · 10
+ . . .+

1

(3k − 2)(3k + 1)
=

k

3k + 1
.

Покажем далее, что доказываемое утвержение справедли-
во для n = k + 1, то есть покажем выполение равенства

1

1 · 4
+

1

4 · 7
+

1

7 · 10
+ . . .+

1

(3k + 1)(3k + 4)
=

k + 1

3k + 4
.

Имеем
1

1 · 4
+

1

4 · 7
+

1

7 · 10
+ . . .+

1

(3k + 1)(3k + 4)
=

=
1

1 · 4
+

1

4 · 7
+

1

7 · 10
+ . . .+

+
1

(3k − 2)(3k + 1)
+

1

(3k + 1)(3k + 4)
=

k

3k + 1
+
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+
1

(3k + 1)(3k + 4)
=

k + 1

3k + 4
.

Утверждение доказано.
Пример 2. Доказать методом математической индук-

ции выполнение для всех допустимых значений x равен-
ства

cos
x

2
· cosx

4
· . . . · cos x

2n
=

sinx

2n · sin x
2n

.

Р е ш е н и е

Отметим сначала, что x ̸= 2nπn, где n – целое. Прове-
рим сначала истинность утверждения для n = 1 :

cos
x

2
=

sinx

2sinx
2

=
2sinx

2
cosx

2

2sinx
2

= cos
x

2
– верно.

Предположим теперь, что утверждение справедливо для
n = k, то есть предположим, что

cos
x

2
· cosx

4
· . . . · cos x

2k
=

sinx

2k · sin x
2k

.

И покажем, что доказываемое утверждение справедливо
для n = k + 1, то есть покажем, что

cos
x

2
· cosx

4
· . . . · cos x

2k+1
=

sinx

2k+1 · sin x
2k+1

.

Имеем

cos
x

2
· cosx

4
· . . . · cos x

2k+1
= cos

x

2
· cosx

4
· . . . · cos x

2k
· cos x

2k+1
=

=
sinx

2ksin x
2k

· cos x

2k+1
=

=
sinx · cos x

2k+1

2k+1sin x
2k+1 cos

x
2k+1

=
sinx

2k+1sin x
2k+1

.
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Утверждение доказано.
Пример 3. Доказать методом математической индук-

ции, что для всех натуральных n ≥ 2 выполняется нера-
венство

4n > 7n− 5.

Р е ш е н и е

Проверим сначала истинность утверждения для n = 2 :

16 > 14− 5 = 9 – верно.

Предположим теперь, что утверждение справедливо для
n = k, то есть предположим, что

4k > 7k − 5.

И покажем, что доказываемое утверждение справедливо
для n = k + 1, то есть , что

4k+1 > 7k + 2.

Имеем

4k+1 = 4k·4 > (7k−5)·4 = 28k−20 = (7k+2)+(28k−20−7k−2) =

= (7k + 2) + (22k − 22) > 7k + 2,

так как для любого k > 2 выполняется неравенство

22k − 22 > 0.

Утверждение доказано.
Пример 4. Доказать методом математической индук-

ции выполнение для всех натуральных n неравенства

1

2
· 3
4
· . . . · 2n− 1

2n
<

1√
2n+ 1

.
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Р е ш е н и е

Проверим сначала истинность утверждения для n = 1 :

1

2
<

1√
3

– верно.

Предположим теперь, что утверждение справедливо для
n = k, то есть предположим, что 1

2
· 3
4
· . . . · 2k−1

2k
< 1√

2k+1
.

И покажем, что доказываемое утверждение справедливо
для n = k + 1, то есть покажем, что

1

2
· 3
4
· . . . · 2k + 1

2k + 2
<

1√
2k + 3

.

Имеем

1

2
·3
4
·. . .·2k + 1

2k + 2
=

1

2
·3
4
·. . .·2k − 1

2k
·2k + 1

2k + 2
<

1√
2k + 1

·2k + 1

2k + 2
=

=

√
2k + 1

2k + 2
<

√
2k + 1√

(2k + 1)(2k + 3)
=

1√
2k + 3

,

так как (2k + 2)2 = 4k2 + 8k + 4 > 4k2 + 8k + 3 = (2k +
+ 1)(2k + 3), а это и означает, что

2k + 2 >
√

(2k + 1)(2k + 3).

Утверждение доказано.
Пример 5. Доказать методом математической индук-

ции выполнение для всех натуральных n ≥ 2 неравенства

1 +
1√
2
+

1√
3
+ ·+ 1√

n
>

√
n.

Р е ш е н и е
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Проверим сначала истинность утверждения для n = 2 :

1 +
1√
2
>

√
2 – верно.

Предположим теперь, что утверждение справедливо для
n = k, то есть предположим, что

1 +
1√
2
+

1√
3
+ . . .+

1√
k
>

√
k.

И покажем, что доказываемое утверждение справедливо
для n = k + 1, то есть покажем, что

1 +
1√
2
+

1√
3
+ . . .+

1√
k + 1

>
√
k + 1.

Имеем

1+
1√
2
+

1√
3
+. . .+

1√
k + 1

= 1+
1√
2
+

1√
3
+. . .+

1√
k
+

1√
k + 1

>

>
√
k +

1√
k + 1

=

√
k(k + 1) + 1√

k + 1
>

k + 1√
k + 1

=
√
k + 1,

так как
√

k(k + 1) =
√
k2 + k > k.

Утверждение доказано.
Пример 6. Доказать методом математической индук-

ции, что выражение 2n3 + 3n2 + 7n кратно 6 для любого
натурального n.

Р е ш е н и е

Проверим сначала истинность утверждения для n = 1 :

2 + 3 + 7 = 12
...6 – верно.

Предположим теперь, что утверждение справедливо для
n = k, то есть предположим, что 2k3 + 3k2 + 7k кратно 6.
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И покажем, что доказываемое утверждение справедливо
для n = k+ 1, то есть покажем, что 2(k+1)3 + 3(k+ 1)2 +
+ 7(k + 1) кратно 6.

Имеем

2(k+1)3+3(k+1)2+7(k+1) = 2k3+6k2+6k+2+3k2+6k+3+

+7k + 7 = (2k3 + 3k2 + 7k) + 6(k2 + 2k + 2).

Первое слагаемое получившегося выражения кратно 6 по
предположению индукции. Второе слагаемое кратно 6, так
как оно представлено в виде произведения 6 и некоторого
выражения.

Следовательно, 2(k+1)3+3(k+1)2+7(k+1) кратно 6.
Утверждение доказано.

Задачи

1. Доказать методом математической индукции, что при
любом натуральном n справедливы следующие утвержде-
ния:

a) n3 + 11n кратно 6;
b) 62n − 1 кратно 7;
c) 13n + 5 кратно 6;
d) 7n+2 + 82n+1 кратно 57;
e) 9 · 33n+1 − 8n+1 кратно 19;
f) 32n − 8n− 1 кратно 16;
g) 11n+2 + 122n+1 кратно 133;
k) n(2n2 − 3n+ 1) кратно 6;
l) 62n−2 + 3n+1 + 3n−1 кратно 11.

2. Доказать методом математической индукции, что при
каждом натуральном n выполняются равенства:

a) 12 + 22 + 32 + . . .+ n2 = n(n+1)(2n+1)
6

;

13



b) 13 + 23 + 33 + . . .+ n3 = n2(n+1)2

4
;

c) 1 · 4 + 2 · 7 + 3 · 10 + . . .+ n · (3n+ 1) = n(n+ 1)2;

d) 1 · 2 + 2 · 3 + 3 · 4 + . . .+ n · (n+ 1) = n(n+1)(n+2)
3

;

e) 1 · 22 + 2 · 32 + . . .+ (n− 1)n2 = n(n2−1)(3n+2)
12

;
f) 2 + 16 + 56 + . . .+ (3n− 2)2n = 10 + (3n− 5)2n+1;
g) 5 + 45 + 325 + . . .+ (4n+ 1)5n−1 = n · 5n;
k) 1

4·5 +
1
5·6 +

1
6·7 + . . .+ 1

(n+3)(n+4)
= n

4(n+4)
;

l) 1
1·3 +

1
3·5 +

1
5·7 + . . .+ 1

(2n−1)(2n+1)
= n

2n+1
;

m) 1
2
+ 2

22
+ 3

23
+ . . .+ n

2n
= 2− n+2

2n
;

n) 1
2
+ 4

22
+ 7

23
+ . . .+ 3n−2

2n
= 4− 3n+4

2n
;

o) 1
2
tg x

2
+ 1

4
tg x

4
+ . . . + 1

2n
tg x

2n
= 1

2n
ctg x

2n
− ctgx для всех

допустимых значений x;

p) sinx + sin2x + . . . + sinnx =
sinnx

2
sin

(n+1)x
2

sinx
2

для всех
допустимых значений x;

s) (a+ b)n =
n∑

i=0

Ci
na

n−ibi, где Ci
n = n!

i!(n−i)!
;

t) (f(x) ·g(x))(n) =
n∑

i=0

Ci
nf

(n−i)(x) ·g(i)(x) для бесконечно

дифференцируемых на промежутке ⟨a; b⟩ функций f(x) и
g(x).

3. Доказать методом математической индукции, что при
указанных n справедливы неравенства:

a) 2n > 2n+ 1, n ≥ 3;
b) 2n > 5n+ 1, n ≥ 5;
c) (1+x1)(1+x2) · . . . · (1+xn) ≥ 1+x1+ . . .+xn ∀ n ∈ N,

где x1, . . . , xn – числа одного знака, xi > −1 ∀ i = 1, n;
d) (2n)! < 22n · (n!)2 ∀ n ∈ N;
f) если 0 ≤ xp ≤ π ∀ p = 1,+∞, то |sin(

n∑
p=1

xp)| ≤
n∑

p=1

xp.
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Тема 3. Прогрессии. Суммирование

Арифметическая прогрессия.
Основные формулы

Определение. Арифметическая прогрессия – это чис-
ловая последовательность {an} такая, что для любого на-
турального n имеет место равенство

an+1 = an + d,

где a1, d – заданные числа. Данное число a1 называется
первым членом арифметической прогрессии, а данное чис-
ло d называется разностью арифметической прогрессии,
при этом справедливы следующие равенства:

an = a1 + d(n− 1);

Sn =
a1 + an

2
· n =

2a1 + d(n− 1)

2
· n;

ak =
ak−1 + ak+1

2
, k = 2, n− 1;

ak + am = an + ap, где k +m = n+ p.

Геометрическая прогрессия. Основные формулы
Определение. Геометрическая прогрессия – это чис-

ловая последовательность {bn} такая, что для любого на-
турального n имеет место равенство

bn+1 = bn · q,

где b1, q – заданные числа. Данное число b1 ̸= 0 называ-
ется первым членом геометрической прогрессии, а данное
число q ̸= 0 называется знаменателем геометрической про-
грессии, при этом справедливы следующие равенства:

bn = b1 q
(n−1);
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Sn =
b1 (1− qn)

1− q
, q ̸= 1;

Sn = nb1, q = 1;

bk
2 = bk−1 bk+1, k = 2, n− 1;

bkbm = bnbp, где k +m = n+ p.

Пример 1. Вычислите сумму
n∑

k=1

1
k(k+2)

.

Р е ш е н и е

Используя метод неопределенных коэффициентов, раз-
ложим дробь 1

(k+2)k
на простейшие дроби.

В результате получим

1

(k + 2)k
=

1

2k
− 1

2(k + 2)
=

1

2
(
1

k
− 1

k + 2
).

Поэтому исходная сумма примет вид

n∑
k=1

1

k(k + 2)
=

1

2

n∑
k=1

(
1

k
− 1

k + 2
) =

1

2
(1− 1

n+ 2
).

Пример 2. Вычислите сумму
n∑

k=1

coskx.

Р е ш е н и е

Для нахождения значения этой суммы нам понадобится
формула

sinα · cosβ =
1

2
(sin(α+ β) + sin(α− β)).
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Пусть Sn(x) =
n∑

k=1

coskx, умножим обе части нашего

равенства на 2sinx
2

и получим

2sin
x

2
Sn(x) =

n∑
k=1

2sin
x

2
coskx.

Так как

2sin
x

2
Sn(x) =

n∑
k=1

sin(
1

2
+ k)x+ sin(

1

2
− k)x

или

2sin
x

2
Sn(x) =

n∑
k=1

sin(k +
1

2
)x− sin(k − 1

2
)x,

то в результате имеем

2sin
x

2

n∑
k=1

coskx = sin(n+
1

2
)x− sin

x

2
.

Откуда

Sn =
sin(n+ 1

2
)x− sinx

2

2sinx
2

, x ̸= 2πm, m ∈ N.

Таким образом, задача решена.

Пример 3. Последовательность {xn} задана формулой
xn = 10xn−1 + 1. Выразите через x1, n : 1) xn; 2) Sn =

=
n∑

k=1

xk.

17



Р е ш е н и е

Так как

xk = 10xk−1 + 1, а xk−1 = 10xk−2 + 1,

то

xk − xk−1 = 10(xk−1 − xk−2) = 102(xk−2 − xk−3) = . . . =

= 10k−2(x2 − x1).

Поэтому
xk − xk−1 = 10k−2(x2 − x1).

Положим в последнем равенстве k = 2, 3, . . . , n и сло-
жим полученные выражения. В результате получим

n∑
k=2

(xk − xk−1) = (x2 − x1)
n∑

k=2

10k−2

или

xn − x1 = (x2 − x1)
10n−1 − 1

10− 1
= (9x1 + 1)

10n−1 − 1

9
.

Откуда

xn = x1 + (9x1 + 1)
10n−1 − 1

9
.

Теперь найдем выражение для Sn. Имеем:

Sn = x1 +
n∑

k=2

xk = x1 + 10
n∑

k=2

xk−1 + (n− 1),

Sn = x1 + 10(Sn − xn) + n− 1,

−9Sn = x1 − 10xn + n− 1,

−9Sn = x1 − 10(x1 + (9x1 + 1)
10n−1 − 1

9
) + n− 1.
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А из последнего равенства легко найти выражение для
Sn.

Таким образом, задача решена.

Задачи

1. Сумма трех чисел, образующих арифметическую про-
грессию, равна 2, а сумма квадратов этих же чисел равна
14
9
. Найдите эти числа.

2. Найдите четыре числа, образующих геометрическую
прогрессию, у которой второй член меньше первого на 35,
а третий больше четвертого на 560.

3. Найдите первый член и знаменатель геометрической
прогрессии, если известно, что a4 − a2 = −45

32
, a6 − a4 =

= − 45
512

.

4. В бесконечной геометрической прогрессии с положи-
тельными членами и со знаменателем |q| < 1 сумма трех
первых членов равна 10,5, а сумма прогрессии — 12. Най-
дите прогрессию.

5. Найдите четыре числа, первые три из которых со-
ставляют геометрическую, а последние три — арифмети-
ческую прогрессию. Сумма крайних чисел равна 21, а сум-
ма средних — 18.

6. Найдите сумму(
2 +

1

2

)2

+

(
4 +

1

4

)2

+ . . .

(
2n +

1

2n

)2

.

19



7. Покажите, что для всякой арифметической прогрес-
сии при любом n выполняется равенство S2n = Sn + 1

3
S3n

(Sk– сумма k-первых членов прогрессии).

8. Сумма трех чисел равна 11
18

, а сумма обратных им
чисел, составляющих арифметическую прогрессию, равна
18. Найдите эти числа.

9. Числа a1, . . . , an, an+1 образуют арифметическую
прогрессию. Докажите, что:

a)
1

a1a2
+

1

a2a3
+ . . .+

1

anan+1

=
n

a1an+1

;

b)

1
√
a1 +

√
a2

+
1

√
a2 +

√
a3

+. . .+
1

√
an−1 +

√
an

=
n− 1

√
a1 +

√
an

.

10. Докажите утверждение: для того, чтобы три числа

1

b+ c

1

c+ a
,

1

b+ a

составляли арифметическую прогрессию, необходимо и до-
статочно, чтобы числа a2, b2и c2 также составляли ариф-
метическую прогрессию.

11. Найдите сумму:
a) 1 + 2 ∗ 3 + 3 ∗ 7 + . . .+ n (2n − 1) ;
b) 1 ∗ 3 + 3 ∗ 9 + 5 ∗ 27 + . . .+ (2n− 1) ∗ 3n;
c) 1 + 11 + 111 + . . .+ 111 . . . 1︸ ︷︷ ︸

n единиц
;

d) 1
2
+ 3

22
+ 5

23
+ . . .+ 2n−1

2n
;
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e) 1 + 2x+ 3x2 + . . .+ nxn−1.

Если a1, a2, . . . , an – заданные числа, то выражение
n∑

k=1

ak =

= a1 + a2 + . . .+ an называется их суммой, а k – индексом
суммирования. Значение суммы не зависит от того, какой
буквой обозначить индекс суммирования. Двойная сумма

определяется как выражение
n∑

i=1

m∑
j=1

aij, содержит m ·n сла-

гаемых и не зависит от порядка суммирования.

12. Вычислите суммы:

a)
n∑

k=1

1
k(k+1)(k+2)

;

b)
n∑

k=1

1
(3k−2)(3k+2)

;

c)
n∑

k=1

1
(4k−3)(4k+1)

;

d)
n∑

k=1

1
(2k−1)(2k)(2k+1)(2k+2)

;

e)
n∑

k=1

1
k(k+1)(k+2)(k+3)

.

13. Найдите значение суммы

Sn = 12 + 22 + . . .+ n2.

Указание. Используя тождество (x + 1)3 − x3 = 3x2 +
+ 3x + 1 и полагая в нем последовательно x = 1, 2, . . . , n,
сложите полученные равенства.

14. Вычислите двойную сумму
n∑

i=1

n∑
j=1

aij, если:

a)

aij =

{
0, если i ̸= j,
1, если i = j;
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b) aij = j; c) aij = i+ j; d) aij = i− j; e) aij = |i− j|.

15. Докажите равенство, если {ak}, {bk}, k = 1, n – за-
данные числовые наборы, то

n∑
k=1

akbk =
n∑

k=1

(ak − ak+1Bk + anBn) ∀ n ∈ N,

где Bn =
n∑

j=1

bj. Это равенство называется преобразовани-

ем Абеля.

16. Вычислите сумму:

a)
n∑

k=1

sinkx;

b)
n∑

k=1

sin(2k − 1)x;

c)
n∑

k=1

cos(2k − 1)x;

d)
n∑

k=1

sin2kx;

e)
n∑

k=1

cos2kx;

f)
n∑

k=1

sin3kx;

g)
n∑

k=1

sin4kx.

17. Докажите, что для любых a, b ∈ R справедливы ра-
венства:

a) an+1 − bn+1 = (a− b)
n∑

k=0

bkan−k;

b) a2n+1 − b2n+1 = (a+ b)
2n∑
k=0

(−1)kbka2n−k.

22



18. Последовательность {xn} задана формулой :
a) xn = 2xn−1 − 4;
b) xn = axn−1 + b, a, b ∈ R;
c) xn = 7xn−1 − 12xn−2;
d) xn = −4xn−1 + 12xn−2.
Выразите через x1, n, a, b (для задачи 18c): 1) xn; 2) Sn =

=
n∑

k=1

xk.

Тема 4. Бином Ньютона

Формулой бинома Ньютона называют следующее выра-
жение:

(x+a)n = xn+C1
nax

n−1+C2
na

2xn−2+. . .+Cn−1
n an−1x+Cn

na
n;

(4.1)
здесь Ck

n (k = 0, n) – коэффициенты бинома Ньютона,числа
сочетаний из n элементов по k элементам, вычисляемые по
формуле

Ck
n =

n!

k!(n− k)!
. (4.2)

Отметим, что формула (4.1) может также быть записа-
на в таком виде:

(x+a)n = an+C1
na

n−1x+C2
na

n−2x2+ . . .+Cn−1
n axn−1+Cn

nx
n.

Перечислим далее основные свойства бинома Ньютона.
1. В разложении бинома Ньютона содержится на одно

слагаемое больше, чем показатель степени бинома.
2. Коэффициент k - го слагаемого в правой части фор-

мулы (4.1) равен Ck−1
n . При этом, если n – натуральное

число, то для любого k = 0, n коэффициент Ck
n – также

число натуральное.
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3. Общий член разложения в формуле (4.1) Tk+1 имеет
вид

Tk+1 = Ck
na

kxn−k. (4.3)

4. Сумма биномиальных коэффициентов слагаемых в
правой части равенства (4.1), стоящих на четных местах,
равна сумме биномиальных коэффициентов слагаемых в
правой части равенства (4.1), стоящих на нечетных ме-
стах.

Пример 1. Записать разложение выражения (
√
x+1)6.

Р е ш е н и е

Согласно формуле (4.1) имеем:

(
√
x+1)6 = (

√
x)6+C1

6(
√
x)5+C2

6(
√
x)4+C3

6(
√
x)3+C4

6(
√
x)2+

+C5
6

√
x+ C6

6 .

В силу равенства (4.2) для коэффициентов полученного
выражения выполняется:

C1
6 =

6!

1!(6− 1)!
=

6!

5!
= 6; C2

6 =
6!

2!(6− 2)!
=

6!

2!4!
= 15;

C3
6 =

6!

3!(6− 3)!
=

6!

3!3!
= 20;C4

6 =
6!

4!(6− 4)!
=

6!

2!4!
= 15;

C5
6 =

6!

5!(6− 5)!
= 6; C6

6 =
6!

6!0!
= 1.

Искомое разложение после этого примет вид

(
√
x+ 1)6 = x3 + 6x2

√
x+ 15x2 + 20x

√
x+ 15x+ 6

√
x+ 1.

Пример 2. Найти пятый член разложения ( 3
√
2−

√
2−1)n,

если последний член этого разложения равен ( 1

3 3√9
)log38.
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Р е ш е н и е

Отметим, что, в силу формулы (4.3), требуется найти член
разложения T5. По условию же дано, что член разложения
Tn = ( 1

3 3√9
)log38. В силу формулы (4.3),

Tk+1 = Ck
n(

3
√
2)k(−

√
2−1)n−k;

Tn = (−
√
2−1)n = (

1

3 3
√
9
)log38 > 0 ⇒ n – четное.

Следовательно,

2−
n
2 = (3−

5
3 )log38 ⇔ 2−

n
2 = 2−5.

Отсюда n = 10. Подставляя найденное n в формулу (4.3)
для T5, находим, что T5 = 210.

Пример 3. Найти сумму всех коэффициентов разло-
жения (3x+ 2y − 3)10.

Р е ш е н и е

Пусть (3x+ 2y− 3)10 = A1x
10y0 +A2x

9y+ . . .+A11y
10 +

+ A12, ∀ x, y, где A1, . . . , A12 – коэффициенты искомого
разложения. Положим x = 1, y = 1, тогда 210 = A1 +A2 +
+ . . .+ A12.

Таким образом, сумма всех коэффициентов в разложе-
нии данного выражения равна 210.

Задачи

1. Найти член разложения выражения ( 3

√
a√
b
+
√

b
3
√
a
)21,

содержащий a, b в одинаковых степенях.

2. Найти наименьшее значение n в разложении (x +
+ a)n, при котором отношение двух соседних коэффици-
ентов разложения равно 5 : 8.
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3. При каких значениях x третий член разложения ( 1
7√
x2
+

+ xlg
√
x)9 равен 36000?

4. Найти x, y, z, если известно, что второй, третий и чет-
вертый члены разложения (x + y)z равны соответственно
240, 720, 1080.

5. В разложении (x 3
√
x−

√
2)n найти член с x4, если ко-

эффициент третьего члена разложения равен 90.

6. Коэффициенты четвертого и шестого членов разло-
жения (1 + x)n+1 равны между собой. Найти n.

7. Определить x так, чтобы третий член разложения
(2

x
√
2−1 + 4

4−x√4
)6 равнялся 240.

8. Найти сумму коэффициентов разложения (2a− 5b+
+ 1)6.

Тема 5. Комплексные числа

Определение. Комплексным числом c называют вы-
ражение вида a+ ib (a, b – вещественные числа) и пишут

c = a+ ib; (5.1)

здесь символ ”i” – так называемая мнимая единица, опре-
деляется равенством i2 = −1.

Отметим, что вещественные числа a и b из равенства
(5.1) называют соответственно действительной и мнимой
частью комплексного числа c и обозначают так:

a = Re c, b = Im c.

Равенство (5.1) обычно называют алгебраической фор-
мой записи комплексного числа c.
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Числом, комплексно-сопряжённым к числу c = a + ib, 
называют комплексное число вида a − ib, обозначают c̄  и 
пишут

c̄ = a− ib.

Говорят, что комплексные числа c1 = a1+ ib1 и c2 = a2+
+ ib2 равны тогда и только тогда, когда a1 = a2, b1 = b2.

Изложим далее схему решения задач о приведении ком-
плексной величины к алгебраическому виду (5.1).

В случае, когда величина z имеет вид z = z1
z2

с ком-
плексными числами z1 и z2 такими, что z2 – комплексная
постоянная, приведение этой комплексной величины z к
алгебраической форме (5.1) состоит в преобразовании и
последующей группировке слагаемых, содержащих и не
содержащих мнимую единицу i. Следующий пример это
показывает.

Пример 1. Привести комплексную величину

z = (1 + i)2 − i5 + 17i3

к алгебраическому виду (5.1).

Р е ш е н и е

Преобразуем сначала комплексное число z, упростив
все степени.

Имеем:

z = 1+ 2i+ i2 − (i2)2 + 17i2 · i = 1+ 2i− 1− i− 17i = −16i.

Сравнивая последнее выражение с формулой (5.1), по-
лучаем, что Rez = 0, Imz = −16.

В случае, когда комплексная величина z имеет вид z =
= z1

z2
c комплексными z1 и z2 такими, что z2 ̸= 0, z2 ̸=

= 1, приведение этой комплексной величины к виду (5.1)

27



состоит в преобразовании дроби z1
z2

и избавлении в преоб-
разованном выражении от мнимой единицы i в знамена-
теле. Это достигается умножением знаменателя и числи-
теля преобразованной дроби на выражение, комплексно-
сопряжённое к выражению из знаменателя. Затем полу-
ченное выражение следует преобразовать, группируя сла-
гаемые с мнимой единицей i (мнимая часть исходного вы-
ражения) и без нее (действительная часть исходного вы-
ражения). Проиллюстрируем это следующим примером.

Пример 2. Привести к виду (5.1) комплексную вели-
чину z = (1+i)2

1−2i
.

Р е ш е н и е

Имеем:

z =
(1 + i)2

1− 2i
=

1 + 2i+ i2

1− 2i
=

1 + 2i− 1

1− 2i
=

2i

1− 2i
.

Избавимся теперь от мнимой единицы i в знаменателе
полученной дроби, умножив для этого знаменатель и чис-
литель этой дроби на выражение, комплексно-сопряжённое
к знаменателю. Имеем:

z =
2i(1 + 2i)

(1 + 2i)(1− 2i)
=

2i− 4

1 + 4
=

2i− 4

5
=

2

5
i− 4

5
.

Отсюда Rez = −4
5
, Imz = 2

5
.

Задачи

1. Привести следующие комплексные выражения к ал-
гебраическому виду (5.1):

a) (4 + 5i)(3− 2i);
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b) (0, 5− 3, 2i)(1, 5− 0, 8i);

c)
√
5−i√
5−2i

;

d)
√
3+4i

0,4−0,2i
;

e) (2− i)3(2 + 11i);

g) 2−3i
1+4i

+ i6;

h) 5+2i
2−5i

− 3−4i
4+3i

− 1
i
.

2. Определите, при каких действительных значениях
переменных x и y комплексные числа z1 = y2 − 7y + 9xi и
z2 = −12 + 20i+ x2i равны.

3. Определите, при каких действительных значениях
переменных x и y комплексные числа z1 = 8x2 − 20i9 и
z2 = 9x2 − 4 + 10yi3 являются сопряженными.

4. Найдите мнимую и действительную части следую-
щих комплексных выражений:

a) i17 + i18 + i19 + i20;

b) 2i(1
2
+

√
3
2
i)(−1

2
+

√
3
2
i);

c) 1+i
1−i

+ 1−i
1+i

;

d) 13+12i
6i−8

+ (1+2i)2

2+i
;

e) (1+2i)2−(1−i)3

(3+2i)3−(2+i)2
.

5. Запишите следующие комплексные числа z в алгеб-
раической форме:

a) z =
i(cos 5π

3
+isin 5π

3
)

cosπ
6
−isinπ

6
;
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b) z = 1
cos 4π

3
−isin 4π

3

;

c) z = i
(1+i)2

;

d) z =
(cosπ

3
−isinπ

3
)( 1

2
+i

√
3

2
)

i
;

e) z=(
√
3i+1
i−1

)6;

f) z = (1+i)3

1−i
;

g) z = (sin6π
5
+ i(1 + cos6π

5
))5;

h) z = (tg2− i)4.

Тема 6. Алгебраические уравнения

Определение 1. Многочленом относительно перемен-
ной x называется выражение вида

a0x
n + a1x

n−1 + . . .+ an−1x+ a0,

где n – целое положительное число, ai (i = 0, n) – некото-
рые числа, называемые коэффициентами многочлена.

Часто в задачах математического анализа требуется най-
ти частное от деления одного многочлена на другой. Это
можно сделать либо "делением углом"(этот способ изуча-
ется в школьном курсе "Алгебра и начала анализа"), ли-
бо методом "неопределенных коэффициентов". Продемон-
стрируем второй способ на примере.

Пример 1. Найти частное от деления многочлена P (x) =
= x3 +5x+6 на многочлен Q(x) = x+1 методом "неопре-
деленных коэффициентов".
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Р е ш е н и е

Так как P (x) имеет степень 3, а Q(x) имеет степень 1,
то частное T (x) будем искать в виде T (x) = ax2 + bx +
+ c. Коэффициенты a, b, c неизвестны и, чтобы их найти,
запишем равенство:

x3 + 5x+ 6 = (x+ 1)(ax2 + bx+ c).

Если многочлены равны, то равны их коэффициенты при
одинаковых степенях x. Получаем систему уравнений:

a = 1, a+ b = 0, c+ b = 5, c = 6.

Из системы уравнений находим a = 1, b = −1, c = 6.
В итоге

x3 + 5x+ 6 = (x+ 1)(x2 − x+ 6).

Определение 2. Уравнение вида a0x
n + a1x

n−1 + . . .+
+ an−1x+ an = 0, a0 ̸= 0, ai ∈ C (ai ∈ R), i = 0, n называ-
ется алгебраическим уравнением n-й степени.

Пример 2. Разложите данное выражение на элемен-
тарные дроби во множестве действительных чисел:

x3 + 7x+ 5

x2(x2 + 4)
.

Р е ш е н и е

Знаменатель дроби имеет простой корень x = 0 крат-
ности 2, поэтому искомое разложение имеет вид

x3 + 7x+ 5

x2(x2 + 4)
=

A

x
+

Bx+ C

x2 + 4
+

D

x2
.
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Приведем правую часть равенства к общему знаменателю
и приравняем числители обеих частей равенства, получим

x3 + 7x+ 5 = A(x2 + 4)x+ x2(Bx+ C) +D(x2 + 4).

Далее применим метод "неопределенных коэффициентов".
Получаем систему уравнений

A+B = 1, C +D = 0, 4A = 7, 4D = 5.

Решением этой системы являются числа

A = 7/4, B = −3/4, C = −5/4, D = 5/4.

Поэтому

x3 + 7x+ 5

x2(x2 + 4)
=

7

4x
+

5

4x2
− 3x+ 5

4(x2 + 4)
.

Заметим, что метод "неопределенных коэффициентов"
применим только для правильных рациональных дробей
P (x)
Q(x)

, где P (x), Q(x) – многочлены степеней n и m соответ-
ственно, n < m. В случае же, если n ≥ m, рациональная
дробь называется неправильной и перед разложением ее
на простейшие дроби требуется разделить "углом" числи-
тель P (x) на знаменатель Q(x). Тем самым выделить це-
лую часть рациональной функции.

Задачи

1. При каких значениях a, b, c, d равны многочлены P1(x) =
= (ax+ b)(x2+5x+1)+(cx−d)(x−7) и P2(x) = 4x2−x3+
+ 6x+ 2?
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2. Существуют ли такие a, b, c, d, для которых справед-
ливо равенство P1(x) = P 2

2 (x) с многочленами P1(x) и
P2(x) вида

P1(x) = x4 + ax3 − bx2 + 6x+ 25, P2(x) = x2 + cx+ d?

3. Найдите частное от деления многочлена P1(x) на мно-
гочлен P2(x) и остаток:

a) P1(x) = x3 + 5x2 − 7x− 3, P2(x) = x2 − 8x+ 16;
b) P1(x) = x5 + 4x4 + 6ix+ 1, P2(x) = x+ i;
c) P1(x) = x5 + x3 − 1, P2(x) = (x− i)3;
d) P1(x) = x2 − 1, P2(x) = 2x4 − 5x3 + 2x;
e) P1(x) = x50 − 1, P2(x) = x5 + 1.

4. При каких значениях a и b многочлен Q(x) делится
на многочлен P (x) без остатка:

a) Q(x) = ax4 + bx2 + 1, P (x) = (x+ 1)2;
b) Q(x) = x6 + bx+ a, P (x) = x2 + i;
c) Q(x) = x4 − 1, P (x) = x2 + ax+ b?

5. Разложите данные выражения на элементарные дро-
би во множестве действительных чисел:

a)
x3 + 7x+ 5

x(x2 + 4)2
; b)

x3 + 7x+ 5

x3(x2 + 4)2
; c)

6

x3 − 1
;

d)
5x2 + 6x− 23

(x− 2)(x+ 1)2(x− 1)3
; e)

3

x2 − x5
; f)

102x

x101− 1
;

g)
1− 2x

x(x+ 1)2(x2 + x+ 1)2
.

6. Разложите рациональную дробь на простейшие дро-
би во множестве комплексных чисел C :
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a)
z

4z2 − 2z + 1
; b)

z4 + 1

z5 + z3
; c)

z

z4 + 1
; d)

10z2

z4 − 1
;

e)
1

zn − 1
, n ∈ N.

Одним из способов решения уравнений высших степе-
ней является способ разложения на множители многочле-
на, стоящего в левой части уравнения. Этот способ основан
на применении теоремы Безу.

Если число a является корнем многочлена P (x), имею-
щего степень n, то этот многочлен можно представить в
виде P (x) = (x − a)Q(x), где Q(x)— частное от деления
P (x) на x− a, многочлен степени n− 1.

Если уравнение имеет целые коэффициенты, то мож-
но отыскать рациональные корни с помощью следующей
теоремы.

Теорема. Пусть несократимая дробь p
q

является кор-
нем уравнения

a0x
n + a1x

n−1 + . . .+ an−1x+ an = 0

с целыми коэффициентами. Тогда число p является де-
лителем свободного члена an, а q — делителем старшего
коэффициента a0.

Следствие 1. Любой целый корень уравнения с целы-
ми коэффициентами является делителем его свободного
члена.

Следствие 2. Если старший коэффициент уравнения
с целыми коэффициентами равен единице, то все раци-
ональные корни уравнения, если они существуют, целые
числа.

7. Докажите, что число 1 является корнем многочле-
на тогда и только тогда, когда его сумма коэффициентов
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равна нулю.

8. Разложите на множители с целыми коэффициента-
ми:

a) x3−2x2−5x+6; b) 2x3+5x2+x−2; c) x3−2x+1;
d) x4+4x3−25x2−16x+84; e) x5−2x4−13x3+26x2+

+ 36x− 72.

9. Решите уравнения:
a) x3−5x+4 = 0; b) x3−7x−6 = 0; c) 8x3−4x+1 = 0;
d) 16x3 − 6x+ 1 = 0; e) 2x4 − 7x3 − 7x2 + 3x+ 1 = 0;
f) x3 − 5x2 + 3x+ 1 = 0; g) 2x4 − 5x3 + 5x2 − 2 = 0.

10. Найдите a и решите уравнение, если известен один
из его корней:

a) 2x3 − (a+ 4)x2 + 2(a− 1)x+ a = 0, x1 = 0, 5;

b) 6x3 + 2(a− 9)x2 − 3(2a− 1)x+ a = 0, x1 =
1

3
.

11. Решите уравнения:

a)
4(x+ 3)

2x3 + x2 − 8x− 4
− 5

2x2 − 3x− 2
= 1;

b)
x2 − 5x− 6

2x3 + 3x2 − 2x− 3
=

4x2 − 20

2x2 + x− 3
.

12. Решите уравнения:

a) (x+1)(x+3)(x+5)(x+7) = 9; b) (x2 +3x+2)(x2 +
+ 9x+ 20) = 4;

c) (x− 1)(x− 5)2(x− 9) = −39;

d) (x2 − 2x)(2x− 3)(2x− 1) = 2, 5;
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e) x4−2x3−x2−2x+1 = 0; f) x4−5x3+4x2+5x+1 = 0.

13. Многочлен P (x) = 2x3 + x2 + ax + b при делении
на x + 1 дает остаток 18, а на x − 2 делится без остатка.
Найдите корни многочлена.

14. Многочлен P (x) = x3 + ax2 + bx+ c при делении на
x+1 и на x+2 дает остаток 12. Один из корней многочлена
равен 1. Найдите остальные корни многочлена.

Считая, что величины a и b постоянные, решите урав-
нения (15-18).

15. x2+1
x−4 − x2−1

x+3 = 23.
16. b

x−a +
a

x−b = 2.
17. x2+x−5

x + 3x
x2+x−5 + 4 = 0.

18. x2 + x+ x−1 + x−2 = 4

Указание: сделайте замену x+ 1
x
= t.

Тема 7. Числовые функции. Образ и прообраз
элемента (множества)

Пусть даны X, Y – числовые множества. Если каждому
элементу x ∈ X cоответствует y ∈ Y , то говорят, что на
множестве X задана функция f(x) такая, что y = f(x),
x ∈ X. Пишут при этом

f : X → Y.

Переменная x называется аргументом функции, а y = f(x)
значением функции.

Множество X называется областью определения функ-
ции и обозначается D(f), а множество Y называется обла-
стью значения функции f и обозначается E(f).
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Пусть заданы функции y = f(x) и z = g(y), при этом
область значений E(f) содержится в области определения
функции g. Функция z = g(f(x)), x ∈ D(f) называется
сложной или композицией функций f и g и обозначается
z = g ◦ f.

Задачи

1. Найдите область определения D(f) следующих функ-
ций:

a) f(x) =
x2 − 4

3x+ 2
; b) f(x) =

x3 + 1

3x2 + 6x+ 2
; c) f(x) =

x27x− 3

x4 + 5x2
;

d) f(x) =
x2

4|x| − 6
; e) f(x) = 4

√
7− 2x; f) f(x) = 3

√
x+ 3

10x− 4
;

g) f(x) = tg
x+ 2

x− 1
; h) f(x) = lg(log2(4− x2));

i) f(x) =

√
x+ 2

x− 4
−
√
x− 3; j) f(x) =

1

5x − 2x+1
;

k) f(x) =
1

1− ctgx
; l) f(x) = arccos

2

x+ 1
;

m) f(x) = sin
√
x+ 1−

√
x;n) f(x) =

1

[x]− 2
;

o) f(x) =
lg(x2 − 1)

sin(2x+ π/2)
; p) f(x) =

√
x+ 7

2x− 1
;

q) f(x) =
sin(1/x)

x4 − 1
; r) f(x) =

1

x+
√
x+ 2

.

2. Функция y = ax + b, a, b ∈ R называется линейной.
Найдите линейную функцию и постройте ее график:
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a) y(1) = 2, y(0) = −7; b) y(7) = 5, y(−2) = 1;

c) y(−2) = 3, y(2) = 8; d) y(−1, 5) = 1, 5, y(2, 5) = −0, 5.

3. Найдите квадратичную функцию g(x) = ax2 + bx+ c
(если это возможно) и нарисуйте ее график, если:

a) g(2) = 1, g(−1) = 8, g(1/2) = 2; b) g(−1) = 3, g(4) =
= −5, g(6) = 0, 5;

c) g(3) = 1, g(−3) = 1, g(−5) = 2; d) g(−6) = 7, g(−3) =
= −8, g(2) = 7.

4. Найдите множество значений функции:
a) f(x) = 3x+4, x ∈ [−1; 1]; b) f(x) = |2x−1|, x ∈ [0; 3];

c) f(x) = x2 + sgnx, x ∈ (−∞; +∞); d) f(x) = −2x2 +
+ x+ 1, x ∈ (−∞; +∞);

e) f(x) = x2+9
x

, x ∈ (−∞; 0); f) f(x) =
√
x2 − 1; g) f(x) =

= 2x+ 3
x
.

5. Найдите композиции функций f ◦ g, g ◦ f, если:
a) f(x) = x3, g(x) = 4

√
x; b) f(x) = g(x) =

√
4− x2;

c) f(x) = ex, g(x) = lnx;

d) f(x) = x7, g(x) = 10− x; e) f(x) = lnx3, g(x) =
1

sinx
.

6. Для функций f(x) = cosx, g(x) = lnx, h(x) = 1−x
1+x

определите композиции

f ◦ g ◦ h, f ◦ h ◦ g, g ◦ f ◦ h, g ◦ h ◦ f, h ◦ f ◦ g, h ◦ g ◦ f
и найдите области определения каждой из полученных
функций.
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7. Пусть f(x) x−1
2x+3

, g(x) = x√
1+x2 . Найдите:

a) f ◦ f ; b) f ◦ f ◦ f ; c) f ◦ f ◦ . . . ◦ f (n – композиций);
d) g ◦ g; b) g ◦ g ◦ g; c) g ◦ g ◦ . . . ◦ g (n – композиций).

Определение. Пусть задана функция f : X → Y
и E ⊂ X, F ⊂ Y. Точка y = f(x) называется образом
элемента x ∈ X при отображении f. Точка x называется
прообразом элемента y при отображении f. Далее множе-
ство

f(E) = {f(x) = y | x ∈ E}
называется образом множества E при отображении f. Мно-
жество

f−1(F ) = {x ∈ X | f(x) ∈ F}
называется прообразом множества F при отображении f.

8. Пусть f : (−∞; +∞) → [−2; 2] и f(x) = 2sinx. Най-
дите:

a) f(0); b) f(π/4); c) f(π/3); d) f(π/6); e) f([−π/2;π/2]);

f) f((−π/2;π/2)); g) f([0;π/6]);h) f([0; 2π]); i) f−1(0);

j) f−1(1); k) f−1(
√
2); l) f−1(

√
3);

m) f−1([−2; 2]); n) f−1((−2; 2)); o) f−1([0; 1]).

9. Решите предыдущую задачу (кроме пунктов m и n),
если f : (−∞; +∞) → [−3; 3], f(x) = 3cosx.

10. Пусть f : X → Y и A ⊂ X, B ⊂ X. Докажите, что

f(A ∪B) = f(A) ∪ f(B).

11. Пусть f : X → Y и A ⊂ Y, B ⊂ Y. Докажите
следующие равенства:
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a) f−1(A∩B) = f−1(A)∩f−1(B); b) f−1(AB) = f−1(A)f−1(B);

c) f−1(A ∪B) = f−1(A) ∪ f−1(B).

12. Найдите f(4), f(b)+f(−b), f(b)−2, f(b−2), f(1/c), 1/f(c),
если:

a) f(x) = 2x+5
x+3

; b) f(x) = (2 + x)5 − (2− x)5.

Различают три вида функций f : X → Y :
1) Инъекция – это функция f, которая удовлетворяет

условию: если x1 ̸= x2, x1, x2 ∈ X, то f(x1) ̸= f(x2).
2) Сюръекция – это функция f, которая удовлетворяет

условию: для любого y ∈ Y существует x ∈ X такой, что
y = f(x).

3) Биекция – это функция, являющаяся одновременно
и инъекцией и сюръекцией.

13. Определите, какая из функций f : [−1; 1] → [0; 1]
является инъекцией, сюръекцией или биекцией:

a) f(x) = cos
πx

2
; b) f(x) = −x2 + 1;

c) f(x) = |x− 1/2|; d) f(x) =
x− 2

3
; e) f(x) =

x+ 1

3
;

f) f(x) = 5x−1.

14. Найдите f(a+ 2) + f(−a+ 2), если

f(x) = x3 + 5x2 − 3x− 7.

15. Найдите все значения a, при которых функция y =
= ax2 + (3+ a)x+ 4a, x ∈ R имеет только положительные
значения.
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Тема 8. Числовые функции. Четность,
ограниченность, монотонность

Определение. Пусть f : R → R. Функция y = f(x)
называется четной, если f(−x) = f(x) ∀ x ∈ R. График та-
кой функции симметричен относительно оси ординат. Гра-
фик нечетной функции, для которой выполняется условие
f(−x) = −f(x) для любого x ∈ R, симметричен относи-
тельно начала координат.

Задачи

1. Какие из перечисленных ниже функций являются
четными, какие являются нечетными, а какие не являются
ни четными, ни нечетными:

a) y = x
x2+1

, x ∈ R; b) y = 1
1−x3 , x ∈ (−1; 1); c) y =

= 1
1−x2 , x ∈ (−1; 1);

d) y = |x+2|, x ∈ R; e) y = |5+x|−|5−x|, x ∈ R; f) y =

= x− x3

4
+ x7

100
, x ∈ R;

g) y = 2x+2−x

3
, x ∈ R; h) y = 3x−x3

, x ∈ R; i) y =

= ln1−x
1+x

, x ∈ D(y);

j) y = sinx − sin3x, x ∈ R; k) y = cos3x + 8cos2x, x ∈
R; l) y = arcsin x

1+x
, x ∈ D(y).

2. Пусть f : R → R. Докажите, что функция g(x) =

= f(−x)+f(x)
2

– четная, а функция h(x) = f(x)−f(−x)
3

– нечет-
ная.

3. Какой функцией будет произведение двух четных
функций и частное четной и нечетной функций?
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4. Продолжите функцию y = f(x), x ∈ (0, b) на (−b; 0]
так, чтобы получившаяся на [−b; b] функция была: a) чет-
ной; b) нечетной:

a) y = x3, x ∈ (0;+∞); b) y = 3
√
x, x ∈ (0;+∞);

c) y = 2x− 1, x ∈ (0; 2); d) y = x2 − 4x+ 3, x ∈ (0; 3);

e) y =
√
4− x2, x ∈ (0; 2); f) y = 1

x(x+2)
, x ∈ (0;+∞).

Определение. Функция y = f(x) называется ограни-
ченной сверху на множестве M ⊆ R, если

∃ a ∈ R ∀ x ∈ M | f(x) ≤ a.

Функция y = f(x) называется ограниченной снизу на
множестве M ⊆ R, если

∃ b ∈ R ∀ x ∈ M | f(x) ≥ b.

Если функция y = f(x) ограничена на множестве M ⊆
R и сверху, и снизу, то говорят, что функция y = f(x)
ограничена на этом множестве M .

5. Покажите, что функция y = x2

x4+2
ограничена на (−∞; +

+∞).

6. Докажите, что функция y = 1
x3 , x ̸= 0 не ограничена

на (−∞; 0) ∪ (0;+∞), а функция
y = 1

x2−1
, x ̸= ±1 не ограничена на (−∞;−1)∪(−1; 1)∪(1;+

+∞).
Указание. Для доказательства неограниченности функ-

ции y = f(x) на множестве D(y) нужно показать выпол-
нение условия

∀ c > 0 ∃ x0 ∈ D(f) | |f(x0)| > c.
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7. Будет ли функция y = 1
4√1−x4

, x ∈ (−1; 1) ограничен-
ной сверху, ограниченной снизу?

8. При каких условиях на параметры a, b, c функция y =
= ax2 + bx + c ограничена сверху, не ограничена снизу?
Докажите это.

9. Проверьте ограниченность следующих функций:
a) f(x) = 3x2 − 5x + 2, x ∈ [1; 3); b) g(x) = 1

2x−8
, x ∈

[−3; 3];

c) h(x) = x2−1
|x3−1| , x ∈ R, x ̸= 1; d) d(x) = 2sinx

3sinx+4
, x ∈ R;

e) y = cosx
1,5−sinx

, x ∈ R; f) y = ctgx · sin2x, x ∈ R;

g) y = 4sin2x− 12sinx+ 5.

Определение. Функция h(x), x ∈ M ⊂ R называется
строго монотонно возрастающей, если

∀ x1, x2 ∈ M | x1 ≤ x2 ⇒ h(x1) < h(x2).

Если же последнее неравенство в условии поменять на про-
тивоположное, то есть h(x1) > h(x2), то в этом случае
функцию h(x) называют строго монотонно убывающей на
множестве M.

10. По графику функции укажите промежутки ее мо-
нотонности:

a) y = |x+ 1|+ |x− 1|; b) y = 1
3
x− 3; c) y = 2x2 − 6x+

+ 4; d) y = −3x2 + 6x− 1;

e) y = 1−x
1+x

, x ̸= −1; f) y = 1−3x−3; g) y = −2sinx
3
; h) y =

= 2cosx−π
3
.
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11. Для квадратичной функции y = ax2+bx+c укажите
промежутки монотонности при a > 0 и при a < 0.

12. Найдите наибольшие промежутки, на которых функ-
ция g(x) = x4 − 2x2 − 4 :

a) возрастает; b) убывает;

13) Будет ли строго монотонная функция на множе-
стве определения биективной? Существуют ли биективные
немонотонные функции?

14) Монотонны ли следующие функции:
a) y = x

x+2
, x ∈ [−6;−3]; b) y = x2

x4+9
, x ∈ R;

c) y = −x2 + 5x − 6, x ∈ [0; 4]; d) y = 2sinx
3
, x ∈

[−π/3; 0]?

Тема 9. Графики элементарных функций

Определение. Функция y = P (x)
Q(x)

, где P (x) = a0x
n +

+a1x
n−1+. . .+an, Q(x) = b0x

m+b1x
m−1+. . .+bm, ai, bj ∈ R,

i = 0, n, j = 0,m, n,m ∈ N называется рациональной.
Если же Q(x) ≡ 1, то y называют целой рациональной
функцией.

Среди элементарных функций также различают ирра-
циональные и трансцендентные. Иррациональные функ-
ции содержат аргумент под знаком радикала (корня). Ра-
циональные и иррациональные функции объединяют по-
нятием алгебраические функции. Если же элементарная
функция не является алгебраической, то ее называют транс-
цендентной. Они образованы при помощи аргументов, воз-
веденных в иррациональную степень, с использованием
логарифмических, показательных, тригонометрических и

44



обратных тригонометрических функций.

Задачи

1. Постройте по точкам графики целых рациональных
функций:

a) y = 3x− b, b = 0, b = −1, b = 1;
b) y = ax2 + c, a = 1, c = 2; a = 1/2, c = 1/3; a =

= −1, c = −1;
c) y = x2 + nx+ 2, n = −1, n = 0, n = 2;
d) y = 2x3 + d, d+ 2, d = 0, d = −2.

2. Постройте графики дробных рациональных функ-
ций:

a) y = 4
x
; b) y = x

x+1
; c) y = x

(x+1)(x+2)
; d) y = 1

1−x2 ; e) y =

= 3
x2 ; y = 1

2+x2 .

3. Постройте по точкам графики иррациональных функ-
ций:

a) y =
√
x− 1; b) y =

√
x2 − c2 при c = 2, c = −1; c) y =

=
√
a2 − 2x2 при a = 2, a = −4;

d) y = 2xm при m = −1/2, m = 3/2.

4. Постройте по точкам графики трансцендентных функ-
ций:

a) y = ax − 2 при a = 1/4, a = 4;
b) y = 7 + 2ax−1 при a = 1, a = −1;
c) y = log10(ax)− 1 при a = 2, a = −2;
d) y = nsin2x при n = 1, n = −2;
e) y = 4sin(c+ x) при c = 2, c = −2;
f) y = 8tg(kx) + 1 при k = −1, k = 2;
g) y = arccos(2x);
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h) y = arcsinx
2
+ 1;

i) y = arctg(3x)− π
2
;

j) y = arcctg x
4
+ 2π.

Тема 10. Последовательности

Определение. Функцию f : N → R(C) называют
последовательностью, а ее значение в натуральной точ-
ке f(n) – n-м членом последовательности и обозначают
fn, n = 1, 2, . . . . Формулу fn = f(n) называют формулой
общего члена последовательности. Для задания последо-
вательности нередко используют рекуррентные формулы,
то есть такие, в которых последующий член выражается
через предыдущий. Такое задание применяют для опре-
деления n-го члена арифметической или геометрической
прогрессий. Кроме перечисленнных способов задания по-
следовательности существуют и другие.

Пример 1. Покажите ограниченность последователь-
ности xn = n+7

3n
, n ∈ N.

Р е ш е н и е

Очевидно, что ∀ n ∈ N
n+ 7

3n
> 0.

По неравенству Бернулли имеем ∀ n ∈ N

3n = (1 + 3− 1)n ≥ n(3− 1),

поэтому
n

3n
≤ 1

3− 1
.

В итоге
0 <

n

3n
≤ 1

2
.
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Пример 2. Докажите неограниченнность последова-
тельности xn = 2−n4

n2−1
, n ∈ N.

Р е ш е н и е

Из формулы общего члена имеем:

|xn| =
n4| 2

n4 − 1|
n2|1− 1

n2 |
= n2

∣∣∣∣ 2
n4 − 1

1− 1
n2

∣∣∣∣ .
Если n ≥ 2, то 1− 2

n4 > 1
2
, а 0 < 1− 1

n2 < 1 при n > 1.
Поэтому

|xn| > n2 · 1
2
=

n2

2
.

Для ∀ ε > 0 возьмем n >
√
2ε (например, n = [

√
2ε]+1),

тогда |xn| > n2

2
> ε и, значит, данная последовательность

не ограничена.

Пример 3. Докажите, что начиная с некоторого номе-
ра N ∈ N, последовательность xn = 7n

n!
, n ∈ N монотонна:

Р е ш е н и е

Рассмотрим отношение

xn+1

xn

=
7n+1n!

(n+ 1)!7n
=

7

n+ 1
.

При n ≥ 6 выполняется неравенство xn+1

xn
≤ 1, поэтому

xn+1 ≤ xn ∀ n ≥ 6.
Итак, начиная с n = 6, последовательность {xn} не воз-

растает.
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Задачи

1. Укажите номер N такой, что ∀ n ≥ N члены после-
довательности {an} удовлетворяют неравенству:

a) an = (−1)n

n+1
, n ∈ N; |an| < 0, 01;

b) an = 2n−5
n+2

, n ∈ N; |an − 2| < 0, 1;

c) an = 3n+1−2
1+3n

, n ∈ N; |an − 3| < 0, 01;

d) an = n
√
2, n ∈ N; |an − 1| < 0, 001.

2. Какие из чисел x и y являются членами последова-
тельности {fn}, если:

a) fn = 4 · 25n−1, x = 65536, y = 124232;
b) fn =

√
n2 − 2n− 4n, n ∈ N, n ≥ 2, x =

√
8, y = 8;

c) fn = 3n − 3n, n ∈ N, x = 228, y = 248.

Определение. Последовательность {fn} называется огра-
ниченной снизу, если

∃ a ∈ R ∀ n ∈ N | fn ≥ a. (10.1)

Последовательность {fn} называется ограниченной свер-
ху, если

∃ b ∈ R ∀ n ∈ N | fn ≤ b. (10.2)

Если же для последовательности выполнены одновре-
менно условия (10.1) и (10.2), то ее называют ограничен-
ной.

3. Покажите, что следующие последовательности огра-
ничены:

a) xn = 2n+10√
n2+2

, n ∈ N;
b) an = 3n2+5

8+n2 , n ∈ N;
c) cn = n+(−1)n

3n−1
, n ∈ N;

d) xn = n2+4n+6
(2n+1)2

, n ∈ N;
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e) yn = 8n6−1
(n4+1)(2−n2)

, n ∈ N;

4. Докажите, что следующие последовательности не огра-
ничены:

a) xn = nsinπ
2
n, n ∈ N;

b) yn = (−1)n · n, n ∈ N;
c) zn = n3 − 2n, n ∈ N;
d) an = 2n+ (−1)n, n ∈ N;
e) bn = 20n3

100n−1
, n ∈ N;

f) cn = n−n4

(n+2)3
, n ∈ N.

5. Докажите, что если {an}, {bn} – ограниченные по-
следовательности, то ограничены также

a) an · bn; b) c1an + c2bn, c1, c2 ∈ R, n ∈ N.
Будет ли утверждение верно для последовательности

an
bn
, bn ̸= 0 ∀ n ∈ N?

6. Будут ли ограничены следующие последовательно-
сти:

a) xn =
√
n2 + 1−n; b) yn =

√
n4 + n3 ++1−

√
n4 − n3 + 1;

c) an = 2n+5
3n−1

; d) bn = 3n−2n

2n+2
;

e) cn = lg(3n+ 5)− lg(2n+ 4); f) gn = n+1
ln(n+1)

?

Определение. Последовательность xn, n ∈ N назы-
вается возрастающей (убывающей), начиная с некоторого
номера N ∈ N, если для любого n ≥ N выполняется нера-
венство

xn+1 > xn (xn+1 < xn).

Если же неравенства нестрогие, то последовательность на-
зывают неубывающей (невозрастающей).
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Монотонными называют все перечисленные выше по-
следовательности.

7. Докажите, что начиная с некоторого номера N ∈ N,
следующие последовательности монотонны:

a) xn = 7n+1
n+2

, n ∈ N;
b) xn = 100n

n2+16
, n ∈ N;

c) xn = n4 − 2n2, n ∈ N;
d) xn =

√
5n+ 2, n ∈ N;

e) xn =
√
n2 + n− n, n ∈ N;

f) xn = n−2√
n2+4

, n ∈ N;
g) xn = 3n − n, n ∈ N;
h) xn = 2n+1 − 3n+2, n ∈ N;
k) xn = 3n

n
, n ∈ N;

l) xn = lg(n+ 1)− lgn, n ∈ R.

8. Покажите, что перечисленные последовательности не
являются монотонными (n ∈ N):

a) xn = (−2)n; b) yn = 1
n2 cos

πn
2
; c) an = n+(−2)n; d) bn =

= cos(n + 1); e) cn = sin n.
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