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I .  МНОЙВСТВА. ФУНКЦИИ. ГРАФИКИ ФУНКЦИЙ 

Вопросы для самоконтроля

1. Как можно задавать множества?
2. Что называется числовой функцией? Приведите пример какой- 

либо числовой функции.
3 . Что такое область определения функции?
4 . Приведите пример функции, областью определения которой 

является: а) вся числовая ось; б) все положительные числа; в) от
резок [2  \ 5 ]  .

5 . Что такое график функции?
6 . Что такое обратная функция?
7 . Как расположены относительно друг друга графики прямой и 

обратной функций?
8 . Что такое сложная функция?
9 . Для следующих функций укажите область определения и пост

ройте их графики:
а) у= эс  (рассмотрите случаи < 2 = 2 , О. = 3 , -  1 /2 , U. -  1 /3 ) .
Как называется эта функция?
б ) у  = ( Q > 0  ; С/ФФ ) .  (Рассмотрите 2 случая). Как называется
эта функция?
в ( а > 0  ; а ф 4  ) .  Рассмотрите 2 случая. Как назы
вается эта  функция? Как эта функция связана с показательной функ
цией?
г ) y = s m , x .  ; y=COSJC ; у  * i y x  ; y = c t g X  .
Как называются эти функции?
д) у= агс$1г ь х  ; y = a z c c o s x  ; у  -  а - ъ с / д х .
Как называются эти функции? Как они связаны с тригонометрическими 
функциями?

10. Дан график функции у  =4(ж)  . Как построить графики
функций: а) у  = k - f f x )  , б) , в) у ~ //Ь с )-* 6  ,
г) y  = - f ( x + c )  , д) , е) , ж ) у = / / / * / /  ,
з) y * f ( j x / )  ?



Примеры
1) Перечислить элементы множества 

Д  = { з с е 2 1 (а : -Э ) ( з с * -1 )~ 0  и  Х & о ] ,

Решение. Уравнение ( х - Л ) ( - х г- 0= О имеет три корня x 4- - i  ;

Хг = i  ; х 3 = 3  I из которых условию JC& О удовлетворяют только 
зсг  = I и = 3 . О т в е т ;  Л  = 0 ; Д 5 -

2) Построить множества

X  = { * £

Решение. Элементами множества X  являются те числа, кото
рые удовлетворяют неравенству Х г V • Решая неравенство, полу
чаем 1 x 1 ^ 2  или, учитывая, что l x  I - { - х ’ при х < о  ~2s3Ci*2--

Таким образом, множество X  можно изобразить на числовой 
прямой (рисЛ) отрезком [-2 ; 2 ]  .

3) Дана цепочка функций

у//////////л| у=£аи) и= 1/г ; ,
' 2  0  1 2  «*" определяющая некоторую сложную функцию.

Записать эту функцию в виде одного ра-
Р и р Т венства.

Решение, у  = b b ( t g  j?) г

4) Найти область определения функции 
у  = ~\j2+x ' * a z c c o s

Решение. Областью определения данной функции являются все
действительные числа, удовлетворяющие следующей системе неравенств 

f 2  - * х - х г > 0

Решая эту систему, получим
( - { x + f) { x -£ )& Q  f - / = s x ^ 3
1 ’ О s x  s- у ,

откуда О ^ х ^ з . Отает-. х е [ о ; з ]



1 . Построить множества:

I ) Л  = { x e Z llx -2 l* з } ;  2) Х=I х е Z\~9 ^ i~ 2x < s} ; 3>£ 4 x e R l lx -a l* J ,
где $> о].

2. Вычислить частное значение функции

при х = 0, л = -  I; Л = 4; х  = а  ; х =аг ; x=1/cl.
3. Данные функции записать в виде цепочки равенств, каждое 

звено которой содержит основную .элементарную функцию:
I) y = s c n ,3x  ; 2) y = c o s ( x s);  3) y = £ n t g * j t  •

4 . Сложную функцию, заданную в виде цепочки равенств, запи
сать одной формулой: I )  у -  и г  ; V -cZ yX ;

2) y = o tc tg U ; U ^ Y v’i  v= £gx.

5. Найти область определения функции и изобразить полученное
числовое множество геометрически:

/------> с 2*а: v S 7 .I ) y  = "va:v-y, z) у  -  £~зс. > 3) у - j

Л /9 -хг  . j. 4 .
U  У = ( х +l f  > &) > 6) y - a t c t g s : ,

7) у - а г с с о з ^ т ^ '/ Q) у  = & ъ(2х. +3) + ~\/t6-JC2 '

6. Построить путем сдвигов и деформаций графики следующих 
функций:

I ъ )у = & -* )* , 4 )y = 3 c o s { x + 3 L );

5) у = - 2 я й ъ ( 2 а : - ^ ) + 1 .

. 2 . ПОЛЯРНАЯ СИСТЕМА КООРДИНАТ

Вопросы для самоконтроля

I ;  Что такое полярная система координат?
2 . Что такое обобщенная полярная система координат?
3. Что представляет собой график функции j?  -  c o n s t  в по

лярной системе координат?



4 . Что представляет собой график функции y=const в поляр
ной системе координат?

5 . Дано уравнение кривой в декартовой систеие координат. Как за
писать уравнение этой же кривой в полярной системе координат?

6. Как записать уравнение линии асг+ 2 у г = 0  в полярной систе
ие координат?

7 . Дано уравнение кривой в полярной системе координат J )
Записать его в декартовой систеиз координат.

8 . Сколькими способами можно задать положение точки на плоскости 
в полярной систеие координат?

Пример.

X. Построить график функции P = 3 c o s y  в полярной систеие ко
ординат.

Решение. Для построения графика заполним таблицу
Т а б л и ц а
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Решение. Заполняем таблицу.

Так как при J > = 3 c o sy
принимает отрицательные значения, то про- 
межуток ) не входит в область
определения данной функции. Отметив на 
чертеже полученные точки и соединив их 
плавной кривой, получим график функции 
J>=3cosy> (рис. 2 ) .

2 . Построить график функции J )= 2 c o s2 f

Т а б л и ц а
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Так как в обобщенной полярной систеие координату е  ( - о » ; * о °  ) ,  
то функция у  - £  c o s 2 f  определена при любых значениях f  . По 
данным таблицы строим точки и, соединив их плавной кривой, полу
чаем график заданной функции (рис.З).

Задания

1. Построить точки ,
М я (§ э г ;з .а ) .

2. Построить точки

3 . Построить графики функций:
a) J>=S.
в) s>* г * *  Г, г) р  --ZSLrtff- 

е)/х*+у9%

* ) ^ / / - a w i ^ 3 ) f r  - J ^ f )

3 .ПРЕДЕЛЫ

3.1 . П о с л е д о в а т е л ь н о с т и  

Вопросы для самоконтроля

1. Что такое числовая последовательность?
2 . Какая числовая последовательность называется возрастаю

щей?
3. Какая числовая последовательность называется монотонной?
4 . Какая числовая последовательность называется ограничен

ной?

Пример
Развернуть последовательность J ■

Решение. Подставляя в формулу общего члена вместо П,
последовательно I ;  2; 3; 4 ; . . ’. ,  получим

{-Я*- Z -  i . . г  Л. • £ .  ■ r t .  ■
Ln+ZJ ' 3  > ч > & > в  > • П.*£ J " ’



Привести примеры:
1) возрастающей ограниченной последовательности;
2) возрастающей неограниченной последовательности;
3) убывающей ограниченной последовательности;
4) убывающей неограниченной последовательности.

3 .2 . П р е д  е л  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  

Вопросы для самоконтроля

1. Дать определение предела числовой последовательности.
2. Какая числовая последовательность называется сходящейся?
3. Сколько пределов может иметь числовая последовательность?
4. Что можно сказать о пределе такой числовой последователь-

5. Какова геометрическая интерпретация понятия предела чис-' 
ловой последовательности?

6. Сформулировать необходимое условие существования предела 
числовой последовательности.

7. Сколько пределов имеет неограниченная последовательность?
8. Последовательность ограничена. Можно ли утвервдать, что 

она имеет предел?
9. В каком случае можно с уверенностью утвервдать, что 

последовательность имеет предел? (Достаточное условие существо
вания предела последовательности).

10. Можно ли складывать сходящиеся числовые последователь
ности? Умножать? Делить?

11. Сколько членов бесконечно малой последовательности нахо
дятся от 0 на расстоянии большем, чем 0,001? меньшем, чем 0,001?

I .  Показать, что последовательность с общим членом JCn 
имеет предел, равный дГ .

Решение. Так как, по определению, число CL называется 
пределом числовой последовательности , если для любого

ности?

Примеры
п

б



£  > 0  найдется такой номер л /  (зависящий от £  ) ,  что при всех 
П > л /  выполняется неравенство/эСп-& !< £ ,  то, чтобы показать, что

£irrl ][п+-Г ~ • надо по произвольному £  суметь найти такой
номер a/ za/(iг) , чтобы для всех п > л /  выполнялось бы неравенство

\А ~ 4  ~ ( ^ )
Для отыскания Ы-а/ )  преобразуем неравенство ( ■* )

S n - f e n H )  I I -У  I _ „
2 fen + < ) I  I Z f e n +У) I

Так как < П  -  натуральное число, то s f 2 n T 7 ) ~ ^ ^  * и>следова
тельно, I . /  I У

I  2 f e / J + / ) l  '  2 .f& n+ /) .
Таким образом, получим неравенство — ^ — —г , откудау J

2rb*d  > £ £  /

8 .п  > ^ £ - )

Следовательно, если положить / / / £ ) -  1УГ£ ~ g ]  , то при всех

п  > л /  неравенство ( х  ) будет выполняться. Таким образом, 
по произвольно заданному числу £  > 0  мы можем найти такой номер 

л /= л / )  ( а  именно, л / =[у£  ~ g l  ) ,  что при всех п. > л/ будет

выполняться неравенство

\ £ . <  ■ i h e  ;
следовательно, по определению предела последовательности

о- п  - _ £  
с и п  2п+У ‘  2  ’
/ 7 -»оо

что и требовалось доказать.
п ■ ft-t-f2. Найти с с т  ■

/7~> оо
Решение. Преобразуем выражение, стоящее под знаком предела 

так, чтобы можно было применять теоремы о действиях над сходящимися 
последовательностями, (Почему нельзя было сразу применять эти тео
ремы?)



ft™ / -  %  ЛГ?г

-  £йгъ £йтъ ~n ~*oO A-»** 7 — rr^
3

Учитывая, что й /7 г  ^  г ^ у* /7^

, /  6cm . 4  + £csn rc
0 ' д  /?■»=»■ < ■ > » ______ /  /
^ /7?' / -  = й ^ т г / -Л >тг ;§* " * *t?2 /7-^в* п-^оо

пожучим окончательно

&>n = 0 6  = 0
П~9>о*> '  °

3 . Найт* £  +  ̂ ■ ■*■ — 
«/тг. -4—2 Л г  A

Решение. Здесь в числителе и в знаменателе количество сла
гавши с изменением /2 меняется, поэтому прежде, чем вычислять 
предел, необходимо преобразовать э«^выражения.

Легко заметить, что ~Zh- ~ эт0 сУыиа- /z  членов
4. Угеометрической прогрессии с первым членом ■£ и знаменателем дг

По форцуле суммы геометрической прогрессии
»  _ л , / у -  <гя;
0 л - ‘  У- £

имеем /  ^ ^  /  ^  d . -  z - / / -  / i V 'V  _ у / /  f
& Ч 6 п  * /-4 -  ~ i  1 A J  •S, 0  £ п  Т -  £

Аналогично, £  + д-+ ... + £>  = * ( Щ  )  = £ ( ■ / - & ”)

| п.
Тогда дйтъ *  * ----- = f a n  f  „

£+£+■ *—  Ь (1 -{£ Г )
, /Л. у  г.

Г7-ХХУ

так как & г п ( £ ) П- 0 / f a n t f s )  -О .
• П  -4 мл

/7 о>

О т в е т : 2 .



1. Доказать, что последовательность £ 7ъ} имеет предел, 
равный 0 .

2 . Доказать, что последовательность { i/n+£j  имеет предел, 
равный ^ п

3 . Доказать: а ) £<sn $n+i ~ 3 5 б)& гп ^g'n. -  £
П > сг

4 . Найти пределы:
. .  р- З п е * S n +Ч 
i ) & n  -  г)г * з  ;

п -*■<*>
А я -  п  Г.3  •2) гп*+гп+ч J

3) &/7Z £т/£п+3 -  1f z n - y  ) , £ й п

5) й л г
а-» о»

3-ns-t3n  - У . 
Уп&+п + 8  ’

7) £йп(1Гпг+1 -  п .)  j  
п-^ <¥>

0- i+ 7 " * *9) .«?*-. - ■ .

гп ^о о  т/r t+ i+ V ri ) 

7*е*3*-. + П.6) « т -  г  у
П-&О0 

8) &TZ,

0 т в е т ы: I)  3; 2) 0; 3) 0 ; 4) —±— ;
2

5)о* 6 )- i-  ; 7) 0; 8) Уз1; 
2

9) -  49.

3 .3 . П р е д е л  ф у н к ц и и  

Вопросы для самоконтроля
1. Когда число S является пределом функции u ^ f f x )  при х  ?
2 . Как может выглядеть график функции y ^ / / r  J  в окрестности 

точки л  - Z. , если известно, что при л ф  £

/ /г У  >.5у -pfe) = 1 j  £йп- pfx) - S  9 
х '*е-3. Дать определение предела функции у = У л г /  при л-*<х> .

4 . П устьfr-rn.& * )-  £  . Что можно сказать о:
a) &пь[РМ +SQJ ) t) frrn ;  в> Z u n l-P fe )]  9

CC-*rCL
3 - 2  200



5. Пусть &>п / /а : )  = - i . . Чему равен £ст. / Л х )  /  ?

6. Пусть &.гп- -ff'-ic) = - .3 . Чему равен ££rn, - f f  i x i )  ?
х  гс -^-2

7. Дать определение бесконечно большой функции при х - * а .  .
8 . Какая функция называется бесконечно малой?
9 . Можно ли утверждать, что g f x ) ^ Q  при х  -*■ о° , если g p c f

бесконечно большая функция при <*> ?
10. Пусть ^ -Л-. и Ейпд/эс)-***, Чему равен ic m /fx c )  ? 

d frx '  х — /  х — /

Примеры
I) Доказать, что £ cm  ( з л  - & )= S  . Указать множество значений

независимой переменной "^е J , при которых значения функции будут от
личаться от предела (-5) менее, чем на 0,03. Проиллюстрировать гео
метрически .

Решение. Область определения функции y = 3 x - S  -  вся числовая 
ось: Z) = ( - ° °  ; о«> ).
В соответствии с определением конечного предела А  функции -fifac) 
при х  а. , возьмем произвольное число е ^ О  . Если мы найдем такое 
число S'^Sfs)>Q., что для всех X. , удовлетворяющих неравенству 

Q< f o c - a l ^ S 1 , где <Z = I ,  будет справедливо неравенство l- ffx )-A h £ , 
где - f { x l - 3 x - 8  и J) = ~ S ' , то утверждение Сст (Ззт -£) = -3~  будет

X-'-:доказано.
Итак, считая неравенство М з х ) !  (I)

верным, преобразуем его. Имеем 
/ Ъх-&  + S / = / 3 x -  3 /  = з / х - / / ^ £  .

Отсюда /ас-у  J ^  ^  ^

Если положить S  = %  и потребовать выполнения неравенства

О<. /х -4 1< S’, ( 3 )
то неравенство (2 ) , а вместе с ним и неравенство ( I ) будут справед
ливы. Итак, все условия определения предела выполнены, следовательно 
число -  5 является пределом данной функции (рис,4).

Если в частном случае положить •f’ » 0 ,03, то получим (J~ -̂~-=0,0Ь

Таким образом, при всех 4-0,01 < x< rl + 0.02 t т . е . хе(о,дд ;4,01 )  
значения функции^=Зх-<§ будут отличаться от предела ( -5 )  меньше,чем 
на и ,03.

Геометрически неравенству 0 < /х-у /< сР  соответствует окрест
ность точки О- = I радиуса S -  на оси 022 t а  неравенству 
10



/ (Зге  - 8 ) -  f - s y  / <  £  окрестность радиу
са £  точки Л  = -  5 на оси 02/ .

По определению предела функции, если 
точка гс принадлежит о* -  окрестности 
точки CL = I ,  то соответствующая точка 
графика функции у-Л эс - 8  будет находить
ся в полосе между прямыми y ^ - S ' - S  и 
у  = - Х + £  . у

2) Доказать, что а т - /^ 7 ) л  = о °  .„ x-*d 1 dДать геометрическую и люстрацию.
Решение. В соответствии с определением 

бесконечно большой функции (бесконечного 
предела) при х -* С £  возьмем произвольное 
число А ! * 0  . Если найдем такое число 
S -S fJ U )  > 0  , что для всех -С , удов
летворяющих условию 0 < /гс -& !  ,
где а  = I , будет справедливо неравенст
во 1 / /х ) 1  > М  , где , то утверждение & п х ^ у л
будет доказано. f -*

Итак, считая неравенство

I  £ х - / / л 1 > 'М (4)

( 5)

верным, преобразуем его. Имеем

/  . j
( х f x - / , /  <■ J u  j  -/j[j

Если положить $  -  / j /  и потребовать выполнения неравенства

О < ( х - / / <  сР, (6 )

то неравенство (5 ) , а  следовательно, и неравенство (4) будут 
справедливы. Таким образом, все условия определения выполнены, и 
у т в е р ж д е н и е ~ 0 0  доказано.

Геометрически это означает (рис.5 ) , что для всех x . e ( - / S ’U S ')  
и X- Ф1 соответствующие точки графика функции у  - будут нахо
диться выше прямой , т .е .  будут находиться в бесконечной полу-
полосе, ограниченной прямыми л: < Р  , х  = /-+ и у  -J>X ,
причем у  >JU..

3) Доказать, что при X  -ъ-О функция - / / х ) =  sest £  предела 
не имеет.



 ______ 1 1 i к -

o l  1-(J 4 1+5

Решение. При X -* -О  аргумент сину
са £  -*• оо . Положим ^  г / - » ! »  . Функция
sC rvt периодииеская с периодом Т=25Г , 
следовательно при неограниченном возрас
тании аргумента t  данная функция 
периодически пробегает все свои значения 
& ih t е  Г-1;  £ ] .  Но это означает, что 

при возрастании Ь , т .е .  при х - ^ о  
значения функции не могут отличаться от 
любого постоянного числа все менее и 
менее. Эти рассуждения дают возможность

Р и с. 5.

предположить, что в самом деле при Х -* 0  
функция sLn-x  предела не имеет.

Теперь проведем строгое доказатель
ство. Из определения конечного предела^

функции - f f x )  при Х ^ а  вытекает, что если функция имеет конечный 
предел при X->Q,  , то этот предел один, Следовательно, если взять 
последовательность точек X  п, , сходящуюся (бесконечно приближаю
щуюся) к точке CL , соответствующая последовательность значений 
функции -pfscn.) должна иметь предел, равный Л

Возьмем две последовательности точек Х п , , сходящихся к О, 
и найдем пределы соответствующих значений функции sin , ix ^ ,  Имеем:

I ) X i  = 5г ; ; . . . ;  Х п  у Х '  * *' —̂  ® •

Последовательность I ,  I ,  I , . . . , ! , . . .  имеет предел, равный I .

Последовательность О, О, О , . . . ,  О , . . .  имеет предел, равный 0.
Вццеленные последовательности значений функции л л  при

х - э - О имеют различные пределы,следовательно, данная функция при х — 0 
предела не имеет.

4) Найти £<-лт,

Решение. Применяя теоремы о пределах, имеем



л  - €ст /д : 3- v )  Pirn f e V  -  &т V
p . X  -  V  _ Х-9Й._____  _ X-rJZ______X-r.g
'Lrn' S x - г  ~ £cm f S x - g )  Сспг/S x )  ~ &>n.g.
ос^-г ъ-*г. x * £ . ,

в с т Х  - £t>nx &>noc: -* /  p . '  .p^uдс -*2. ac -»2 -a:-»■«&____  _  *- x. v у /
£~£isr,x -&  Л 2 - & 3  &

X.-* Ц

5) Найти tur>„ x a - V x *  3 x->3
Решение. fx * + S x -2  </}-=>& и / a r - V x + 3 j - ^ o  при x ^ - з  ̂

следовательно, нельзя применить теорему о пределе частного.
Для вычисления предела преобразуем тождественно данную функцию 

в окрестности точки CL •  3 ( sc / 3 )  
х г+ 5 х  - г ч  = Q fx Q f jc + g )  _ з с + g
Х г- У х  + 3  ~£ра~&) f3 c —/ j  ~ х - £

Следовательно
/ W  x &rr, = Ж  _ s s -х - з  х * - * х + з  л - /  г  -
6) Найти р -Ух+i ,*’р х 7

c^h^^T/xt+i+Vx __  __
Решение. Так как при ос-»*<*> ( У ы + л / х  + Ух ^

то применять теорему о пределе частного нельзя. Преобразуем дробь, 
вынося в числителе и знаменателе за  скобки высшую степень перемен
ной (здесь т/зГ ) к производя сокращение

l/ х Т Г  "Л&С _ T 0 ( - W ~ - <  Щ )  _ 
г - У ^ Т 7 + ^ г  - 1 & { г ^ 6 р + Щ )  + 1

Учитывая, что при х  -* о® ̂  и -  бесконечно малые величины и 
применяя теоремы о пределах, получим

р • t/ Z 7 J ’+ j
™  z-VZZJ + Ух =м  -  JF

X -*  < (P   T ••••

7) Найти it^rt y Z -^ZiL .
SC-V-O Ж

Решение. При .я?-^*7 числитель и знаменатель дроби бесконечно 
малы. Чтобы вычислить предел, необходимо тождественно преобразовать
дробь в окрестности 0 , полагая при этом х . /  Q. Умношим числитель
и знаменатель на выражение УУ^хГ->-г. . Получим 

УЧ+х-& (УЧ+х-г)(Уч+ х +£) 'is: •/
х  ~ sc (W + x  *-3.) ~ £"У/У*'х+г) ~ - y v r x '+ g

4—2200 jg



К полученной дроби уже можно применять теоремы о пределах. 
Окончательно:

± ____  _  УСшь ,  й т .
х-+ о Х.-*й

8) Найти e c m n .s ir b i i
х -* о  . _у_ ^

Решение. Так как^>7г sen , а: не существует ( см.пример 3 ) ,

то теорему о пределе произведения двух функций применять нельзя. 
Однако, S in  ^  является ограниченной функцией /sen.£/■&i  , а  так как

х - > 0  , то, применив теорему о том, что произведение бесконечно
малой функции на ограниченную функцию является бесконечно малой
функцией, получаем Bern sc-sen , £  = 0  

Х —0
Задания
Вычислить пределы 

, ,  о • 0 гс* + 9 х  + 7
I )*ШЬ 3 x * + x 3 + j /

. д '.2—Sac + G 
3) ЪСШ. f r  ~ /у  V

ЗС-*+2.

5) Вит.
Z -+ 1

Birrt-l
X->1

sc .*+ 3x-V  '

7) У-5с -)}

g \ Я/гъ 2X*+S* - 3
Г оо
д. 4/Х + S  .

I I )  Сепг j f e Z - S  ;

13) £йп, и
-у/хг+ /' *т/х^

15) ест.
х - * о

17) tc m  х г_</д /  
х -* ?
/  _  Ш - 2 . ----

jT» *7
2) £ с т [ б Y x + e J -  

X -* i /

л • з с З - х * - S x  
4) «Л 1 дьЖффж+лj S 

х-*-е .

б) ^  ^ £ ^ L f | L K
3 x * + x v + x a  /

8) £ е т ( х г - х )
JC -> +  <х>

Ю)
ЛГ-^оо

12) £ v n { V x + s ’- - i / x ) y
%2Г -> с»

14) € й п ( х  s u r x ) j
ОС~><х>

lfex+4- З16) &>тг.
V x - e ’- i / F  '

Т  -  /
18) z - l / J x e j  /

х  - » /



О т в е т :  I ) 4 ; 2 ) ? | ;  3 ) - - j ;  4 ) # ;  5) # ;  6 ) # ;

7) 2; 8)«*>, 9 ) ^ ;  10)®* II)  0; 12) 0;

13) 0; 14) 0; 1 5 ) ^ ;  16) f № 1 7 ) - ^  18)-

19) - J  •

3 .4 . З а м е ч а т е я ь н - ы е  п р е д е л ы  

А. Первый замечательный предел

s m S & x i1) Вычислить tu n .  -----
x -* o

Решение. Приненяя первый замечательный предел при <А - if f-c  , 
имеем _  , „  . ,

ас О х - * 0  Х “*0
2) Вычислить £ t m  SJ / Z Z Z  .

Решение. „. зс п З х  ■ест
t/rn .  ^  - Луг? / I А. д'-*0 3  у -г
^  * *  '  * ~ o l  =г  s t n ^ c  -- *  • 7  -- ё

3) Вычислить fa y .  ty?
ac->0 *

Решение.

х.-ъО . а?-»*?1 - <г-*о
4) Вычислить Д№ /л ^  ^

Решение. Полошим CLncty<2-zc= £ , тоеда £ x = i g £ )  -g =УЗ— • 
и при л: -^<з -6 - ^ 0  . & S

т е Ы * = е и п . - £ r ?  _ - ^ / w  = ^

Задания

Вычислить



JĈ >0

4) й ^ г  y -C o s8 x  5 ) &Ьт- 7 . б ) &пъ
х ^,0  Sec ■*■ > х - ^ о  3sc х-*о ^ LC~̂Lrix J

7) £>n. - g ^ 5  3) Z a x - s c n a  9) ^  C £ s x - j* s a .
jz^ jt  J'  x-> a x  '  x^>a. x - a .  >

10) £ cm  ^ ~ % n  ~  ) Ш  tS r -u fx  • sen. §£ J
J3Z-&0 Л-Х»

0 т в e т ы: I )  2; 2) f  ; 3) S '  ;  4) 6 ,4 ; 5) 1 ,5 ;

6) 2; 7 ) -  I ;  8) c o s a  ; 9 ) - s i n .  a  ;

10) 0 ,5 ; I I )  2.

Б, Второй замечательный предел

( -1 +  п . )  = £ im , = £> -  о 7 / . P ,
/7->Ов j g  7  ”  '  '  7Q <:,5

Примеры

1) Вычислить ££пъ(-/+  -^r)
/  -» o=

Решение. При i  -* o °  основание степени стреыится к единице 
, а показатель У -»<*=■ . Положим рг -  ес , тогда 

Х ^ > 0  при У -> о ° . Применяя второй замечательный предел, имеем

& ггъ (/+  ^ г )  = &т. { - / - / - - £ шъ  [ ( J + x Y ^ l  -4-*°° Х-90 У »О
2) Вычислить _ , / t

/ v -  * ;/7-^ оо о f
Решение. Положим -Ж  , тогда п = -  -jr ; i " > 0  при / г -» о~ .

£йп. (-f-ъ )  - £w £('i-t-i )  * = fa rt-W + i)* J  *= е  *
П-+Э* -i^O
3) Вычислить

-cisrL. ( a : - 3 y
Решение.

J-

t-*oe
^ 7t 4 = ‘̂ /7t у  У = У , i^ /тг f i x ^2 )  -  o>^ -•3  7" S '  ^ 3.-*°o



Имеем неопределенность вида . Для раскрытия неопределенности
применим второй замечательный предел

3 .5 . С р а в н е н и е  б е с к о н е ч н о  
м а л ы х  в е л и ч и н

Вопросы для самоконтроля

1. В каком случав говорят , что одна бесконечно малая величина 
имеет более высокий порядок малости, чем другая?

2. Какие величины называется эквивалентными бесконечно малыми?
3. Пусть О  при o r = щ; .

Что можно сказать о пордцке малости А /sc/ и )  ? Будут ли вели
чины А / х )  и /^/эквивалентными?

4.  Пусть при ; Будут ли fife )  и SУхJ

Задания
Вычислить

/7-з> оо

А
7) у

О т в е т ы: 1 ) в г  ; 2 ) £ го  ; 3} е 9
4 )е г  ; ; Ь ) в '^

l ) e s  ; 8)<? Т  ; 9) £ 3

2 )е го  

5) С *
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6 . Пусть при х  f t  J ifc z )

Чему равен /Цпь ы )  ?

Примеры
1) Доказать, что при х - > /  бесконечно малые величины<*/эс)-/-сс 

и Л>(х) = 1-л/хР  будут одного порядка малости.

Решение. По определению, of'/icj и f i f e )  одного порядка ма
лости при .ас -> <2. , если £йп, -ы/у~А  = л  ф о  , где Л =c o n s t  .

зс-рС2. .
При дг-> У имеем tCm. -  £ип&+т5?)-

- 2 ^ 0 .  4 - V &  л ; , / '  '
Следовательно, <</х)- J-эс. и 73 (ж)=  4 -  при имеют
одинаковый порядок малости, что и требовалось доказать.

2) Сравнить бесконечно малые величины при X  О
d f x ) - e  ^ c o s a :  и /3 /х ) =  сс , пользуясь основными эквивалентны

ми бесконечно малыми величинами.
Решение. При х  - » О имеем

g  J  ~  зс ; s c r i X ^ x -

*L->0

X-+Q Х-90
Следовательно, данные бесконечно малые величины являются эквива
лентными .

п  - / - C O S  X * -  £ п .  ( 1 -t-З х . ) - 3C V3) Вычислить ест. — ----------=—т— „ з —
5С-*о &СП,3=С +е*9x *-d

Решение. Воспользуемся теоремами:
1. Алгебраическая сумма конечного числа бесконечно малых вели

чин эквивалентна сумме части слагаемых, имеющих низший порядок ма
лости .

2. Предел частного двух бесконечно малых величин равен пре
делу частного двух соответственно эквивалентных бесконечно малых 
величин. ‘ 3

Имеем У- c o s х  ~  Ж'Х*-- £ n / - /* 3 s c . ) ^ 3 x ' se n  cc уу
£



/ -  co s х  + £rv(-*+3x ) я  зе^+ Зас- -а?

•̂ rc * s ir ifx  *- £■ -v #r *■ ас.3+хг ~ Уж.

Следовательно,
у

О -  - / - C O S X  + & г ( f - f 3 x . ) - x :  „  г „  ^

« с с г а й ъ ^ + е Ъ * 1̂  = Л/Эт- = У  
Задания ж-*о

1. Сравнить бесконечно малые величины при

а) и"  ~ и V6 ~^т~ 5 б) Un ~ ^  и

2. Сравнить бесконечно малые величины при ос - > о :

a) & Lnx+ ttj2x  и З х  ; +3ж& и £ х * - х ^ ■

в) и л/-/+£х - /  ; г ) £n .(S + x* )  и О resin. ( У-/+х3- / )

3. Вычислить пределы, пользуясь эквивалентными бесконечно 
малыми величинами:

г я с У  . . \  е 0 /* Ь * - /. б г Г Я с У  . . Л. £ u , l - V ^ _ s
a) ^ » f e 5 3 : >  6 )£ сП\ Ш Ш ^ 7 'л :-»0  х -* о  '  ■“

/  • a n C 3 L / b X * * £ n . f - f - 2 x ) + 3 X 3* J -  C O S X  •

в) i /7 t  E 3 x Z  ~ £ ^ У - / О х г ’ ■hl/ x s

Р) -  f r * *  • д) e u n . f f ^ = .
х--*о **■ Х-*о y - /* S x ‘

О т в е т ы :  I .  а) эквивалентны; б) одного порядка;
2 . а) эквивалентны; б) одного порядка;

в) первая имеет более высокий порядок 
малости по сравнению со второй бесконечно 
малой величиной; г) первая имеет более 
низкий порядок малости по сравнению со 
второй бесконечно малой величиной.

3. а) £  ; б) I ;  в) 5 ,5 ; г) -  4 ; д) 0.О



4. НЕПРЕРЫВНОСТЬ ФУНКЦИЙ. ТОЧКИ РАЗРЫВА

Вопросы для самоконтроля

1. Дать определение непрерывности функции в точке.
2. Можно ли утверждать» что функция - f / x )  непрерывна в точке 

X  = 2, если -//зс)  определена при X  = 2 и
t c r r b ^ fx )  = £ [з)  9

3. Что такое приращение функции?
4. - f f x ) -  непрерывная функция. Возможно ли равенство

& n b [ ffx + & 3 z)r -f{ac)] - i  ?

5. Можно ли утверяодать8 что т/х )  -  непрерывна при ш  = О,

если &>ТЪ [ f f x )  -  f f o  )  ]  ---О 9 
х  -ъ>0

6. Функции f l x )  и ( j f x )  непрерывны в тошсе X  = I .  Можно 
ли утверждать, что f f x )  = / /х )+t f f x )  будет непрерывна при зс -  I?

? . Какая функция называется непрерывной на £ a ; $ J  ?
8 . Где непрерывны все элементарные функции?
9 . Какая точка называется точкой разрыва?

10. Какие бывают точки разрыва?
11. Чем отличаются точки разрыва I и П рода?
12. Будет ли 0 точкой разрыва функции

■ п р "  ' L х - а  , при X  ,>0 Р

13. Что такое устранимый разрыв? В каком случав точка разрыва 
называется точкой устранимого разрыва?

14. Пусть eCrn = £■  / / х ) =  < /  f f e ) =  3 .
x - f s - o  '  x.-».z+o 

Будет ли зс  = 2 точкой устранимого разрыва функции?
15. Будет ли точка С£ точкой устранимого разрыва функции,

если Ейп. ^ £ х )^ £ £ п г  -fax.) '-‘■СУ’ ‘J  
х - у а - о  т.-»а+о

16. Пусть £cm. / f x )  =£ . Что можно сказать о )  ,
Х-ЪХа-о

если известно, что а) -  точка разрыва I рода; б) -  точка 
разрыва II рода; в) х а -  точка устранимого разрыва?

20



Примеры
1) Доказать, что функция непрерывна в точке

х -  = 2 ”
Решение. Функция -fte-)  называется непрерывной в точке -Х0 ,

если она определена в этой точке и некоторой ее окрестности, и

lu n r f f s c j
У нас область определения функции f / x ) -  Зжг- У  : {-<*>; + <*«) у

= Z £  £>{/) I следовательно, функция определена в точке и в 
окрестности точки зс0 -  2,

{ ( г ) = з - г я- с/= & , е й ъ { з я : * - ( / )= & '.
Условие выполнено, следовательно данная функция
непрерывна в точке х о  -  2.

2) Доказать, что функция у - - / непрерывна в интерва
ле (-<»; + о» ).

Решение. Функция - f fx .)  называется непрерывной на множестве 
JC > если она непрерывна в любой точке этого  даожества. Таким 

образом, для доказательства непрерывности функции на ( -* * ;* « >  ) 
надо доказать непрерывность ее в произвольной точке ДТс (-< » ;*«» )„  
Воспользуемся вторым определением непрерывности функции в точке. 
Функция f ( x  ) называется непрерывной в точке, если она определена 
в этой точке и некоторой ее окрестности, и бесконечно малому прира
щению аргумента соответствует бесконечно малое приращение функции,

&./П А -/ - Л

ГДе
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Область определения функции ^ ( х ) - 2  х г+ 3 х -  Ч -  вся числовая 
ось. Возьмем произвольное значение аргумента *£ , придадим ему
приращение 4 X  и найдем соответствующее приращение функции

з с )  - - f f x )  =  [ z ( x  + А я ) * * -  3 { * + A x ) -  V j - f e x i e + 3 x - V j -

При A X - * 0  H u r ia f  [ л х (У х + £ .а я :+ з ) ] = 0
& х - » 0  ах-*о

Следовательно функция / / г с )  - £ х  г+ 3 х-  /  непрерывна в выбранной 
точке X  . Так как X- -  произвольная точка из ( - < » ; > < » ) ,  
то рассматриваемая функция непрерывна в любой точке интервала 
( - о о - ^ о о  ) ,  а следовательно, непрерывна на всем этом интервале.

3) Исследовать на непрерывность функцию
С О , при О )

V х )  X  . ПРИ y
L - х г*Ух . при

Построить график.
Решение. Для исследования используем теорему о том, что вся

кая элементарная функция непрерывна в своей области определения.
Как известно, функция называется элементарной, если она сос

тавлена из основных, элементарных функций и чисел с помощью конеч
ного числа действий: сложения, вычитания, умножения, деления и взя
тия функции от функции. Следовательно,элементарная функция задается 
только одной формулой. Данная в задаче функция задается различными 
формулами на разных участках области определения, следовательно 
не является элементарной. Однако, если расчленить область опреде
ления &{{)= f-at>',*<*>) на отдельные интервалы &■<(■£)= / -  о )  ;

•Kv ) , то на каждом из этих интер
валов функция / / а '.) окажется элементарной и, следовательно, 
непрерывной. Таким образом,не исследованными остались только гра
ничные точки полученных интервалов = 0 ; Х г = I .

Если функция f f a )  непрерывна в точке сс0 , то должно вы
полняться условие Ейтг fix .)  = £спг f f a )= / f a J . • 

х  -*х0-о x-*se0*o
Исследуем на непрерывность точки лгу = 0 и СКг  = I .

а) агу= 0: H * * )

ЗС~>0-0 д
Таким образом, в точке -zy = 0 функция ?/2г/непрерывна.



б) Х г  = I :  //* ? * )  = f f r ) V-

£спг f S x )  * £ст зс = £  ', b sn - ffa .)  =£csri{--3:2+y3.'J-3.
Х .-У /-0  JC-bY-O X^r-t+O x - * / + o

Таким образом, точка = I является точкой разрыва функции 
4 ( х ) , Поскольку односторонние пределы конечны, 4ю не равны меяду 
собой, то эта точка является точкой разрыва I рода.

Число h - - f f l + a J - / ( Y - o )  = 3 ' i  - 2  
называется скачком Данной функции в точке разрыва = I •

График данной функции имеет вид (рис.7 ) .
4) Какого рода разрывы имеют 

функции и у  = ~ ~ г°-

в точке Х о  = О?
Решение. Обе функции элементар

ные, следовательно, непрерывны в об
ласти их определения SbfyJ-fee. й/ocyo]
Точка з*0 = 0 является изолированной 
точкой, в которой данные функции не 
оцределены, следовательно это есть 
точка разрыва функций.

Для функции у  -

-  £ст -
х-*о*о

s in  ас 
ас

S ince  „■ s in  ас сст  —̂ — -  Сип. —— ■= £ /ос 
Х - + 0 - 0
следовательно, эта функция имеет в
точке ЗСо = 0 устранимый разрыв.

Для функции у=  ест  _  ____J  X  эс. /  £ ^ 0 ~о зс.х-*о-о
следовательно, эта функция имеет в точке х

' = -<зо ' £ст. cos scг /О »

О разрыв 11 рода.

в точке

Задания

1. Исследовать на непрерывность функцию -ffx)=
£Г„= I .

2 . Доказать непрерывность функции -ffx)=  ас + £п.ас в области
Я * / о ; +<*>). ^ е я - е

3. Исследовать характер точки разрыва функции ~

4 . Исследовать на непрерывность и точки разрыва функции;

х - я б) У  У  =а п с \ У



д)

У '-

з) у . - -

^  , при ас <0  

, при о ^ х < &  

3  , при x ? Z  •

- s in  Zc

3) у -  3  • ж) у *  COSjc j

5. Убедиться в том, что уравнение X  -3 jc -S = 0  
крайней мере один корень, заключенный между I и 2. 

х * А

имеет по

6 . Функция у  = на концах отрезка [ I ; 3 J  принимаетлг->е
значения разных знаков, но на этом отрезке в ноль не обращается. 
Кахие условия теоремы о существовании корня функции на отрезке 
не выполняются?

О т в е т ы :  I .  Непрерывна; 3 . х  = 0 точка разрыва
I рода; 4 . а) ос = 2 точка разрыва П рода;
б) X. = 2 точка разрыва П рода; в) х  = О 
точка разрыва I рода; г) ос = 0 точка 
разрыва П рода; д) X  = 0 точка разрыва 
П рода; ос * 2 точка разрыва I рода;
е) к  =±2 точки разрыва П рода; ж) х  = О 
точка разрыва П рода; з) ос я 0 точка уст
ранимого разрыва.

5. КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА 

Вопросы для самоконтроля

1. Что такое комплексное число?
2 . Геометрическое изображение множества комплексных чисел.
3 . Где расположены чисто мнимые числа?
4. Какие числа называются сопряженными? Как они расположены 

на комплексной плоскости?
5 . В какой форме можно записать комплексное число?
6 . Как найти модуль комплексного числа, зная его действительную 

и мнимую части?
7 . Что такое аргумент комплексного числа?
8 . Пусть = Z&. • Что можно сказать о :

a)/fe2V  ; б)/2Г// и 1 ^ 1  ; в )г г /^ 2 , и Qng%  ?



9 . Известно, что R t  Z-t-tfe2 ^ \ S)m %i < .
Можно ли утвервдать, что < £ ,  ?

10. Можно ли утвервдать, что > Z z  ■> если

/ £ / / > / £ * / ;  QnqXi  =a.r^zz 4 0  ?
11. Какие действия можно производить над комплексными числами?
12. Пусть %(= 7г . Верно ли, что;

a) IX fl3= IZ zl '  » 6)angZi4argZg_r> Как связаны между собой 

апд 2 , и anqz-z. ?
13. Что можно сказать о числах х  и lj , если точка, изобра

жающая число х  + Ctg , лежит :
а) на оси Ох ; б) на оси Оу ; в) на биссектрисе I коорди

натного угла?
14. Где расположены точки комплексной плоскости, удовлетворяю

щие условию: а) {%}-c o n s t  ; б) C ttg z- c o n s t  ; в) Re %- c o n s t  ;
г) Ут.%. - c o n s t  ?

Примеры
I) Записать число L ~ ( з  в тригонометрической и показатель

ной формах. /
Решение. Тригонометрическая форма записи комплексного числа 

имеет вид 2  ~ r(co s ‘f  v- С stn , V3 )  ,

где r = lZ l  = -  модуль комплексного числа;
4>=argZ -  главное значение аргумента комплексного числа, 

такое, что tg  У3 -  -3L и .

У нас % = L -  l/ з 1 , т .е .

ос -  R e  z  ~ -  V P ;  У  ,27т  2 - 1 .
Найдем j Z j  : I Z l

Чтобы найти azg.г,определим t p y :  t y y >=— Так как точка со
ответствующая числу % , находится во И четверти (р и с .8 ) ,  то

= j ? .
Таким образом, тригонометрическая фор

ма числа i  -  l / j 7 имеет вид

^  -  2  (c o s  iS t ' /b

• У

T-------
11

А

-Уз О ос



Показательная форма записи комплексного числа Z  = 3C -t-uf 
имеет вид % - Г , п оэтов  в нашем случае показательная форма 
числа записывается Z - 2 6 L s

2) Пусть Z i = 3 * Y Z  ;  .
Вычислить _

Решение.

ЗГ-/ 3 + Y i (з+ ViJfs- i  j  3-t V i - 3 t - Y i z  3 *  V* £
STZ ~ 4+£ ~ ~ ~ '

-  Y * t SL + J . /  • 
z  - *

Z z =/ - t  ,

Z y -  Zz  — 3-* Y c ~ { Y~ i J  ~ y ЗГс .

Окончательно, J - i  = ^ч -3 е -'

3) Пусть £ /  =6{ c o s  Щ * £ s c n  ) j %г  cos 3 f  + £se*i ^ J

Вычислить: a ) f y £^  ; 6)iV;j£ ; в)(ZzJ S .
Решение. При выполнении действий умножения, деления и воз

ведения в степень комплексных чисел, записанных в тригонометри
ческой форме, используют следующие правила:

Z r% z  - 2* (cos(4>i + ¥,,)+ Lsin(4>, + 4>г )  ) j

тСз-Хл = ( c o s f ^ - Y i ) *  l s t r i f e -% _) ) ,

а также формулу Муавра: ( Z ) П= 2Гnfc o s п<р+ c s tr v r tY )
(для натуральных ГЬ ) .

Таким образом,

Zy Zz  -  6 - z { c o s ( £ *  ^ Y t s C n f £ +  % ) )  = te { c o s ir + iS L n .% )-  S2Z;  

h :% z  - ~ z ( c ° s ( § -  -  f ) ) = 3 { c o s § : ^ i 3 L n . f ) c M ^

(% z)3= Z3{ c o s { 3  j f )  * L S i r t ( 3 - f ) J  =&(C0Sy +- i S i , t l - j ) = Q i .
4) Найти все значения ~~Zz'.
Решение. Воспользуемся формулой



«/ ;------ • 'п/—I /  у’.'Лг/; - • • -f t 2% *: ;
y r f c o s  f+  с $1/1 f )  = I / / 4- { cos   +*■sc/b n _ J  *

г д е  к = ц . / , . . . .  n - i .
Для этого представим I в тригонометрической форме

R -co s  О+с sen О.
1,—, 0+2Ж/С . _ ■ 0+2У/Л

Тогда 'у  /  = c o s  —~g— - •' с SLrz J  ■

Полагая К  = О, I ,  2 , находим три значения корня 

£v *■ г л ?  О  + t s t f i  0 - 1  /

Z & =- c o s  4 ^  Ч - ^ - i

z 3 cos ^Z-+iscn V  ■ 1

Задания
1. Записать в тригонометрической и показательной формах и 

построить числа:
а) г  = £ * 2 0  ; б) Z  =■ i f l - i  в) Z

г ) я = - ^ ;  =•*?£'.
2 . Записать и построить числа,, сопряженные к данным
a) ; б) / - J i  ; в) ~4»V ; г) 3.
3. Вычислить
a) f e - £'/ ё ) - 1 V * 3 i ) ’ б) ( l - i ) f s  * £ e j  ;

Jt ' ъ
в? V w y J *  /  г) (<?-£ 1 /3 у :

В пунктах в) и г) выполнить также действия в тригонометрической 
форме. f ^

О т в в т а:Да) <#-2?.-: s б) £~& % ь ) ^ ~ £ ~  \
г) « В

4 г. Найти все значения корней
У ' - г" —  „

a) ~W*i % б) V /  ; б) М

5. Найти множество точек плоскости, удовлетворяющих условию:

а ) 1 * 1 * 3 ,  б) 1 z ! > 3  ;  в) £ - £ / * ! . ;  Г )1 % + с1 > £ ;

д) Re £  «= ❖у е ) З т  % >~1 ■



Варианта расчетной работа

ПОСТРОЕНИЕ ГРАФИКОВ ФУНКЦИЙ В ДЕКАРТОВОЙ И 
ПОЛЯРНОЙ СИСТЕМАХ КООРДИНАТ

Задания к вариантам
1. Найти область определения всех функций.
2. Построить графики функций путем сдвига и деформации.
3. Построить график функции в полярной системе координат.

Вариант!

1 . а) ~\/JC+-/ ~ - 3 )  j

б) у -  a z c s t r t  J^TTy ■

2. а) у -  2 *  ^ 3  ;

б> & f * 4 te + 'J y
в) у  = I z s t n  3jc  /  .

3 . р , -2. Y cffsZ 'f ' .

Вариант 2

1. а) у - - Z  +&><j.^(ai!i-S'3c. +-6) ;

б )?  *

2. a) y  = ( ^ ) X * i e -

б) У  = 2°$*. f * - * ) ;

в) у  с I Z C o b & x  / .

3. р  ~ £ .(•/ +- Coi> 'Р)
Вариант 3 _______

I .  а) у  = еод3 ( г х г-  S r - 3  ) * - - ] / £ г ^ + 3  ;



зг.г~ 9
б) у  = O/IC 3/,ГЬ £ з _2 7  '

2 . а) у  -  3 Х ~Я+ £ ,

б) у  = (!ocj±/bc + / )  J

в) у  = ~ 3 5 и г  Zx.  .

3. / =  3Scn'J> .

Вариант 4

I-  +&х?х(-хг-* 3 х - 4 ) у
fjC+</)3

б) у  = а ^ л я *  ;

2 . a) y - ' / V /  - г ;

б) у -  b c j v f x -3) ;

в) у  г <2&й> Кяг.

3. < /> = # -  •

Вариант 5

1 . а) у -  ^ Ж '2’-  -  <$>’ + У 4У У г  ~ У ' S

£С —
б) у  -  a.'icscn- -̂ т т ^  ’

л »  —. Д? * 2 У2. а) y = s  + & ;

б) у  = Уг , , ^ у

в) у  = / S ' S l o - Z x /

3. J>= f y  

Вариант б ________

I . а) у  - * /  А 3 x *-20 ) j



б )  у  = а , г с е о ь £ £ 1 а

/ У  \ Х * 4

2- а> у  i f )  - г ;  

б> У =ер$ е ^ ' 3) ;

в) у  -  -Л  Сол 6я .

3 . -  В  Соь У.
Вариант 7

1 . а) у  -- ^  ( б + Ъ - З я г)  + т / 0 * *
д

б ) i f*  a t c s t n ,

2 . а) У =  7 К~г + 1 ,

б) у  = C °9 ± (x + S )  ;

в) у  - /3  5гп Л я / .

3 . l / c f f f i f
Вариант 8

*• а) У т
У— (/.у  ̂

б) у=ОПССОЪ 7ГЖШз ■

/ /  1ДГ//
2 . а) у - - /# У  - < г ;

65 у = t y s f * * * ) ;

в) у г -  ЗсобУ я.

3. Л ^ У 3.
Вариант 9

1 ‘ а) У ' ^ Ш - s '  ~г  ’+ £$0,9  - г ) ^
V - CUzcslгг

' v я 3+ггэ



2. a) y - 9 x ' K i ;

б) У  =

в) у  -!zc<x>33z j .

3 . J> = Z (j-C o * ,4 > ).
Вариант 10

1. а) у =  + 3 jr  V $ ~ y - J  ;

б) у  -  алссоь jy~3 7 s

2. а) д = £ + Ю х ~3 ;

б) У ^ ^ / Л ^ Л

в) у  т S'Sc'rv Л л : .

3.
Вариант I I

Л  a) y  = ^ / W ± f + T - Ь > д ^ ( Ч - г х - х * ) ;
. (Ьс+/)3б) у  = a x c s tn . - ^ 3 j£

2. а) у -- f a ) X * * - S ';

б) у = & ) ( х - з ) /

в) y  = - I C o i£ j c f

3 . J>= 3+ ЗСоьЧ*.
Вариант 12

1. а) у .-  t o f e f S x - 6 - ^ )  -  l / l ^  -  i
Q/y*̂

б) ■

2. а) у , = г х ' 3* г ;

б) у - -  ;



в ) у  - 2, Sin. 3jc .

3. J> = SCob'P.
Вариант 13

1. a) у  -- V « -  j ^ r f - e b g + f e + S x  - 2 sc aJ  ;

б) y - - a v c s in .

/ /  I x*Z , .2. a) у  = (t J  -  / ;

б) у  -

в) у -  ^С оЬ Зас.

3. J > = W
Вариант 14

1 . а) у -  <3^^ ^ '
х г -/&

б) у -  а л с с о ь

2. a) y = t + t / x ~*j

б) у - -

в) у -  -  Л / г  * г  -

3. у>-- * *
Вариант 15 ________

1 .  а )  У  -- + Ь д з .  f<б  -  S * z * f S x ) ’

( (E + S )3б) ^ - a s s e r t j EJ7?f 6. ■

/у  ,j r / /
2 . a) y -Y ^ y  ;

б) у --  ;

в) у - - / ^ # / .

3. У?- З /'У -Л и У '/



Вариант 16

1. а) у= &>f)£(3x.-ea-2x.z)-~ft&- ;

б) у =

2. а) у * 6 Х~*+£}

б) y=& *fe.fi*+zH

в) — g Sin. Зое _
3. J>- 6 С&Ь <р.

Вариант 17

l '  а) У  s - *  + & y . t f e - 3 T - 2 x * J ,
. ( з с + О . 5 ) 3б)

/ /  Iя 4 *2. a) y= (fj - г ;

б) У  = е**)7(х - 3 ) )

в) у  = 4 f S i n  & х . .

3. j>= У л /с о ъ гу  '
Вариант 18

1. а) у*  &уч в ( 3 - * я + ***)+ /

б) у = а п с зй г . 8 _27сс*

2 . а) У = & Х~' +2)

в) у = f a ' * ) ;

в) у .= /о ,8 соьV x / .

3 - J> = V {1+ C ob 'S ).
Вариант 19

I . а) у -- £ogg ( g , y



б )  У - -  а а е е о & (2

г. а) у * &  + ( 4 - ] Г - 3  

б> J /

в) у  - /А /г . 0.9а: I _

3 . J>=2s2n 3$.

Вариант 20

1- а) У  -  Т

б) 4 /= a * cSi n & 7 £ ?  ■

2 . а) $  = 2 * " - S ';

б) У'*

в) у  = -  3 &>ь£х.

3 .
Вариант 21

I .  а) у  = ^ 7 -  - § % - ) - J a b ;  

б) у  = .

/  J . ДГ-/
2- а) у  = /> У  Л З ,

б )  У -  ^  7 ^7 ;

В) у = г с а > § -

з .  j>= -у
Вариант 22 _________

I .  а) у = У й ^  -*-^fx*+2x+  £  у

/  y + x j*
б) •



' 4 /у I t - £ x
2. a) y = Z  + ( t )  j

б) у *

в ) 2 S tn . 3 -z '

3. J>= S tn ^ y *  -C o i* 1?.

Вариант 23

ь  a) y - V % e . £ £ f ' + i % ~ k ’ ;
/ 7 -

6) y -  a * c a w j g : j

/  J  \ x * f
2. a) * f= 3 + (£ -)  ■

б) y . a j f S + x ) ,

в) $  ̂  Coi ( 4 t +2jc)  .

3. j>  = Sc'n<f Coif.
Вариант 24

b  a) У * ^ ° 8 г Щ +

6) y= a*cco&

2. а ) - у ~ З ж" ;

б) y =  le tx j0 / 2 x l )

в) y - S c n ( S r - x )

3. «/> = S+Co& f .
Вариант 25

1. a) у  - l / x * - 2 x  <-f+£ocj3 ( * § = * + 3 )  ;
Д.Л у

б) у  -  one sen. д-г+з-ТТ '

2 . a)



б) у  = /£ д  f e x + s )

в) C o b (3 x -* f ) .

3. J )= i-C o b ^ .

Вариант 26

1. а) у е т / з ^ г х + г  + ь> 8 о .з(^Ш '+ г) -,

■ X х1- 4б) ■и = Oncscn. jcS-J ■

2. а) у  = 2  + (0 .3 )«

б) у-- focj3 (3 x -V )  j

в) y= lz$ in .2 x :l.

3. J>= l/ZCobV .

Вариант 27

1. а) у  - л / х г- У х * 7 ' - &>ejs  ( Щ ^ Г  ~А) )

£С ̂  /б) «/ -  агсс&ь y  -

2. а) <у = -3 ‘Х' ^ / ;

б) 1/=

в) у  - /Э й м ^ л :/ .

3 . ,зР=
Вариант 28

1. а) у  « £*х}и.(^Г~+1)  * l /я * - -S x  + в 1)
, д :у- /

б) y  = a x cs tn  rcz+i •

2 . а) j



б) у  = t * g j ( 2 x * l ) j

в) у  = IZ S tr t '/x / .

3. J> = S Y S c n ^ f '

Вариант 29

1. а) у . - У & - * ■ * V  ^ 4/

S x 3-&?
6 ) у - а л с с о ь  д _  ух я  •

2. a) y = 9 x " - Z )

б) У -С одцэ Г * - * ) /

в) у  - / Scn,3? }

3. J > -2 C o b W .

Вариант 30

1. а) у =  еодг Г х г- 2 х  +<) *■ V S -  § Е §  ’ /
. a :z+3c+-/

б )  д ^ а л с с о ъ  j . - , -  -

2 . a) */=3x ~ * + Z )

«) у  -

в) y -l i t o iZ x : / .

3. j> = z& azy>.



Контрольное домашнее задание 

ПРЕДЕЛЫ, НЕПРЕРЫВНОСТЬ

Задания к вариантам

1. Вычислять пределы.
2. Вычислить пределы.
3. Применяя эквивалентные бесконечно малые величины, вычислить 

предел.
4. Исследовать функцию на непрерывность. (Найти точки разрыва; 

указать, какого они рода; подсчитать скачок функции в точках раз
рыва I рода; построить схематично график функции вблизи точки раз
рыва).

Вариант I

Вариант 2

б)
х -* о  'х -

б) £йть { V S x *-*/  - З х J  _
f  os>



Вариант 3

l ' а) «> ^заг+г дг-̂ «г *̂-<г

2 . б ) / ^ / т ^ ^  -г 1S x * ~ £ x + 3  '  1 3  ~ 3 х )
3. е ^ г ^ Ж *

х-> /■ ’✓-«■
A . / / XJ =

т '  «Й г-З ’

-Г^>-

Вариант 4

1. «о л > *  в т | ; «> ^
х+-&  *  5  х-»г -fflc+б ~ eV jx  - s

2. а) f ^ k s S r  / б> я-Ст/***/’- * )  .
х ^о» ^  Х-**о°
г  У х * у - г  

3 ’ *-2? ■

4 . StsiJc ■

Вариант 5

1. a) Him  ;  б) &>п •
7 д:->3 Yx*a-3 з

0%»  ̂ » .
2. a) Сип /Zm£ j ±3 ;  <*> CcmfVa.'*+/ - V x * - / J

Х ^ о о  jr-> <v*
3.

ж-» /
X 3* /4. - f f x )  = •27 £

Вариант 6

1 . a ) ^ _ £ j ^ .  6 ) ^ 2 ^ S j ^ Z , .
зг-»-г /  x -? / - j '

2. а) £> n  ;  б) f y ^ 7 ^ - x )
ж-»л> / X-»#£K! ’



3. €йть 'JZnTx-. Z'T-fZ+O.s.cnxJ
3C->(7

4 . - f f ^ ) =a ' i c i g „

Вариант 7

I .  a) e im  ■ 6) t im , ~ ^= L ^
x ^ -S ' 3 x * ~ 1 V x S '  ar-»/ yZ6*x ~3

2. а) £йп ^  fu n  (~\/зсг+з; H - V ^ - X  J
Л: -><э& tCX "* * йС->-*оо

• Sin S x3. J .
x~>o

4. 4 ( x )  - / ХгЛ У ? j r < i2 '  7/-W  I x - i ,  ecsic/ x ^ 2

Вариант

, „ . Л/г-^с , . / >• _  т+*
■*> * 2  ;  “ ^ 5 7 7  ■

2. . > < W - ^ r ' 2 ^ J ,  6) d m  f x T j -  -  ^ r r s )
X-*co X-»Z
p. J-Cossc3. t t /тг.

X-»<7 ^ 'J '

4 . 4 ( х . ) = а п с Ц £ з -

Вариант 9
H -  эс*-

1 . v b n - m T Z r ;  ^  « > £ 7  i f f ?

2. л 1 а . ( ^ 7 . & _ г  У; V & n ( s f c x ~
п ■ £n Cosx3 . U r n , ---------f/TTx^-ix~+ о 

4* - f f x )  - j + g i

Вариант 10

I .  a )  t im . ■ 6 )  3 ^ Z l 3  .
У--Я x  9  > ~X-? 3



2 . a)

3 . Con
Х .-9 0

У7+Х+-с <
S in  i x

4 . //be) ~ i g j c .

Вариант I I

I .  a) Con. 
x-*d

3 x  -ac-2 . . 
2 x * * S x - 7  '

2 . a) Con  — - ;
п-9*<ьо 5 - + 9

„ Sirt£x t-ancst'nfx -  azctg*x
я*->p -&*

б) /5>л -7===r— 
X-><? ~v/*3x~J

X+Z X я-'

4 . # r j  = <?*-/

Вариант 12

I .  a ) i i m  ■ * * * * ■ & ■ / * - . • 
x->-z 2 х 3+%сг+6х '

6) Ctm  
x->z

6x*+ Sx - /

т £ Г - л
x - z

✓
- i f c /

3 -  f  ‘ Ч гЛ К ,  ■x->o tyx+ £Sin zx+C)xr

4 • ~ [  . еСУ1</ X  ^ 'e c s tv  x - O
Вариант 13

cosZacI .  a) CCm ■
Ж Stnx-Oosx ' 6) Cun.

£ - x - x ‘
V

2. а) й / я  . j  >
x->«> J

3. Й/72 Sl° t̂ 7' )
’ X - * 0  (Q te 'b f V x ’J * .(c s & S i[j)

4 " frx ) = x.*-Sx+£ '

6) C u n fe -V c T * -x + /) .
JC-> + <30

-У х  )

) ■



Вариант 14

Z. B ) { u n J ^ n L .  b U b n U - i f c Z p )
X  + + O0 1 SC + + OO

3. i irn . -~ t o s x + e s tn x  - s in 3-z:~x*sAx-v
x-*o ^ 3jc ~ s &,г гх  +jc - s x 3

4 . f f x )  = x  + 7f ^  .

Вариант 15

I .
*-*-* *  '  x.-*o x

X + g n->+o° ru +4

3 . йУ п  , .^  a t f r & j

4 * £ c w  ^ ;  
r  y  L ^ r f ,  ec 'iu

Вариант 16

"  x->Or Sen. £ x

2. a) t in t  -  T̂ -~/ ;  6) £ v n ( V x * * e x - V x * - £ x  ) .
X -»-oo X - * - »

c- £ n f-/* S in .yx)
3* £l̂ o е ^ * - Г

D . S x z~3jc 
4 . - f f x ) *  2 X

Вариант 17

. a:v- / S x * * f /  *. g - x *
' •  *> * *  ^ - л - j r >  e>i f

2. a) Л л *  у  j * • ;  6 ) t im .( y x * * x 7 7 - V i? ^ * 7 ) .
T/ЛГ- I



Stn.3x
3. & m  j —— —   .

*-»£! £n(<+ i§2x)
4.

Вариант 18

1. а) й 'т  ;  б) &m, Щ г А■*W > x î  з ^ _ £  ■

2. a ) / ^  x+-3/x h 7 '  '  6) ~ T x ^ J

»• а?->0
4 //д . !  ̂ _ £ £ ^

' f /X / У-4Ь6Л: '

Вариант 19
„ . дгJ- hjoo . ,  VS7

'•  "  t ?  ;  5 ^ 5 7

2 . $ £ < т  y z £ f3^ i ^ r . f  '  6) Urn. ( ^  Sx * 3 - t/x z* Yx  *3 ’) .
X.-*’X> X-900

3. P u n  .
^  6п&($м_3х */)

4 . ;;%:,/=■ -

Вариант 20
л х г-&х*-& ... tv$:

1. a) urn . — y— ----- —-  ; 6) i t /гг -—7= == 7 •
•s.- .•.-' x  &X+-fg. а?-рй> -i-

2. a) ftrrt г  ^  ^ n z f V x ^ ^ - з / х ^ З х ^ у  )
yx**3x*</ ’ x-+<*> - -

3. P'rn l ( I ± s £ n 3 x - J
x + c  & b f¥ *  t g Z x )

4 . £ х . . / # •   ̂ ес//</
L O . Сели  X  ~Z.

Вариант 21

I .  a) £ utl  1 Й - ;  6 ) £ m



3 . f r m ,  Yar3!
x+ o &Ь(У-Х. + г х г -Гх3)

4 . j f a j * /$ * * * >  * * *  № < & }
J <>э , ес/ic/ !x .[ = z  ■
L a ’ е с л и  / х (  *2

Вариант 22

U  a) ^  ■ x -9 / Jx+ 2. /  д.-»/ / - Д 7

2 . а) £т ь 4 ъ * 3- ', 6) &>7? / — ^

3. &П. 3 ^ H r i  .
CC-+o CO&JC

Вариант 23

_ „ J .x-»3

I .  а) &>?z — - • 6) £t'm x **Х * -8 зс * У 2 , J ™  ■
о f % хУ-4-Sx*+7 . .2 ф ft) Ltm  _— —■■ ... . к) p . /  •/ У «

*•,<*, &Xs+3x4+4 ) o; £c/ti ~ J
 ------ л:»*

v*- ---
3. &>гг

X -*0 Scn-Sx. ■

4* J / x ) = i f ’z  ec/>*/  x - o  с  x = n e ;
I 4  ’ ec* t /  0< fx /< 2  •

Вариант 24 ec/?u M > &  .

I .  a) • 6 ) ^ ^ ^
x-,3  £ x* -9 x+ 9  > x Z Z  *

2- •> и £ Й Г ;  «) b n f a - J U jX-*00 I 1 X  -/-X*J -
3. Him 'f *x S ‘: n x ~Cai 8 x

ЗГ+0 S tn £x
4. f { x ) =  г  * -*  .

Вариант 25 ,  *x  ~ x  -ЭС +*------------------- /-------  *___ ______________
I .  а) £итг х 3 - З х + г  У ^  p;m  y s + x + x * -V S -x + x £  

X** X-»o х г - х



2. tD fart _ . J * ± _ )
x  >oo 1 / S x * /  J

x3. йттг y /~ ——> .
v¥ * Z x  ~ i

4. S/x ) t / - £ 3 c

Г->л»

Вариант 26

1. а) - f  * *  ...
x-*<? V x ^ g x 3+ x 2 ;

2.
x * x  *■/* x y 'JC->oo

3 . ■ .
x-*o X f V f P x - J j

4 - / /* ;=  y

б) *>/z 
X - - J

6) f a r t f V x - g ' -  tS ? )
X-*+/ye>

х 3~ З хг-ух
Вариант 27

I .  a) t'On
x -p - 3 j£3-3x*-YSx-SH  J 

/</v У х v-  Z X S
6) l u n  & ■ ? * " < - *

oc-*o X.*

X  ->+00
2. ftijcm . Tx- - / I x 3*S-x ''-x * j 6) f a r t f V x * * y - у х г_y ' \

X"90e> S  '
3. f a n  Я * * .

x „ jГ
4 . //x >  -3L~

'  соi x

Вариант 28

I . a)
x-»-/

x 3*-/ 
х г + /  ' б) й /я . т ~̂

2. a ) &>nX-POO g sc *--*>✓ У /
r2- /

x->o - f e T T - I  ■

б) Рйп(\/ссг+ у ’-  i^p-i/

3 . Pern. n „X * - z  <Vtctg(-x +£)

«• Z u - ф ?  ■

Вариант 29

т _, />• х * - 3 х  + г
X* а ) й / п  ; б) Я ъ  & * ? x * - V 7 * g * - x £  

x  -*Z X х-  Zx.



2. а) & т  ( ~ )  у 'Svtz ( -  У хг- х * Р )
Х-гоо ~ '  х-***>

„ р . У -У у- х ’
x Z

4- ^  ^

Вариант 30

т ч />.•  j c 2- S x * y o  л . _ - Д Д г 7 - ^ г
1 • а) ^  ~£ ^ г ^  ;  б) й л  -

Jf/
2. а) £спъ ; б) B u n  (л/х*+я:+/ .

Ж̂ <у> «Г-^-да
3. е и п . * ' Z r, агсъсп (х+/ )-гX-*-/
4 . / Д ^

Х г- 2 х У 1


