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Н астоящ ие «М етодические указания» являются 1 частью  
контрольных заданий и предназначаются для  слуш ателей  з а ­
очных подготовительных курсов. Они имеют цель всесторонне  
подготовить пх к конкурсным экзам енам в Куйбышевский  
авиационный институт имени С. П. Королева.

М етодическая разработка составлена в соответствии с по­
вой программой вступительных экзаменов и способствует при­
общ ению м о л одеж и  к специфическим вузовским ф ормам у ч е б ­
ной работы.

Слушатели-заочники, полностью выполнившие учебный  
график контрольных заданий, приглашаются в июле месяце  
на «сессию», в х о д е  которой читаются лекции, проводятся  
упраж нения по всем разделам программы вступительных эк за ­
менов.
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О Б Щ И Е  М Е Т О Д И Ч Е С К И Е  У К А З А Н И Я

Абитуриенты заочных подготовительных курсов  д о л ж н ы  из у­
чить основные р а з д ел ы  эле ментарной  ма те ма тик и в соответст­
вии с программой вступительных экзам ено в  д ля  поступающих 
в вузы.

Ра б о та  состоит из изучения  теоретического м ате р и а ла  по р е ­
комендованным учебникам и решения задач .  Изучение  к а ж д о й  
темы з а ка н чи вае тся  контрольной работой,  которую абитуриент  
выполняет  самостоятельно и посылает  в институт на рецензию.

Т а к  к а к  теоретический м ате ри ал  д ля  выполнения кон тр ол ь­
ных работ  очень велик,  рекомендуем изучать геометрию с с а м о ­
го начала ,  а тригонометрию — после выполнения контрольной 
работы №  3. В у к а з а н и я х  к контрольным ра бо там  мы ос тан о­
вились на отдельных вопросах ,  которые п р едста вляю т  н а и бо л ь ­
шие трудности д ля  абитуриентов.

Ч Т Е Н И Е  У Ч Е Б Н И К А

1. И з у ч а я  м ате ри ал  по учебнику,  следует переходить к с л е ­
ду ю щ ему  вопросу только после  правильного  понимания п р е д ы ­
дущего,  про д ел ыва я  на бу маге  все вычисления и воспроизводя  
имеющиеся  в учебнике  чертежи.

2. Особое внимание  следует о б р ащ а т ь  на определение  основ­
ных понятий курса.  Н у ж н о  подробно ра з б и р а ть  примеры,  ко то ­
рые поясняют такие  определения,  и уметь строить аналогичные 
примеры самостоятельно.

3. Необх одимо  помнить,  что к а ж д а я  теорема состоит из у с л о ­
вия  и заключения.  Все условия  теоремы д о л ж н ы  об язательно  
использоваться  в д о к а за тел ьс тве . .  Н у ж н о  добиват ься  точного 
предста влени я  о том, в каком месте д о к аза тел ьс тв а  ис п ользо ва ­
но к а ж д о е  условие  теоремы.

4. П ри  изучении м а те р и а ла  по учебнику полезно вести конс­
пект, в который рекомендуется  выпи сывать  определения,  ф о р м у ­
лиро вк и теорем,  формулы,  уравне ния  и т. п. На  полях  конспек­
та следует  отмечать вопросы,  которые требуют письменной или 
устной консультации пре по давателя .



5. Выводы,  полученные в виде формул,  рекомендуется  в конс­
пекте  выделять  (обводить рамкой  или подче рк ива ть ) .  Полезно 
составить лист, с о д е р ж а щ и й  ва ж н ей ш и е  и наибол ее  часто  уп от ­
р ебл яем ы е  ф ор м ул ы  курса.  Такой  лист не только  помогает  з а ­
помнить формулы,  но може т  сл ужи ть  постоянным справочником 
д л я  .абитуриента.

Р Е Ш Е Н И Е  З А Д А Ч

1. Чтение  учебника  до лж н о  сопр овож дат ься  решением задач ,  
д ля  чего рекомендуем завести  специальную тетрадь.

2. Полезно  до н а ч а л а  вычислений составить кра тки й план р е ­
шения.  Если абитуриент  видит несколько путей решения задач ,  
то, сравнив их, он д о л ж е н  вы б ра ть  из них самый рациональный.

3. Р еш ен ия  за дач  и примеров  следует из лагать  подробно,  в ы ­
числения  распо лагать  в строгом порядке ,  вы д ел я я  основные вы ­
числения. .  Ч ер теж и  мо жн о  выполнять  от руки. Если ч ертеж  т ре ­
бует особо тщател ьно го  выполнения,  например,  при графической 
проверке  решения,  полученного путем вычислений,  следует по ль­
зо ва ться  линейкой,  транспор тир ом  и другими черт ежн ыми 
инструментами,  ук а з а т ь  масштаб.

4. Ре ш ени е  к а ж д о й  з ад ач и  до лж н о  доводиться  до ответа,  
требуемого  условием,  и, по возможности,  в общем виде с в ы во­
дом формулы.  За тем  в полученную формулу п од ста вл яю т чис­
ловые значения  (если они д ан ы ) .  В про межуточных вычислениях 
не следует  вводить п р и бл иж енн ы е  значения  корней, числа  и т. п.

5. Полученный ответ следует  проверять  способами,  в ы т ек а ю ­
щими из существа  данной задачи.  Если,  например,  реша л а с ь  з а ­
дача  с конкретным физическим и геометрическим содерж ани ем ,  
то полезно п реж де  всего проверить разм ернос ть  полученного 
ответа.  П олезн о т а к ж е ,  если это возможно,  решить  за д ач у  не­
сколькими способами и сравнить  полученные результаты.

6. Ре ш ение  задач  определенного  типа нужно пр о д о л ж а т ь  до 
приобретения твердых навыков в их решении.

С А М О П Р О В Е Р К А

1. По сле  изучения  определенной темы по учебнику и решения 
достаточного  количества  задач ,  рекомендуется  воспроизвести по 
п ам ят и определения,  выводы формул,  форм ули ро вки  и д о к а з а ­
тельства теорем,  пр ов ер яя  себя к а ж д ы й  ра з  по учебнику.  Во п­
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росы д л я  самопроверки,  приведенные в настоящем  пособии, 
имеют целью помочь абитуриенту  в тако м  повторении.

2. Иногда  недостаточность  усвоения того или иного м а т е р и а ­
ла  выясняется  только  при изучении д альн ей шего  ма те ри ал а .  В 
этом случае  надо вернуться  н а з а д  и повторить плохо усвоенный 
раздел .

3. В а ж н ы м  критерием усвоения  теории является  умение  р е ­
ш ат ь  з адач и  на пройденный мате ри ал .  Од на ко  здесь следует 
опасаться  весьма распростране нной о ш и б к и , ' з а к л ю ча ю щ е й с я  в 
том, что благополучное  решение з а д ач  воспринимается  к а к  
при зн ак  усвоения  теории. Ч асто  правильное  решение  з а д ач и  по­
лучае тся  в резу льт ат е  применения механически заученных ф о р ­
мул,  без понимания существа  дела .  М о ж н о  сказат ь ,  что умение  
реш ать  зад ач и является  необходимым,  но недостаточным ус л о ­
вием хорошего знан ия  теории.

К О Н С У Л Ь Т А Ц И И

1. Если у абитуриента  при изучении теоретического м а т е р и а ­
ла  или при решении з а д ач  возникнут  вопросы,  ра зр еш и ть  ко то ­
рые самостоятельно не удается ,  он м ож ет  об ратиться  к преп о­
д ав а т е л ю  д л я  получения  от него письменной или устной ко нс уль ­
таций.

2. В своих з а пр ос ах  абитуриент  д о лж е н  точно ука зат ь ,  в чем 
он испытывает  затруднение.  Если он не р а з о б р а л с я  в теорет и­
ческих объяснениях или в д о ка за тел ьс тве  теоремы,  или в вы во­
де- фо рм улы  по учебнику,  то нужно ука зат ь ,  какой это учебник,  
год его издани я  и страницу,  где распол ож ен непонятный м а т е ­
риал,  что именно его затрудняет .  Если абитуриент  испытывает 
затруднен ие  при решении задачи,  то следует  у к а з а т ь  х ар акт ер  
этого затруднения ,  привести пр ед пол агаемый план решения.

К О Н Т Р О Л Ь Н Ы Е  Р А Б О Т Ы

1. В процессе изучения  курса  мате матик и абитуриент  д о л ­
жен выполнять  ря д  (10) контрольных работ ,  гл а в н а я  цель  к о ­
торых — окаЗать  помощь абитуриенту  в его работе.  Рец ен зии  
па эти работ ы поз воля ют  абитуриенту  судить о степени усвое­
ния им соответствующего р а з д ел а  курса,  у к а з ы в а ю т  на им ею ­
щиеся  у пего пробелы,  на ж е л а т е ль н о е  на п равлени е  д ал ьн ейш ей  
работы.



2. Не  следует  приступать  к . в ы п о л н е н и ю  контрольного з а д а ­
ния, не решив достаточного количества  з а д ач  по м атер иа лу,  со­
ответствующему этому заданию.

3. Кон трольные рабо ты  д о л ж н ы  выполняться  самостоятельно.  
В противном случае  абитуриент  не при обретает  необходимых 
знаний и може т  ока за т ь с я  неподготовленным к экзамену.

4. Н е  рекомендуется  при сылать  в институт одновременно р а ­
боты по нескольким з а д ан и я м  — это не дает  во змож но сти  р е ­
цензенту своевременно у к а з а т ь  абитуриенту  на допу ск аемы е им 
ошибки и удлиняет  срок рецен зи ров ания  контрольных работ.

5. Сроки выполнения контрольных работ  в учебном году оп р е ­
деляю тся  графи ко м  учебной работы,  в ы сы л ае м ы м  абитуриенту.

В р а з р а бо т к е  приведен список учебников,  па которые д ан а  
ссылка  с индексом,  стоящ им в списке перед на зва нием  уч еб ­
ника.

Н апр име р:  [А 9] — Ал ге бр а  и на ч а ла  ана лиз а .  Учебное п о ­
собие д ля  9 кл асса  средней школы.  П од  ред. А. Н. Колмогорова .  
М., Просвещение ,  1975. Бу де м  ссылаться :  [А 9] ;  § 2.

Кр оме списка  учебников , приведен список некоторых пособий 
п сборников з а д ач  д л я  пос тупающих в вузы, которые можно 
использовать  при подготовке,  учитывая ,  однако,  что они ориен­
тированы  на стар ую ш кол ьну ю программу.

Л И Т Е Р А Т У Р А

О с н о в н а я :
[М 5] М атематика . Учебное пособие для 5 класса. Под ред. А. И. Мар- 

кушевпча. М., Просвещение, 1972.
[А 6] Алгебра. Учебное пособие для 6 класса средней школы. Под ред. 

А. И. Маркушевнча. М., Просвещение, 197С.
[А 7] Алгебра. Учебное пособие для 7 класса средней школы, любой год 

издания. Под ред. А. И. М аркушевнча. М., Просвещение, 1973.
[А 8] Алгебра. Учебное пособие для  8 класса средней школы, любой год 

издания. Под ред. А. И. Маркушевнча. М., Просвещение, 1976.
[А 9] Алгебра и начала  анализа.  Учебное пособие для 9 класса средней

школы. Под ред. А. Н. Колмогорова. М., Просвещение, 1973.
[А 10] Алгебра и начала  анализа. Учебное пособие для 10 класса сред­

ней школы. Под ред. А. Н. Колмогорова. М., Просвещение, 1976.
[Г 6] Геометрия. Учебное пособие для  6 класса средней школы. П од  ред.

А. Н. Колмогорова. М., Просвещение, 1978.
[Г 7] Геометрия. Учебное пособие для  7 класса средней школы. Под ред. 

А. И. Колмогорова. М., Просвещение, 1976.
[Г 8] Геометрия. Учебное пособие для 8 класса средней школы. Под ред. 

А. Н. Колмогорова. М., Просвещение, 1976.
[Г 9] В. М. К  л  о п с к  п й и др. Геометрия. Учебное пособие для 9 к л ас ­

са средней школы. П од  р е д . 'З .  А.. Скопеца. М., Просвещение, 1975.
[Г 10] В. М. К  л о п с к н й и др. Геометрия. Учебное пособие дл я  10 

класса средней школы. Под ред. 3. А. Скопеца. М., Просвещение, 1976.
Можно пользоваться и другими изданиями тех ж е  учебных пособий.
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Д о п о л н и т е л ь н а я :

1. А н т о н о в  11. Н. п др. Сборник задач  по элементарной математике.  
М., П аука, любой год издания.

2. К у щ е  и к о  В. С. Сборник задач  по математике. Судпромгиз,  любой  
год издания.

3. Ш а х н о К. У. Сборник задач  по элем ентарной математике повы­
шенной трудности. Минск, Высшая школа, любой год издания.

4. Е г о р о в  В. К. и др. Сборник задач  по математике для  конкурсных
экзаменов во втузы. П о д  ред. М. И. Скаиавн. М., Высшая школа.

5. Д о р о ф е е в  Г. В. ,  П о т а п о в  М.  К. ,  Р о з о в  Н. X. П особи е  но
математике для поступаю щ их в вузы. М., Н аука, 1967, 1971, 1972.

6. Б а ш м а к о в  М. И. Уравнения и неравенства. М., Н аука, 1971.



Т е м а  1. М Н О Ж Е С Т В А .  Д Е Й С Т В И Т Е Л Ь Н Ы Е  Ч И С Л А .  
М О Д У Л Ь  Ч И С Л А .  А Л Г Е Б Р А И Ч Е С К И Е  В Ы Р А Ж Е Н И Я  
И Д Е Й С Т В И Я  Н А Д  М Н О Г О Ч Л Е Н А М И .  
Т О Ж Д Е С Т В Е Н Н Ы Е  П Р Е О Б Р А З О В А Н И Я .  
Р А В Н О С И Л Ь Н О С Т Ь  У Р А В Н Е Н И И  И Н Е Р А В Е Н С Т В

1. М Н О Ж Е С Т В А . П Е Р Е С Е Ч Е Н И Е  II О Б Ъ Е Д И Н Е Н И Е  М Н О Ж Е С Т В .
Р А З Н О С Т Ь  М Н О Ж Е С Т В
См. [М 5] гл. 1, § 1; [Г 6] п. 11, 12

О п р е д е л е н и е  1: Мно ж ество  А  на зы вается  п од м н ож ес т ­
вом м но ж ест ва  В,  если все элементы мно жес тва  А  п р и н а д л е ж а т  
множ еству  В.  О б о з н а ч а ю т  это так:  А С В.
Если А  С В,  а В  С А,  то А =  В.

О п р е д е л е н и е  2: Объединени ем  двух множеств  А  и В  н а ­
зыва етс я  множество  С, состоящее  из элементов,  п р и н а д л е ж ащ и х  
хотя бы одному из множ ест в  А  или В.  О бозн ача ю т  это так:  
С =  / Ш  В.
Объедин ени е  3-х и более  множеств  определяется  аналогично.

П р и м е р  1. Если множ ество  А  — левый круг,  а множество  
В  — правый круг  (см. рис. 1), то С = А  с ' В  есть з а ш т р и х о в а н ­
ная  область.

П р и м е р  2. Если А = [ — 1; 2] ;  Д = [ 0 ;  3] ,  то С = Л ш ' В  =  
=  [— 1; 3] (см. рис. 2) .
Если А С В, то A  w  В =  В  (А  подмнож ест во  В ) .  Дейс твительно 
это хорошо видно из геометрической ил л ю с т р а ц и и - (с м .  рис. 3).  
А В =  В  ( з а ш тр и х о в ан н а я  о б л а с т ь ) .

Рис. 1 Р ис .  2 Рис. 3
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О п р е д е л е н и е  3: Пересечением двух мно ж ес тв  Л и В  н а ­
зывается  множество  С, состоящее  из элементов ,  п р и н а д л е ж а щ и х  
одновременно множеству  Л и В.

О б о зн ач аю т  это так:  С = А  г л В .
Пересечение 3-х и более множеств  определяется  аналогично.

П р и м е р  3. А г \ В  =  С — з а ш тр и х о в ан н а я  область  (см. 
•рис. 4) .

Рис. 4

К а к  видим,  термин «пересечение» по существу геометрического 
происхождения.

Если Л С В (Л подмнож ест во  В ) , т о  Л г л В = Л  (пр ои лл ю стр и­
руйте это геометрически) .

П р и м е р  4. Если Л — [— 2; 3] ,  В =  ] - - 1 ;  4[ ,  то С = Л  г л В —  
— ] — 1; 3] (см. рис. 5).

С

Рис. 5

О п р е д е л е н и е  4: Р азн ос тью  двух множеств  Л и В н а з ы ­
вается  множество  С, состоящее  из всех элементов  Л, не в х о д я ­
щих в В. О б о зн ач аю т  это так:  С = А  \ В .

П р и м е р  5. Если Л — левый круг,  В — правый  круг,  то 
А \ В  з а ш тр и х о в ан н а я  область  (см. рис. 6, а ) .  Н а  рис. 6, б 
А \ В  =  А.
1/42-3504 9



Таким образом,  чтобы получить разность  А  \ В ,  достаточно 
у дал и ть  из м но ж ест ва  А  общие элемент ы множеств  А  и В,  т. е, 
все элементы м но ж ест ва  А г \ В  па рис. 6а А ^ . В  =  С, на рис. 66 
А  г л В  =  0  — пустое-множество .  П р и м е р а м и  множеств  являю тся  
числовые множества :

О
6)

Рис. 6

N  — множество всех н атур альн ы х чисел;
Z — множество всех целых чисел;

Z 0 — множество всех неотрицательных целых чисел;
Q — множ ество  всех ра ци он альн ы х чисел;
R  — множество  всех действительных чисел;

R \ Q  — множество  всех ир ра ц ио на льн ы х  чисел;
R + — множество  всех пол ож ит ельн ых  действительных чисел.

М е ж д у  этими мн ож еств ами можн о запи сат ь  следующие соот­
ношения:

1) N C Z 0 C Z C Q C R .
2) N  U  { 0 } = Z 0.
3) Ес ли I  =  R \ Q  — множество  всех ирр ац ио на льн ых  чисел,

то

Q U I  =  R ,  Q Q  /  =  0 .

П р и м е р  6. Найт и объединение ,  пе ре с е че н и е /р а зн о с т ь  мно­
ж ества  четных.и нечетных чисел.

Р е ш е н  и е. Пусть  А  — множество  четных чисел,  В  — мно­
жество  нечетных чисел.

Это мо жн о  записат ь  так:

А — {п/п —-2k ,  k  f  Z)
В  — {п/п — 2k  +  1, k f Z } ,

тогда
объединением A  U  В  =  Z; 
пересечением A  U  В  — 0 ;  
разно стью А \ В  - А ; 
разностью В \ А = В .
10



П р и м е р  7. На йт и объединение  и пересечение  множеств  
целых чисел, не дел я щ и х ся  на 13, с множеством целых чисел, 
дел я щ и х ся  на 26.

Р е ш е н  и е. Пусть  А  — множество  целых чисел,  д е л я щ и х ­
ся на 26, В — множество  целых чисел, не д ел ящ их ся  на 13. Это 
можно записать  так:

тогда объединением С ~  A U В =  {п /п Ф  13/е, k  = 2 / n - f  1 т  £  Z) ,  
пересечением D  =  А  [\ В  ■= 0 ,  
ра зностью А \ В  — А,  В \ А  — В.

Яз ы к теории множеств  позволяет  взглянуть  с более  общих 
позиций на такие  в а ж н ы е  ра зд ел ы  школьного  курса  м а т е м а т и ­
ки, ка к  решение  уравнений,  неравенств ,  систем уравнений и н е ­
равенств  (см. [А 6],  пп. 53— 62; [А 8] ,  nri. 1— 5).

П  р и м е р 8. Р еш ит ь  уравнение:  x :i +  3х2 =  0.

Р е ш е  н и е.

К а к  видим,  дан но е  урав не ни е  равносильно совокупности 2-х 
уравнений (понятие  равносильности смотрите  ни ж е) .
[ — символ совокупности.

Решением совокупности 2-х уравнений являетс я  объединение  
множеств  их решений.

Н у ж н о  обязат ельн о запомнить:  совокупность и объединение  
множеств  — два  соответствующих друг  другу  понятия.

П р и м е р  9. Р еш ит ь  уравнение.

К а к  видим,  данно е  уравне ние  равносильно системе ур авне ния  и 
неравенства.  Ре шени е  системы уравнений или неравенств есть 
пересечение  множеств  решений всех уравнений или неравенств,  
вх одящ их  в систему.

А  — {п/п  =  26k  — 13 • 2k  k  £  Z)  

В - - {п / п  ф  13 k, k  £  Z) ,

[xs +  3x2 =  0] <  =  >  [ x \ x  +  3) =  0] <  =  >  *  3 = 0  <  =  :

<  =  >  *  > { ^  =  0} и  {JC= — 3} = { 0 ;  - 3 } .

" x = 0

X ( X A1} °  < - = >  [ jc- 1 = 0  <  =  > ( 0 ;  1 } П ^ \ { 0 }  =  (1}.
х ф  0

3— 3504 l i



Итак,  нужно запомнить:
Система и пересечение множеств  — два  соответствующих друг 
другу  понятия.  Повторим еще раз:  когда  ищут пересечение  — го ­
ворят  «система»;  когда ищут объединение  — говорят  «совокуп­
ность».

П р и м е р  10. Постройте  множество точек плоскости,  к оо р­
динаты которых уд овлетворяю т следующим соотношениям.

Р  е ш е п и с (см. рис. 7).
Ре шени ем  является  пересечение  множеств  А — точек,  л е ж а ­

щих пр авее  прямой х  =  2. В  — множ ество  точек,  расп ол ож ен ны х  
н и же  прямой у  —  3 и л е ж а щ и х  па этой прямой.
С я в А [ \ В  (на рис. 7 д войн ая  ш три хов ка) .

Р е ш е н  н е  (см. рис. 8) .  Пусть  А  — множество  точек пл ос ­
кости, уд ов лет вор яю щих неравенству  х  +  г / < 3, т. с. множество  
точек,  л е ж а щ и х  ниже прямой х у  —  3, В  — множество  точек 
плоскости,  удов ле твор яю щ их  неравенству  х  — 1, т. е. мн о­
жество  точек,  л е ж а щ и х  выше прямой и па прямой л: — у =  1.

Р ешени е  системы есть множество  С = А  q  В.
Интересно сравнит ь  решение  этого примера  со следующим:
в) (хАгУ  — 3) ( х — у — 1 ) > 0 .  Р еш ит ь  неравенство  графически.  
Р  е ш е п и с - Э т о  неравенство  равносильно

Рис.  7 Рис. (V
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(л 4 - у — 3) -[(х +  у —  1) >  о 

“ | х  +  у г - 3  >  О г |
j х — у — Г > О  I

<  =  >
Х +  у >  3 

х — г/ >  1

х  +  у  <  3
X — у  <  1 .

Решением этого неравенства ,  как  видим,  являетс я  о б ъе ди н е­
ние мно жества  решения двух  у к а з а н н ы х  систем. В результате  
чего получаем множество  точек двух  вертикал ьны х углов  (см. 
рис. 9) ,  не вкл ючая  стороны этих углов

Р е ш е н и е .  М нож ество  решении этой системы есть пересе­
чение множеств  решений входящ их - в него неравенств (см. 
рис. 10).

Д л я  того, чтобы найти это множество ,  нужно построить прямую  
у  — х — 1 = 0  и взять, любую точку на плоскости,  например 
0 (0; 0 ) ,  и подставить координаты этой точки в неравенство  
у  — х ^ 1 .  Получим 0 — 0 >  1 — неравенство  ложн ое ,  с л е до в а ­
тельно,  точка О (0, 0) 4  А  значит  множество  А  есть множество  
точек,  л е ж а щ и х  на д  прямой у  — х — 1 = 0 ,  В  — мно жес тво  т о ­
чек, уд ов ле твор яю щ их  неравенству  х2+ г / 2^ 9 ,  т. е. множество  
внутренних точек круга.  Решением является  множ ество  С = Л г л  
гх В  (двойная  штр и хо вка ) .
3* 13

У

Рис. 9 Рис.  10

А —• множество  точек плоскости,  удов ле твор яю щ их  неравенству



II. М О Д У Л Ь  Ч И С Л А

О п р е д е л е н и е  5: [ М 5 ] , п .  8.
М одулем числа н азы вает ся  расстояние  от на чала  отсчета до 

точки, которой соответствует это число.
И з  определения следует,  что модуль любого  нео триц ат ельн о­

го числа  равен са м ом у  числу,  модуль  любого  отрицательного 
числа равен числу, ему противоположному, ,  т. е.

х, если х >- 0 | ^

— х, если х <  0 j
З апо м н ит е  | х  | ^ 0  для  любого  х f  R.

И з  определения следуют такие  свойства абсолютных величин:

1) | X H I — X I

2) х  С  | х [;

— х < I х  |
д о к а ж и т е  самостоятельно.

3) | X) — х2 J — есть расстояние  ме жд у д ву мя  точками Х\ и х2.

I ху Х2 | Д2' X1 >

4) 1 х, +  х2 I <  ! х, +  | х2 | ;
б) | х | -Ха i З:- i Xj_ | | х2 | ,

6 ) | Xj • x 2 | — ; Xj | • | X2 | ,

7) Xi
*2

Xl
i x 2 I ■

И з  определения  ж е  очевидны решения следующих н е р а ­
венств.

П р и м е р  1. j х  — 3 j >  ■— 1.
О т в е т :  х 3 R,  так как  модуль  любого  числа есть число не­

отрицательное.
П р и м е р  2. | х — 5 | С  — 5.

О т в е т :  х £  0  по тем ж е  причинам.

Обычный прием решения уравнений,  неравенств ,  построения 
графиков  функций,  сод е р ж а щ и х  • переменную под зн ак ом  м оду ­
ля,  — «раскрытие» модул я  — состоит в следующем:  исходя из 
определения модуля ,  множ ество  допустимых значений пер емен­
ной р а зб ив аю т  на неп ересекающиеся  подмножества ,  на  к аж до м  
из которых все функции,  соде р ж а щ и ес я  под знаком модуля ,  со­
х ра ня ю т  знак.  После  этого решение  исходной зад ач и сводится 
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к решению совокупности систем уравнений и неравенств .  Р а с ­
смотрим примеры:

П р и м е р  3. Р еш ит ь  уравнен ие
| х + 5  | +  | З х — 4 | — 2* — 4 =  0.

Р е ш е н и е .  Ра зо бье м  числовую ось па ие п ересекающи еся
пром ежутки

] — -  ; — 5[, [ — 5; X  ; +  Р°[

Н а к а ж д о м  из этих пр ом еж утко в  в ы р а ж е н и я  х +  5 и З х — 4 
с охраняю т знак .  « Р а с к р ы в а я »  модули,  приходим к  следующей 
совокупности'  систем:

х <  — 5

- (х +  5) -  (Зх -  4 ) — 2х -  4 =  0 
4

X

( — 5 <  X <

| x - f -5  — (Зх— 4 ) — 2х — 4 = 0

( * > 4
■5-ЬЗ х— 4 — 2 х — 4 = 0  

х  <  — 5 
х  =  5_

— 5 <  х  <

< = >

( х  ■

— 5

-5 =  0 
4

- 4 х + 5  =  0 

х
3

2х =  3

<  =  >

О т в е т :  х ( / А .  ± \1 4 -  о »

X  >  -

2х =  3

х  е  0

5
Х — 4

3
Х = 3 ~2

Аналогично можн о ре ш а т ь  и неравенства .  Но,  к а к  видно из п р и ­
веденного примера ,  этот метод довольно-таки громоздкий,  а д ля  
неравенств он еще ус лож ня ет ся .  Поэтому при решении н е р а ­
венств удобно пол ьзоваться  теоремой,  которая  легко  д о к а з ы в а ­
ется.

Т е о р е м а .
(/ (х) <  g (-v)

l / . w  >  — g  (x)
15



2 ) '  /' (.v) г  i,v) <  •

П р и м е р  4.

.v -  2 <  3

/  (А') <  — g  (*).

<  =  >  — 1 < х < 5 .
х  <  5

| X 2 | <  3 <  > | д. ,2 . < "  >  |.v >  .1

О т в е т :  — 1 < х < 5 .

Геометрическую ил лю страцию ответа  см. на рис. 11. 

П р и  м е р 5.
1

<  =
-2
-4.

х + 3

х + 3  <  — 1

З а м е т и м , - ч т о  совокупность неравенств нельзя  запи сат ь  в виде 
двойного неравенства.

О г в е т: ] —  о о ;  —  4] с  ’ [ —  2; +  оо  [.
Геометрическую ил лю ст раци ю ответа  см. на рис. 12.

S  X

Рис. I I

П р и м е р  6.

■2 X

Рис. 12

2х +  2 <  х  — 4
| 2 x  +  2 | = g x  4 <  > \ 2х  +  2 ^  _ ( . г- _ 4) <  , >

х  <  — 6 
Зх Г- 2

О т в с т: х f  0 .

П р и м е р 7.

| Зх +  4 | >  х — 1 -

= >
х С  - 6

<  =  > * 6  0 .

Зх +  4 >  х  — 1 

З х + 4  <  -  (х— 1)
<  =  >



О т в е т:

\ —  с о ;  — | - Г » Д  —  - j - ;  +  с о  [ = / ? .  -  J  - 3  х

2. h
Геометрическую ил лю страцию см. 
на рис. 13. Рис. 13

III. А Л Г Е Б Р А И Ч Е С К И Е  В Ы Р А Ж Е Н И Я  II Д Е Й С Т В И Я  
Н А Д  М Н О Г О Ч Л Е Н А М И

Об алгебраических в ы р а ж е н и я х  можно прочитать  [А 6] ,  п. 2, 
с. 5. Понят ие  многочлена — [А 6],  п. 44, с. 151. Обычно в ы з ы ­
вает затруднени я  деление  многочленов.

Пусть  даны дв а  многочлена:

Р п ( а )  =  а пх п +  a „ _ i  A' " - 1 +  . .. +  а хА +  о 0 и

Q,„ (а) = Д т  а'" +  bm^ i ' x m- 1 + . . .  +  b 1x  +  b0 и пусть /г’э» «г.

Ча стн ым от деления  этих многочленов  н азы вается  многочлен 
5 ( a)  такой,  что

P n { x ) = Q m (x) ■ S(X) .  (1)
Р  (X)П ри этом п и ш у т » ” , —О? (а ) .  Нетр удно видеть,  что S ( x )  —

Чт \х )
Xs 4 “ 1

многочлен степени п — т.  Н а п р и ме р  ■ х у -  ---а 2— а + 1 .  Д е й ­

ствительно А3 +  1 =  ( а  + 1 )  ( а 2 —  А +  1). Если многочлен Р п ( х )
делится  па Qm ( x )  с остатком R ( x ) ,  то Р п ( х )  =  Qm.(x)  - S ( x )  +
+  R ( х )  ( 2 ) ,
причем,  степень S ( x )  р авна  п— т,  а степень многочлена  R ( х )  
меньше т.

Р  (х)
Тогда  S ( x )  н а зы ваю т  целой частью частного ■»" , . .

V rri \х )

1 | ! | 2 ' т а - 5 и  +  т а -  ' (3)
Прак ти чески  деление  многочленов выполняется  по схеме, к о ­

торую мы разб ер ем  на примерах.
П р и м е р  1. Многочлен а 4 — 2 а 3 +  2 а 2 — 2 а + 1  р азд ел и ть  на 

двучлен а  — 1.

Р  е ш е н и е. Р а с п о л о ж е н н ы е  в поряд ке  у б ы ван ия  степеней 
многочлены надо за пи сат ь  так,  к ак  это делается  при делении ч и­
сел «уголком».  Д а л ее ,  старший член делимого  а 4 делим на  с т ар ­
шин член делителя  х,  в ре зул ьтате  чего получаем старший член 
частного а 3, который за пи сываем  под чертой.  У м н о ж а я  затем 
этот старший член а 3 почленно на делитель,  за пи сываем  резуль-
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та г х4 — Xs под дел им ым ,  причем члены одинаковой степени н у ж ­
но за пи сывать  дру г  под другом.  Выч итая  из делимого  получен­
ное выраже ние ,  получаем новый многочлен: — х:1-)-2х2— 2х- \ - \ ,  
с которым повторяем описанную операцию.  Д е л ен и е  пр ои зво­
дить  до тех пор, пока в резул ьтате  очередного вычитания  не по ­
лучим нуль (ка к  в нашем примере) или многочлен степени, 
меньшей,  чем степень делителя .  (Такой пример будет ра с с м о т ­
рен н и ж е ) .

_  х 4— 2xs +  2.v- -  2х  -|- 1 х  — 1
.V"4— X

— х3 -Т 2х" — 2,v Н~ i
. ?  v3

-Xй +  X '— 1

— Jx3 +  х2
-2х  +  
- х

1

х +  1
Х +  1

х  ра зд ел и ть  на  х 3 +  2х  — 3.
6 и оста-

0

П р и м е р  2. Зх5 — 7x i -|- 2х2 
В резул ьтате  деления  получим целую ча*сть Зх2 — 7х - 
ток 25х2— 10а— 18, степень которого меньше степени делителя  
a 3 -f- 2х  — 3.

П  р и м е р„2.

З а 5 - 
"З а 8

7  а 4
+  6 х 3

2 а 2 - 
9 а 2

х3 +  2х — 3

•—  7 а 4 —  6  А3 +  1 1 А2 —  X 
'  7  А4 -  14а 2 +  2 1 а

З а 2 — 7 а — 6

- 6 а 3 +  2 5 а 3 — 2 2 а  
- 6 х 3 —  1 2 а  + 18

2 5  а 2— 1 0 а — 18.

Со гласно ф ор муле  (3) мо ж ем  за пи сат ь  резу льт ат  деле ния  в ви­
де:

Зл-5 — 7х* +  2x2* 
х 3 +  2 х  —  3 - З а 2 —  7 а -— 6 Т

25 а 2  —  Юл 18
2л — 3

IV. Т О Ж Д Е С Т В Е Н Н О  Р А В Н Ы Е  В Ы Р А Ж Е Н И Я  
Т О Ж Д Е С Т В Е Н Н Ы Е  П Р Е О Б Р А З О В А Н И Я  
См. [А 5] п. 42, [А 8] п. 31

НА М Н О Ж Е С Т В Е .

О п р е д е л е н и е .  Д в а  вы ражения называются тождественно 
р а в н ы м и  на множестве, е сли  на этом множестве они  имеют 
смысл  и все их  соответственные зн а чен и я  равны.
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КОРЕНЬ п СТЕПЕНИ ИЗ ЧИСЛА а. 
АРИФМЕТИЧЕСКИЙ КОРЕНЬ

О п р е д е л е н и е .  Пусть  п — нат ур альн ое  число. Тогда  к о р ­
нем п степени из числа  а н а зы вается  число, п степень которого 
р авна  а. Из  определения следует,  что если п — нечетное,  то

[ у ~ а ]  на множестве :  {« | сг (д /?} •
Д л я  корней четной степени вводится  понятие  арифметического '  
корня п  степени из числа  а.

О п р е д е л е н и е .  Арифметическим корне м п степени (п 
четное) из  числа  а называется неотрицательное число,  п сте­
пень  которого ра вн а  а.

( у ~ а )  ~ а на множ ест ве  {а/а  £  R,  а  >  0}, а ^ О ,  т а к  как  четная
степень любого  действительного числа  есть число не от р и ц ат е л ь ­
ное.

П
За метим ,  ~У а ф> 0.

З А П О М Н И Т Е :
п — нечетное п четное

' У а  — Ь, где ' У а  =  Ь, где
a ^ R  и b ( - R  а  з= 0 и b 0.

Введенное определение корня нечетной степени несколько 
отличается  от школьного.  В школе,  например,  У —8 не опр еде ­
ляется ,  т ак  ка к  — 8 < 0 .  По введенному нами определению 
° У — 8 — — 2, что позволяет  значительно упростить  решение  у р а в ­
нений, соде р ж а щ и х  р ади ка лы .  Р а з б е р ем  несколько простейших 
примеров:

\ / х 5 — х; 4/ х *  — \ х \ ш,

1/ x 3y i  - х у  у  у  ; V x - y z — У I х  | у  у.
И з-п од  корня у  выносим без з н а к а  модуля,  т. к. корень  четной 
степени определен только  д ля  нео трицательных чисел,  поэтому

х н /  з=  0 =  >  у 3 >  0 =  >  у  з=  0 =  >  | у  | =  у.

Г1 р и м е р 1, У п рости ть 'в ы ра ж ени е

L L
I 2 4  1л X — 1 X X Т" , I  ̂ А—- х 4 +  1 при х  >  0.

L  L  L
4 , 2  2

X +  X X

Р е ш е н и е. Р а з л о ж и м  на множители выражение :
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J_ L
x 1 =(л2 -  l) (x2 +  l);

2. i_ L  L  L L 1 i_
X* +  X2 =  X2 (x4 +  1); -v2 +  X4 =X* (X4 +1). 

Тогда  вы р а ж е н и е  А  примет вид: 

i  i  i  1 

A  =  (x ~ Ч  (* , +  1} ' л' (x +  1} • .H +  1 --= x 2 - 1 +  1 =1 1 1
,x (.K -I- 1) (x +  1)

I
= - X 2 X.

О т в е т :  A =  |/x.

П р и м е р  2. Упростить вы р а ж е н и е

,, a +  | x +  Y a  — ] rx . -. , . .
в  —  - 7 - — ~  л — = = = ,  если x =  4 (a — 1), (a >  1).

K a - l -  l  -v — V  a — У х

Р е ш е н и е .  При х = 4 ( а — 1),  ( a > l )  вы р а ж е н и е  имеет 
смысл.  Освободимся  от иррац ион ально сти в з н а м ен ател е  и пр и­
ведем подобные члены.

В V  а +  У х  -|- V а — У  х  ( V  а +  У  х +  V  а — У  х ) “

+  У х  — V а  — У х  ( V  а +  У х

-\-У х \ + 2  У  а-У У х  • У  а — У'х

- \ У а — \ - х  

а — 1 .с
С1 -}— \  X — U “р У  X

2 (а -|- у  a2 — х) a -f- \  о2 — х
У х2 У х

' По дст авим  за д ан н ое  значение  х =  4 (а— 1) в ]/ а2-—х

]/ а2 —х — \ ла2—4 (а —; 1) =  \АсСи—4а +  4 =  \  (а — 2)2

.а — 2, а >  2 
=  |а-2 i = j 2_ aj 1 <а<2.

Сл едо вательно,  дан ное  вы р а ж е н и е  запишется:

« +  У и 2 —  X I
В

1 V IX = •)(<!— 1)

1 а +  а — 2

2 у  а —  1
а -| - 2 ■— «
2 ) /«  — И

, 1 < а < 2
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2 Y a — i
1 <  u < 2

Y u  — l
1 < a < 2 .

О т в e r:

B =
\Va  —  1, a >  2

г, 1 < a < 2  .
. / a  — 1

П p и м е р  3. Упрости ть в ы ра ж ен и е

Л -  / х  +  2 Y x ^ T  +  V х — 2 Y x ^ Y .

Р е ш е н  и е. 11оложим }'х — 1 — у.  Очевидно,  что у ^ О  ( з на че ­
ние арифметического  корня)  х — 1 - у 2 < + -  Л- я  =  г/3 +  1- Подста­
вим х ~  у2-f  1 в А:

А - 1 / 7 + 1  +  2 у  Л- V y 2+ \ - 2 y =  V  {У +  I)2 +  V W ^ W  =
j y  +  \ + y - Y  у  >  1

= . ! ! / +  l +  l i / — П = + + 1  +  1 _ й  о < ; ; <  1 -  

_ 12у, у > 1 
12,  0 <  у <  1.

Учтем, что если у  =  \  х — 1 > 1 ,  то .V +  2, а при 0 +  у < 1  

О с y ' J ^ A  <  1 (1) <  =  >  0 <  х — 1 <  Г  1 +  .г- <  2

(возвели в к в а д р а т  неравенство  (1) ,  см. ни же  теор. 4, п. 5).  
Тогда

А  -
(2 V x — 1,  х  >  2

О т в с т:
12, 1 <  х  <  2.

, _ (2 ) /  х  — 1, х  +  2 
|  2, 1 < х < 2 .

V. П О Н Я Т И Е  Л О Г И Ч Е С К О Г О  С Л Е Д О В А Н И Я .
Р А В Н О С И Л Ь Н О С Т Ь  У Р А В Н Е Н И И  И Н Е Р А В Е Н С Т В  
(См. [А 7], пп. 20, 21)

О п р е д е л с н и е 1. Говорят,  что из п ре д лож ени я  Р ( х )  с ле ­
дует  пр едложе ние  Q ( x ) ,  если при всяком значении переменной,  
о б р а щ а ю щ е м  Р ( х )  в истинное высказ ывани е ,  Q ( x )  о бра щ ается
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т а к ж е  в истинное высказывание .  В таком случае  записывают:  
P ( x )  =  > Q ( x ) .

Вспомним, что решением уравнения  (пли нер авенства)  н а з ы ­
вается значение  переменной,  о б р а щ а ю щ е е  уравне ние  (пли н е р а ­
венство) в истинное высказ ыва ние .

Тогда ,  если из уравнен ия  Р ( х )  = 0 Q ( x ) — О, то люб ое  р е ­
шение Р ( х ) —  0 являет ся  решением Q ( x )  =  0, a Q ( x )  —  0 може т  
иметь решения,  не я вл яю щи еся  решениями Р ( х ) ~  0. Пуст ь  Л4,,— 
множество  решений Р ( х ) =  0, a M Q — мн ожество  решении 
Q ( x )  =  0. Ясно, что P ( x ) = 0 = > Q ( x )  =  0, тогда,  и только  тогда,  
когда МуХ С M q. (Множ ест во  решении Р ( х ) =  0 есть п о д м н о ж е ­
ство решений Q ( V ) = 0 ) .  П оэ тому при за мене  уравнен ия  и н е р а ­
венства па следствие  мо жн о  получить «посторонние» решения.

П р и м е р  1. Р еш ит ь  ур авнен ие  ] / л '2-— 3 — •— 1.
О. Д .  3.  а'2 — 3 >  0, _]_* ! а  >  V '  УЗ“  или а  — V T ,  т.е.
] — оо;  —  у  3  ] U [  ]/" 3 ;  +  о о [ .

у Д 72—“3 =  — 1 (Р (а-)= 0)— > а 2—3== 1 (Q (а) =  0).
Уравн ени е  Q ( X ) = 0  имеет  д в а  решения:  х  =  2 или а — — 2, кото­
рые п р и н а д л е ж а т  О.Д.З .  уравне ния  ) ' а 2 — 3 =  — 1. Уравнение  ж е  
Р ( а )  =  0 : ] /а 2 — 3 =  — 1 не имеет ни одного решения в О. Д.  3.,  
т. к. Уа2 — 3 =  — 1 л о ж н о  при всех допустимых зн ач ени ях  а 
(арифметический корень не м ож ет  быть от рицат ельны м числом) .  
Корни а = 2 ,  а  =  — 2 — посторонние  корни. Уравн ение  Р ( х )  =  0 
решений не имеет.

О п р е д е л е н и е  2. Если из первого пре дложе ни я  следует 
второе,  а из второго следует первое,  то эти пр едл ож ени я н а з ы ­
ваются  равносильными.  Уравнение  Р ( х )= = 0  равносильно Q ( х )  =  
=  0. З а п и с ы в аю т  так:

Р  (а) =  0 <  =  >  Q-(a) =  0.

Из  определений следует,  что если Р ( х )  = 0  и Q ( а ) = 0  — у р а в ­
нения и Му, и M q — мн ож ест ва  их решений,  то Р ( а )  =  0 <  — >  
< = > Q ( a ) = 0  тогда и только тогда,  когда М Р (  M Q и M Q C М Р, 
т. е. M p = M Q. (Аналогично д ля  неравенств,).

Ин ач е  говоря,  равноси льн ы те и только  тс уравнения  или не­
равенства,  множ ест ва  решений которых совпадают.

При решении уравнений применяются  следующие теоремы 
равносильности уравнений.

Т е о р е м а  1. Е с л и  к обеим частям у р а в н е н и я  прибавить и л и  
из об еих  частей у р а в н е н и я  вычесть число и л и  выражение , и м е ю ­
щее смысл  в О.Д.З.  данного  у р а вн ен ия ,  то п о лу чи м  уравне ни е ,  
ра в н о с и л ь н о е  данном у.
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Т е о р е м а  2. Е с л и  обе части у р а в н е н и я  умножить и л и  р а з ­
делить на  число  =Д0 и л и  выражение , отличное от 0 в О.Д .З .  д а н ­
ного у р а в н е н и я , то получим, уравн ен ие ,  рав н о с и л ь н о е  данному.  
Т е о р е м а  3. Если f ( x ) ^ 0 и с р ( х )  0, то ур ав не ни я  ) ' ( х )  =  
=  ср( х )  и f2( x ) - ~ ср2(Х) равносильны.

Т е о р е м а  4. Урав не ния  f ( x )  =  q>(x) и р и и ( х )  =  ф2 h+i ( х )  
равносильны.

Р е ш а я  уравнения ,  мы обычно совершаем над  ним разли чн ые  
преобразо вания ,  при которых не всегда  приходим к уравнению,  
равнос иль но му данному.  Это чаще всего происходит  при н а р у ­
шении условий теоремы 2 или 3. ______
Так,  в у ж е  рассмотренном выше уравнении ] 'а2 — 3 =  =  1 мы во з­
вели обе части уравнения  в квадр ат ,  получив ка к  .следствие 
уравне ние  х2 — 3 = 1  не равносильное  данному.  Это произошло 
потому, что п ра вая  часть уравне ни я  — отрицательное  число, 
т. е. не выполняется  условие  теоремы 3.

П р и м е р  2. Уравнения
х +  4 =  0 (1)

и  (А2 + 1 )  (а  +  4 ) =  0  , (2)

равносильны, т. к. второе  уравнен ие  получилось  из (1) у м н о ж е ­
нием обеих частей уравне ния  на вы р а ж е н и е  х2 +  1+=0 в О.Д.З.  
ур авне ни я  ( 1 ) , т .  е. а  +  4 =  0 <у =  >  (а 2 +  1) ( а  +  4) — О.

П р и м е р  3. Уравнения,  а  +  4 =  0 (1) и ( . х— 1 ) - ( а + 4 ) = 0  
(2) не равносильны,  т. к. О.Д .З .  ура вне ния  (1) — все дей стви­
тельные числа,  а при а = 1  вы р а ж е н и е  а — 1 = 0 .

Уравнение  (1) имеет одно решение  х  — — 4. Уравнение  (2) 
имеет  дв а  решения х  =  — 4  и а = 1 .  Э то  произошл о потому, что 
нарушено  условие теоремы 2.
Аналог ичные  теоремы равносильности можн о сфор му ли роват ь  и 
д ля  неравенств .

Т е о р е м а  1'. Е с л и  к обеим частям неравенства прибавить  
и л и  вычесть одно и то же число  и ли  выражение,  им ею щ ее  смысл  
в О.Д .З .  данного  неравенства, то п о лу чи м  неравенство, р а в н о ­
сильное  данному.

Т е о р е м а  2'. Е с л и  f ( x ) ^ c p ( x )  и выражение  А имеет смысл  
в О.Д.З .  данного  неравенства, то

/  (а ) >  ср (а ) <  =  >  A f  (а ) У А  ср (а ) ,  если А  >  0 и 
/  (а ) >- ср (а ) <  =  > / 1 /  (a ) sc Лр (а ) ,  если А <  0.

Т е о р е м а  ЗУ Неравенства
0  +  /  ( а ) ей  ср (а ) <  =  >

(/ (Д)2" ^  (<Р (Д)2"-
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Т е о р с м а А'. Неравенства

/ М <  ?  ( х )  < - >
(/ (х)Тп+'  <  (? (л'))2л+ 1.

П р и м е р  4. Решить  неравенство

Р е ш с и и е

(т. к. | х — 2 | > 0  и выполняется  условие  теоремы.  Возведем обе 
части неравенства  в кв ад ра т .  Мы имеем право это сделать,  т . к .  
| х -f- 3 | ^ 0  и \х — 2 | > 0 ,  т. е. выполняется  условие  теоремы 3. 
Таким образом,

Р е ш е н и е .  О.Д .З .  данного  неравенства  { х \ х  £ R} .  Если 
возведем обе части неравенства  в квадрат ,  получим неравенство,  
не равносильное  данному,  т. к. \2х  — 3 | ^ 0  в О.Д.З . ,  а х  в
О .Д.З .  м ож ет  при нимать  к а к  положительные,  т ак  и отр и ц а т е л ь ­
ные значения .  Поэт ому  способ решения,  примененный в примере  
№  4, не подходит.

Используем определение  модуля .

1) Пусть  2х  — 3 ^ 0 ,  т. е. х ^ 3/2, тогда | 2 х — 3| =  2 х — 3 и по­
лучим систему неравенств :

Значит ,  решением будет пр ом еж уток [ -’/г; 3 [ (см. рис. 14);
2) Пусть  2х  — 3 < 0 ,  т. е. х<Ср/2, тогда |2х — 3 1 =  3 — 2х  и 

получим систему неравенств

! х +  3 | <  | х  - 2  | <  =  > х 2 +  6х +  9 <  ха— 4х +  4 <  =  >  

<  =  >  Юх < — 5 < = > х < — 0,5.
О т в е т :  ] — .оо; — 0,5 [. 
П р и м е р  5. Ре шит ь  неравенство

| 2 х — 3 | < х .

Решением будет пр омеж ут ок  ] 1; :]/2 [ (см. рис. 15). 
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О бъедини м оба решения:  ] 1; 3/2 [ w  [ 3/2; 3 [ =  ] 1; 3 [  (см.
рис. 16).

1 3  -V
PlIC. 16

О т н е т: ] 1; 3 [.

В О П Р О С Ы  Д Л Я  С А М О П Р О В Е Р К И

1. Перечислите  основные числовые множества .  Д а й т е  их оп ­
ределения.

2. Д а й т е  определение пересечения,  объединения и разности 
множеств .  Д а й т е  геометрическую интерпретацию этих операций.

3. Найд ит е  объединение и пересечение множ ест ва  всех р а ­
циональны х чисел и м но ж ест ва  всех конечных десятичных д р о ­
бей.

4. На йд ит е  объединение ,  пересечение и разность  множества  
чисел вида 4/г и множ ест ва  чисел вида 6k.

5. Пусть  А  — множ ество  делителей 30, В  — мно жес тв о  д е ­
лителей 60. Истинны ли вы ска зы вания:

а) Л С В;  в) A  U  В  =  В;
б) В  С А;  г) A  q  В  =  А .

6. П о к а ж и т е  штриховкой на координатной плоскости м н о ­
ж ество  точек,  координаты которых уд овлетворяю т системе н е ­
равенств:

( г/ >  2х +  6 1У +  х > 2  | у > х а

3) у < -  2 х  +  б ; б )  U > 2  +  2 ; в ) ,  у  4  <  0 ;
I У <  5 I

г) (У — х 2) ( у — 4) >  0; ' д) (х2 -Ь/У2 - 4 )  (х* +  У2- 9) >  0.
7. Выполнить деление многочленов:  •

а) (х4 +  2а'3 — х 2 +  Зх +  10) : (х +  2);
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б) (2х5 -+- х2 — 4х +  1) : (*3 — 2х2 +  4 х - 3 ) .
8. ДаГпс  определение  корпя нечетной степени и а ри ф м ет и че ­

ского корня четной степени.
9. Упростить:

а) у 'х*уъ\ б) V  а3Ь(';\ в) у ' х ' :у3; г) } / х 4гД
10. Упростить:

( 4 — t V - — ) • Г ( « - 1 ) У (а +  1 р - т ^ ] М ’V 2 4а— ' а ) [ '  у («2— 1)(а— 1)

11. Реш ить  уравнение:
„ч 7х +  4 . | Зх— 5 |
а) — =  x + 2 - r - L ;  

б) .| х  —5 | +  | 2 х — 3 Ц - 4 х  — 1 = 0 .

12. Реш ить  неравенства :
а) (,t— 2) > — 2 в) (2х +  3) <  4

б) (х +  1) >  2 г) (х  +  3) <  2л- д) (2х — 5) >  х.

13. Бу дут  ли равноси льны  следующие пары уравнений.

а) x s +  2х2 =  0 и х 3 +  2х2 +  1 ~  =  Т Д щ ’

б) х 2 +  2 х = - 3  и x2 +  2 x + l g ( x + l ) = 3 + l g ( x  +  1);

в) х2— 4 х = 0  и х 2— 4 x - j - l g ( 5 — х) — lg (5— х);

г) /  (х) =  £  (х) и lg /  (х) =  lg g  (х);
д) lg х2 - 4  и 2 lg х  = 4 ;

е) 1 g л:2 — 1 и х 2- - 1 0 .

К О Н Т Р О Л Ь Н А Я  Р А Б О Т А  №  1

1. На йт и объединение ,  пересечение  и разность  м но ж ест ва  це­
лых чисел,  не д ел ящ их ся  па 26, с множеством целых чисел,  д е ­
л ящи хся  на 13.

2. П о к а ж и т е  штриховкой на координатной плоскости м н о ж е ­
ство точек, координаты которых уд овлетворяю т системе н е р а ­
венств.

(х2+  г/2 <  25; б) (х2 +  г/2— 25) (у - х 2) <  0. 

а) \ у  >  *
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3. Вычислить:

( 0,425
3
5 0 ,005 ] : 0,1

30 ,5  0 +  3 g
5

26 : 3 - у

4. Упростить:

( 2

2

2ах (х2 —  я2)
2

5. Выполнить деление  многочленов:

а) л-4 +  х 3— х — 1 на х 2— 1;

б) Зх5— 4х4 +  2х2 +  х + 1  на х3 +  х  +  2.

6. Р еш ит ь  уравнение

б) | 2х +  4 | +  | З х — 4 | — 6 х — 7 = 0 .

7. Р еш ит ь  неравенства

а) | 2х +  1 | <  2; в) 3 | х — 1 | х -{- 3;

б) | Зх — 1 [ >  2; г) 3 | х +  \ | >  х + 5 .

8. Ра вн оси льн ы ли уравнения  или неравенства

Т е м а  2. Ф У Н К Ц И Я

1. Опр еделение  функции.
2. Г р аф и к функции.
3. О б р а т н а я  функция и ее график.  Свойства  обратной функ-

а) х +  2 « 0 ;  х3 (х +  2 ) = 0 ;

б) £ ± 3  < 3  х + 3  <  Зх;

п) Ц ± 1 |  >  3; | х  +  3 | > 3 | х

Ц1111.
4. Четные и нечетные функции.
5. Периодические  функции.
6. Монотонные функции.
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См. [ А 6 ] ,  п. 17; [А 10] м ат ер и ал  для  повторения.  
П р и м е р  1. Найт и область  определения  функции:

/ 9  — х*~

Р е ш е н и е

а) У

D  ( у ) — \ х
9 — х 2 >  0 )

х —-1 +  0 j

Реш им систему неравенств
' 9 - г ^ 0  (х2 : 9

х — 1 ф  0 >  \ х  ф  1

0>

Р е ш е н и е

- 3  <  х  <  3

х  ф  1

б ) у  — a rcs in  + i i

\ х  ф  1 "

D (у)', [ - 3 ;  1 [U] 1; 3 J  

1
lg (х +  3) '

D (У) х  /  х  +  3 >  О

l g ( x  +  3 ) >  О 

Решим систему неравенств

х +  1 . 1

| X +  1
< 1

х + 3  >  О 

lg(.v +  3) ф  О

I X + 1  | +  I X | 

х + 3  > 0  <  =

X +  3 =т= 1

| ( х + 1 ) 2 +  X я | х 2 +  2 х +  1 —

^  —

VСОЛнЛ

\ х  >
1 х  -/ — 2 1 X ф  —

2 х + 1 ’ 0
1

X -V -  2

< = >  ■х > — 3 <'- ^ * V 
.

СО Л II V

х ф  —  2 х Ф  — 2

D ( у ) : I — 3; — 2 [ U ] — 2; — i-

= >

3 < Х  S  2

]■
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П р и м е р  2. К аки е  из приведенных ни же  функций являю тся  
четными и ка ки е  нечетными?

Р е ш е н и е .  Функция sin х,  как  известно,  нечетная  функция,  
следовательно sin 2х  т о ж е  нечетная;  s in 3 2х  то ж е  нечетная,  так 
к а к  при возведении в нечетную степень нечетной функции п ол у­
чается  нечетная  функция.  Cos  х  — ф ун кция четная ,  с л е до в а т е ль ­
но, cos Зх  то ж е  четная  функция.
За помните:

где «н» — четная  функция,  а) «н/ч» — нечетная функция.  
Поэт ому  s in 3 2 х -cos Зх  — нечетная  функция.

З н ач и т  f ( x )  =  — f ( — х ) .  Следовательно,  д а н н а я  ф ункц ия нечет­
ная.

в) /  (х) — х 2 +  2 | х | — 3

/  (— Л") = ( - —Л')2 +  2 | . —х  ! — 3 =  х3+  2 | х  | — 3.

З н ач и т  f ( x ) = f ( — х ) ,  т. е. д а н н а я  функц ия четная.
г) /  ( х ) = х 2 +  2 х —  3

/  (— х) =  ( — х 2) +  2 (-—х ) — 3 =  х 2 — 2 х — 3.

П ри сравнении с f ( x )  видим,  что f (x)=/=f(— х) .
f ( x )  ф — / ( — х) ,  т. е. д а н н а я  ф ункц ия не является  ни четной, 

ни нечетной. Так ую  функц ию будем н а зы ва ть  функцией общего 
вида.

П р и м е р  3. На йт и функцию, обратную данной,

а) у  =  Зх2 (х 0).
Р е ш е н и е .  Т ак  ка к  у  —  Зх2 при х ^ О  является  непрерывной,  

монотонно в о зр астаю щ ей  функцией,  то по теореме с ущ ествова ­
ния обратной функции (см. [А 10] п. 84) ,  эта функц ия имеет 
обратную.  Н айд ем  ее.

a) s in 3 2 х  ■ cos Зх.

г • г — г

Н/г • Н / г = г  
н/ч-ч =  н/ч,

б) / ( * ) =  In
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(Берем только пол ож ительный корень,  т. к. х ^ О ) .
З а м е н и м  х  на у, а у  на х.

у  — "[/"-4 функция,  о б р ат н а я  данной

D  (у) - { х / х  >  0}

О т в е т :  у  — | / "

б) Н + ) - { х / х  -  3) .

Это дробно-л инейн ая  функция,  графи к ее есть гипербола  с ве р­
тикал ьн ой асимптотой х = 3 ,  следовательно,  эта  функц ия непре­
рывна  и монотонна в и н те рва лах  ] — оо; 3 [ и ] 3; +  оо [. П о ­
этому в ка ж до м  из этих интервалов  существует  функция,  о б р а т ­
ная данной.  Найд ем  ее.

у х  З у  =  2х +  1 <  =  >  (вD  (у))
Л
II

<  =  >  у х — 2х — 1 ф  Зу  <  =  >
■ Л

II

<  =  ]> х  ( у — 2) =  1 +  Зу  <  =  >

З а м е н и м  х на у, а у  па х.

0 ( у ) - { х 1 х ф  2).

О т в е т:

У = - Т = П Г  D (У) ~  {х/х Ф  2} •

П р и  м е р 4. Найт и период функций.

а) /  (х) =  cos .

Р е ш е н и е ,  
c o s х  имеет период Т — 2п

cos “  имеет период

~2

б) /  (х) — sin З х +  cos 5х.
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Р е ш е н и е .  Периодом суммы 2-х периодических функций 
является  наи меньшее  общее  кра тное  периодов  слагаемых.  
Ф ункция sin х  имеет период Т =  2л.

^  • О  гтч 2 кФун кция sin Зх  имеет период I 1= - g - .

Функци я cos х' имеет  период Т =  2л.
2К

Фу нкция cos 5х  имеет период Т2=  — .
О

Функци я f ( x )  имеет  период Т3= 2 л .

в) /  (х) — 1х} — х — [х]

{а} — др о бн а я  часть  числа,  [х] — целая  часть  числа.
Г р а ф и к  этой функции см. на рис. 17.

Перио дом этой функции явля ется  Т — 1.
г) у  =  a rc s in x .

D  (у) '•[ — 1; 1 ].
Р е ш е н и е .  Т ак  к а к  обла ст ью определения  этой функции 

являе тся  конечный отрезок,  то она  не явля ется  периодической.  
Зап омните ,  если ф ун кция периодическая ,  то ее об ласть  опр еде ­
ления  есть бесконечный интервал .  Это следует  из определения  
периодической функции.

П р и м е р  5. Построить  графи к функции

у  =  ) / ( х  +  3)г  +  у  (2х —  I )4 +  У Ж
Р е ш е н  и с. И спо льзуя  определение  арифметического  корня 

и корня  п степени, мо ж ем  записать :

У —! х +  3 | ~Т | 2х — 1 J -f- х  D  (у) — R  ■
Г’азобьем числовую ось на интервалы,  в которых в ы раж ени я ,  

с тоящие под знаком,  модуля,  сохр аня ют  постоянный знак.

J -o o ; -3 J ,  ] — 3; -У ]; +  <*>[
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У ■

— х — 3 -j- 1 —  2х -j- х

х “Г 3 -f-1 —  2х -f- х

х -f- 3 ~Г 2x —  1 -p x

при x < — 3

при — 3 <  x-

при т  

- 2 х — 2 при х < — 3 

4

4х +  2

при

при

- 3 < х

X

Г р а ф и к  функции у = \ х  - f  3|  +  | 2 х — 1| +  х см. па рис. 18.

З ам ети м ,  что г ра фи ки  подобных фу нкций всегда непрерывны.  
П р и м е р  6. Построить  гр а фи к  функции.

У — х  ] / (х +  3)2 — 4.

Р е ш е н и  е.

у  - х  У  ( х +  З)2-— 4 = х  | х +  3 | - 4  =
( — х2— З х — 4 при х <  — 3 

( х а +  Зх — 4 при х — 3 
При х < — 3 гра фи к данн ой функции совпадает  с графи ко м п а ­
рабо лы

у  — — х 2— З х — 4.
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П ри — 3 графи к данной функции совпадает  с графиком  п а ­
ра бол ы

у = х 2- \ - З х — 4.

Г р а ф и к  данной функции будет иметь вид (см. рис. 19).

В о п р о с ы  д л я  с а м о п р о в е р к и

1. Д а т ь  определение  числовой функции.
2. Чт о  на зы вается  графи ко м  функции?  В с я к а я  ли кри вая  на 

плоскости являет ся  гра фи ко м  некоторой функции?
3. К а к а я  ф ун кция на зы ва ет ся  обратной по отношению к д а н ­

ной функции?
4. Л ю б а я  ли функц ия имеет  об ратную функцию? К а к  н а з ы ­

вается  функция,  ко торая  имеет  обратную?
5. Что  собой пре дста вл яю т  графи ки  вз аи мно -об ратны х ф у н к ­

ций?
6. Д а т ь  определение  четной функции,  нечетной функции.
7. Привести пример периодической функции,  ко торая  не 

имеет наи меньшего  периода .
8. На йт и область  определения  функции

а) У =  +

б) у  — sin (л — 3) +  \ гх" — 16.
9. К аки е  из функций являю тся  четными,  ка ки е  нечетными,  к а ­

кие не являю тся  ни четными,  ни нечетными,  т. е. общего вида?
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а) у  — I —  х2;

б) у  =  4 sin х  • tg  2х;

в) у  — s in х — cos л:; е) у  = c t g  х  • cos Зх.

г) у  =  2 * +  2-*:

д) г/ — л'— | х  |;

10. На йт и функцию, обрат ную данной
а) у  — 1 — 5х;

б )  г / = х 3 +  1;

в) у  =  х г— 3 (х 0);

г) У
3

—  X
1 1. Найти период функции

а) /  (х) — 2 tg  5х;

б) /  (л) =-s in  ( ^ т ~ Н ) -

12. Построить  графики следующих функций 

а) у  =  2 х У  {х— 1)* +  3 | х  +  2 | — У ( 2 х  +  5)3;

К О Н Т Р О Л Ь Н А Я  РА БО Т А  №  2

1. Найт и область  определения функции

, —  4 Зх —  1
У 5 lg  (х  +  2) ’

б) у=*  t g ( 2 x + l )  +  ]// 2 ^ 1 T

в) * / - У  2 - |  х |.
2. Построить  графи ки следующих функций

а) у  = х  | л'— 2 |;
б) у  — | — Зх2— 2х +  3 | ;
в) у  =  V"  ( 2 х +  I)4 — 3 ( х - 1 )  +  гУ  (2х +  3)в.

3. Установите,  какие  из перечисленных функций четные, не­
четные и ка ки е  не я в л яю тся  ни четными,  ни нечетными (т. е. о б ­
щего вида)

4. Н ай ти  функцию, обратную функции

а) i/ =  ^ J r ; б) г/ = 5 х 3 — 4.
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5. Чем у равен период функции

а) у  = c o s  2х +  sin

б) у  — cos'(«4 +  а); в) у — 3.

О т в е т ы  к у п р а ж н е н и я м  и з  с а м о п р о в е р к и 

Т е м а  1

4. Числа  вида 4/с и б/с, где к  у /V; 
числа вида 12/с, где /с £ /V;
числа  вида 4 (3/с — 1) и 4 ( 3 к  — 2),  где /с б /V.

5. а) да;  б) нет; в) да;  г) да.
7. а) х 3 — х +  5;

б)

9. а) у \  х  | У  у,  б) ab-\ в) у  \ х \ У  у,  г) х 2у* 1' /Л

10- г Э Д - V ’ еслн >а|<1
j  > если а >  1; при а  — 1; а  =  1 вы р а ж е н и е  теряет  смысл.

п - а ) !3 ‘> - ж !  б )

12. а) ] —  о о ;  + о о [ ;  б)  ] —  со;  — 3 [ U ]  1; +  с о  [;

в) ]  y > Ж 4 ’’ ^3; + ° ° 1 ; д) t - 0 3 ! -§- [U] '5; + ° ° f '

13. а) нет; б) нет; в) да ;  г) нет; д) нет; е) да.

Т е м а  2.
8. а) [ — 2; 1[; б) ] — с о ;  — 4] U  [4; +  со [

9. а) четная;  б) четная;  в) общего вида;  г) четная ;  д) о б щ е ­
го вида;  е) нечетная.

10. а) у  =  1 ~  * ; б) у  =  У  х —  1 ;

в) у  =  — У х  Ч- •> ; г) У =  .

И. a) - f ;  б) 8щ
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