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О С Н О В Н Ы Е  Г Е О М Е Т Р И Ч Е С К И Е  С В Е Д Е Н И Я

При решении геометрических задач необходимо знать :
1. Понятия и свойства плоских и пространственных фигур (треу­
гольника, параллелограмма, призмы, конуса и др.), соотношения
между их элементами,
2. Признаки параллельности и перпендикулярности прямых, плос­
костей , прямой и плоскости и др. теоремы.
3. Формулы для вычисления площадей и объемов фигур.

Треугольник

1. Основные линии в треугольнике : биссектриса, медиана, высо­
та, серединный перпендикуляр к стороне, средняя линия треугольника.

2. Во всяком треугольнике все высоты пересекается в одной точ­
ке; вое медианы пересекается в одной точке, и эта точка делит их 
длины в отношении 2:1, считая от вершины; все серединный перпен­
дикуляры пересекается в одной точке; все биссектрисы пересекается в 
одной тбчке.

3. Средняя линия треугольника параллельна третьей стороне и 
равна её половине.

4. В равнобедренном треугольнике углы при основании равны; вы­
сота, проведенная из вершины, является медианой и биссектрисой.

5. В равностороннем (правильном) треугольнике все четыре линии; 
высота, биссектриса, медиана и серединный перпендикуляр, проведенные 
к одной стороне, совпадает.

6. Во всякий треугольник можно вписать окружность; центр впи­
санной окружности - точка пересечения биссектрис углов.



7. Около всякого треугольника можно описать окружность; центр 
описанной окружности - точка пересечения серединных перпендикуляров.

8. В равнобедренном треугольнике центры вписанной и описанной 
окружностей находятся на высоте, опущенной из вершины треугольника, 
но не совпадают.

9. Только в правильном треугольнике центры вписанной и описан­
ной окружностей совпадают. Причем, справедливо соотношение R = 2 z  , 
где R и 2 длины радиусов соответственно описанной и вписанной 
окружностей.

10. В прямоугольном треугольнике центр описанной окружности - 
середина гипотенузы.

И .  Если CL - длина стороны правильного треугольника, то 
справедливы соотношения CLj=- Йл/з , CL = 2 z p 3 .

12. Т е о р е м а  к о с и н у с о в .  Во всяком треугольнике 
кведрат стороны равен сумме квадратов двух других сторон без удвоен­
ного произведения этих сторон ка косинус утла между ними;

в  а г= Ьг+-с3- 2 в с с о я  Д ,
g***аг1- (?- 2 а с  cos В ,
с 2= a ^ 6 z- 2 a 3 c o s C  (рис.1).

Р и с. I
13. Т е о р е и а П'.и ф а г о р а. В прямоугольном треуголь­

нике квадрат гипотенузы равен сумме квадратов катетов.
14. Т е о р е м а  с и н у с о в .  Во всяком треугольнике отно­

шение стороны к синусу противолежащего угла - величина постоянная 
для данного, треугольника, равная диаметру,описанной окружности:

а  в  „  С___ = 0/3.
S in  7F~ S in  В  Si.а  д

15. Формулы для вычисления площади треугольника (см. рис, I )  :
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Формулу (3 ) называет формулой Герона; 
л аВс

(* )

(5 )

Для прямоугольного треугольнака
±  „ я  (б )
2

где а  м В - 
Для правильного треугольника

S& - 4 - a g ,

где а  - сторона.

Паралледогпенн а его ееян

1. В параллелограмме точка пересечения диагоналей является 
центром симметрии, отсада следует: протимподопше еторони равны; 
протшвополсжше угди равны; диагонали, пересекаясь, «едятся пополам.

Плояадь параадажограииа (  рис. 2 )  : д
если 1ЯВ!=а,  l / tDl = B,

[BF]L[t iD],  IBFI = hg ,
jBDl-df ,cL- угод иоиду 
диагоналям, то

JJ Р и с. ?  Н
S  * б fig ;

Я С8)
S=* a t s L n f l

,  . <s)
S = - 7 rd .a >stn cL  ■

2 СЮ)

2. В прямоугольнике диагонали равны. Плояадь прямоугольника

б  = ( а  и В -стороны), ( I I )

S  -  - j  (L ScncC -диагональ), (12)

У з
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3. В ромбе диагонали взаимно перпендикулярны и делят углы ром­
ба пополам. Площадь ромба может быть вычислена по формуле (8 ), а 
также по формулам

2 ^
S  — Cl S in . Л  ( а  - сторона), (13)

S  = ~2~  -̂1 d-2 ( d 1 hgL2 - диагонали) (14)

4. Сторона квадрата CL -  RV 2  
Площадь квадрата 0 _  _г

Л ~ а  ’ (15)

S  = -j d *  i d  - диагональ) # (16)

Трапеция

Средняя линия трапеции параллельна основаниям и равна их полу­
сумме.

Площадь трапеции : 
п _  Cl-^6 L

S  2  h  '  ( Ю

где а  и 6 - основания, Л - высота.

Впиоанные и описанные четырехугольники

1. В описанном четырехугольнике суммы противоположных сторон 
равны.
2. Во вписанном четырехугольнике сумма противоположных углов 
равна 180 градусам.

Длина окружности и площадь круга

Определение. За длину окружности принимается предел последо­
вательности периметров правильною вписанного 
(описанного) многоугольника при неограниченном 
удвоении числа его сторон.

Длина окружности- вычисляется по формуле

С = 2лЯ>  (18)
где R - радиус окружности.
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Определение площади круга дается аналогично.
Площадь круга вычисляется по формуле

S = JCR2. ' CIS)
9

Соотношения в прямоугольной треугольнике между сторонами и

аа
Из ]

С
S
с =  1

а
б = t

_в_ — С

SinO = ^ a —CSln Я , С = s â ft 

COS f l =>6 ’“■СCOSfl, С — '

J L  =  = > a  = Щ Д ,

= C L ^ - ^ r -

Замечания по стереометрии

Особое внимание при решении задач следует уделить построению 
чертежа. Необходимо знать понятие угла прямой с плоскостью и двугран­
ною угла.

О п р е д е л е н и е  I .  Углом между прямой (наклонной) и плос­
костью называется острый угол, образо­

ванный этой прямой с ее проекцией на плоскость.
Пусть на рис. 4 (АВ) - наклон­
ная к плоскости of , [#OjioC. 
значит, [0 0 ] - проекция [f lВ ] 
на плоскость сС , тогда ЙВО 
- угол прямой АВ с плоскостью ОС .

О п р е д е л е н и е  2. Пересечение двух полупространств,
границами которых служат непараллель­

ные плоскости, называется д в у г р а н н ы м  у г л о м .
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Двугранный угол обозначается caCa.fi 
или кратко <Г Й В ( рис. 5 ). 
Пересечение двугранного угла и плос­
кости, перпендикулярной к его ребру, 
называется л и н е й н ы м  у г ­
л о м  д в у г р а н н о г о  у г - 
л а.

- линейный угол ( здесь р~± (ДВУ X

Величиной двугранного угла называется величина его линейного угла, 
т . е. acafi = K M N .
Стороны линейного угла перпендикулярны ребру двугранного угла, т .е .
tMK)L(flB) и [МВ/УКДВУ.

Полезно помнить :
1. Коли все боковые ребра пирамиды равны или наклонены под рав­

ными углами к плоскости основания, то высота пирамиды проходит через 
центр окружности, описанной около основания.

2. Если все боковые грани пирамидн наклонены к основанию под 
равными углами, то высота пирамиды проходит через центр окружности, 
вписанной в основание пирамиды.

3. Если все боковые грани пирамиды наклонены к основанию под 
равными углами и в пирамиду вписан пар, то центр шара находится в 
точке пересечения высоты пирамиды с биссектрисой линейного угла 
двугранного угла при основании Спричем одна сторона линейного угла 
должна быть высотой боковой грани пирамиды).

Формулы для вычисления площадей поверхностей
и объемов многогранников и круглых тел

I . О п р е д е л е н и е .  Площадью поверхности многогранника на­
зывается сумма площадей его граней.

2. для призмы
Snp - Sff0K +■ 2 S0CH , С20)

где $бок ~ Ш10иа* ь боковой поверхности призмы.
3. Площадь боковой поверхности наклонной призмы равна произве-
нию периметра перпендикулярного сечения на боковое ребро (рис.бХ
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Многоугольник 2̂^2^Z^2SZ 
полученний от пересечения плоскости, 
перпендикулярной к боковому ребру„ с 
боковыми гранями, называется 
п е р п е н д и к у л я р н ы м  
с е ч е н и е м .

4. Площадь боковой поверхности 
прямой призмы равна произведению пери­
метра основания на высоту :

SffOK = P f  l > (21)
где Р  - периметр основания,
5. Для пирамиды

§пцр ~ SffoK ^  $осн '
6. площадь боковой поверхности правильной пирамида равна поло­

вине произведения периметра основания на апофему пирамида, т.е .

SffoK 2~  Р  ^(Ток 3 (23)
где Р  - периметр основания, h.g-0K - апофема правиль­
ной пирамиды.
7. Если вое боковые грани пирамиды наклонены к основании под 

равными углами оС , то
о -  . (24)
б о к  COSBC

8. Объем призмы равен произведению площади основания на высоту, 
т.е .

V  =  S0CH h  • (25)
S, Объем пирамиды равен одной трети произведения ггаощадм осно­

вания на высоту, т.е.
V— j  Sqqh fi • (26)

10. О п р е д е л е н и е .  Фигура, подученная при вращении 
прямоугольника вокруг оси, содержащей его еторону, называется ц и - 
л и н д р о м.

Площадь боковой поверхности цилиндра
S&OK =  2 ' J Z R H ,  (27)
Площадь полной поверхности цилиндра
Яцил = 2 J t R H + 2 J l R z, (28)
3 -2 0 6 9

Р И С .  6

fi - высота призмы.



Объем цилиндра

V= J t R z Н > (2S)
где в формулах (27), (28) и (29) R  - радиус основания,

Н  — высота цилиндра,
I I . О п р е д е л е н и е .  Фигура, полученная при вращении пря­

моугольною треугольника вокруг оси, содержащей его катет, называется 
к о н у с о м  .
Площадь боковой поверхности конуса
S ^ k = Л  R L , СЭС)

площадь полной поверхности конуса

•5кон ~ 31 л R 2, C3I)
объем конуса

У - ~ у Л Я 2Н , С32)

где в формулах (30), (31), (32) R  - радиус основания, /,
- образующая, Н  - высота конуса.

12. О п р е д е л е н и е  I .  Множество всех точек пространства, 
равноудаленных от данной точки, называется с ф е р о й .

О п р е д е л е н и е  2. Фигура, полученная при вращении 
полукруга вокруг оси, содержащей диаметр, называется ш а р о м  . 

Площадь сферы

S  = 4 л  R 2. (33)

Объем шара

где в формулах (33) и (34) R  - радиус сферы и шара.



З А Д А Ч И  С Р Е Ш Е Н И Я М И

Планиметрия

З а д а ч а  I .  Площадь равнобедренного треугольника Q 
угол между высотой» проведенной к беко- [}
вой стороне, и основанием оС 
Найти площадь круга, вписанного в треу­
гольник.

Дано (рис. 7) : Л ABC, jf lB !  = I ВС/^

[F D ]L [B C ] ,  DflC = cC,S& = a.

Найти s Kp.

Й 
Рис. ?

Р е ш е н и е .  Центр вписанной окружности находится на высоте 
B F  в точке пересечения ее биссектрисой другого угла, например, 

с ОС . Обозначим радиус круга /OF-I = г

В А ВВС /JCD=90°-oC=^ OCF = 45°- - j-  •
Из Д BFC  : IB F I  *  !C F ltf(9 0 °~ c () = iCF/ctycC.

Из AOCF: /CFI = zcty(45 °--f-)- 

S b - ^ - lf lC H B F I ,  * .e .

Q = jCFl2Cty<X или 

Q -  z?ct(^{45°— -j-jc^oc,

Согласно формуле (19), площадь вписанного круга
S ^ J T Q t f  (45°--*$- )  tpa(■

I I



З а д а ч а  2. В параллелограмме дан острый угол ОС и 
расстояния т  и р  от точки пересечения диагоналей до неравк 
ных сторон. Определить диагонали и площадь параллелограмма. Вычислит» 
их при /77=1 см,  р =2 см и о С =  60° ( л  = 0,1)

Дано (рис. 8)^: аЯВСО- 
-параллелограмм, ВЯЛ  = сА, 
[ОА] 1 [В С ], [O N ] I  [C D ],

10К\ = т  , I  ON I - p  ■

Найти : IB D I, I ДС1,
S  парам-

Р е ш е н и е  . Точка пересечения диагоналей является центром 
симметрии; значит, \А£\ =2ГЛ и !FN \= 2 p  • Определим стороны
параллелограмма. Проведем [В М ] L [Я Л ] и  [Л / i] L  [Я В  J?

\BM h2m , \ЛН\ = 2р'
\ВМ \ 2 т  

Из ь Я В М -  jP B j-  $£ПС( sinoC

Ив й RDH•• \ Й В \ -

По теореме косинусов находим диагонали параллелограмма :
/ВЛ12- lF B / ^ lP B l2-2lPBH/JPICOSoC,

/РС/2= 1СЛ12*- lflD l2-2lCDliBDlC0S(J60-cC).

Из выражений (35) и (36) имеем ___

(35)

(36)

Г 2
M - V s i ,

I ^Р Bmp cnvrf =
s in za. CObcLS in i <X

2 -y/m2+ p2~ 2 m p co so c ' ;S in  X

\R C \ = s la o T v rriZ+-p2+2 m pcoscc

12



Площадь параллелограмма , согласно формуле (S ), равна

S  = H B ll/ fD ls in o c = ^ n £ .
При данных т , р  и  оС

I В °\ = ' = /i(cM ]' l# c t = -^V7~4-1>53~6, Кем)-

S - J jL * g ,2 (c n l).
З а д а ч а  3. Определить площадь равнобедренной трапеции с 

острым углом оС , если длина окружности, вписанной в эту тра­
пецию, равна С. Вычислить площадь трапеции при ОС =50° и C-2CfC .

Дано (рис. S ) : аЙ ВС Л  
- трапеция, 1ЙВ1=1СЛ1, ВЙВ=оС 
окружность вписана в трапецию с 
длиной С.

Найти S  трапеции.
Р е ш е н и е :  $ = -L-(fBDI+lBCl)IBKl,

где [В К М  [Й О ] .
По свойству описанного четырехуголь­
ника имеем, что
IBDM iBCj = 1йВ1-1-1сЩ=21ЙВ1 ■
Обозначив радиус окружности z , имеем C = 2 jt z

1 1 К 1 - 2 г * £ -

из
Тогда S - lf iB llB K \ -  с

но

При данных оС и С

Стереометрия

J L zS L a o i

_  (2 л )г
J l zS in 5 0 ' =3■

З а д а ч а  4. Равнобедренный треугольник с углом ос при 
вершине и основанием 8 является основанием прямой призмы. Диаго­
наль одной из равных боковых граней наклонена к плоскости основания 
под углом f i  . Определить площадь боковой поверхности и пло­
щадь основания призмы.

1/2 4- 20,60
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дано (рис. 10) : ЙВСЙ1В 1С1 
прямая призма, /ЙВ/ = /ВС/, ДВС = Ы , 

л
lffC /= S , В , СВ = J}.

Найти Sgj-0/< u Sc°осн

Пояснения к чертежу :
Равными боковыми гранями является прямоу­
гольники flf/j B j В и ВСС1В 1 , прохо- 

. дящие через равные стороны ДВ и ВС . 
Проекцией диагонали [В ,С ] является [ВС], 
так как [В ,В ] 1 (Й ВС ) . Поэтому < В1СВ 
является углом прямой В , С 
тыа основания и B jC B =J3

с плоскос-

Р е ш е н и е :  согласно формуле (21), Sg-0f{ —Ph.
' р  - периметр основания, h  - высота призмы. 

[B D ] L [flC ] —> [ BD ]  - медиана и биссектриса.
53 =Sifl f .  I Cl) I - у -

2Scn J
6tQ-P

, где 
Проведем

Из
А В  В , С : h = lB B 1/ = / B C / t y f i= - ^ K

тогда

*бок

dQCH

= ($ '
8 6tg.fi 82(1^Sinj)tg-fi

Sun' ~ h . SLtL\ 2 s in F f~
( a 8-ей.).

Согласно формуле (2y, площадь основания 
= j  la e l/ B c / s in c * ,

^осн
J_  о s in  ос 
2

2 SS. 
COS 2

8sLn 2
ctf

oC
~2~

2
З а д а ч а  5. В основании пирамиды лежит квадрат. Две боко­

вые грани ее перпендикулярны к плоскости основания, а две другие 
наклонены к нему под углом сС —Р 5 “ • Среднее по величине боковое 
ребро 8 = 8 . Вычислить объем пирамиды ( А - О,/ ) .
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Дано (.рис. I I )  : SB  BCD - пирамида, 
а В BCD- квадрат,
(ffSB)1 ( Д BCD) 1 
(BSC )  L ( Д В С П ) 1 (ВBCD)

s A b  = SC B= cL = 45°,
IB S  I = /SC I = i  = 6-

Найти V •
Пояснение к чертежу :

Проекцией [/7S] на плоскость DBCD Р и с. I I
является [Д В] , причем, по условие,
[ЙВ] I  [B D J  . тогда [B S ] I  [BD J  по теореме о трех перпенди­
кулярах. Значит, <SBB является линейным углом двугранного угла 
SBD B  и поэтому SffB = оС =45".  Аналогично, SCB=cC =
-45°- /BSI=ISCl=e , как наклонные о равными проекциями; ISDI>ISC/, 
так как ее проекция f BD/ > !ДВ\ • SB ~ наименьшее по длине
боковое ребро и является высотой пирамиды.

Р е ш е н и е :  согласно формуле (26), V~-f- S„„ k *•j ОСп
Из A flS B : h =■ ISB j = iBSjsinoC =■ 8 send  —■ 6 2 ~ = Jp/iT"1.

Так как cC = 45° I S B j  = l B B l ,  значит, lflBl= 3v?.
Поэтому S0CH «  I ДВ I* = (3yfif= 16 ,

V  — 18 -3VF ~ 16-1,41 *  25,4 (K y& efy.
З а д а ч а  б. Основанием 

пирамиды служит треугольник с уг- S
лами сС = 60° и J}= 4 5 ° . Высо­
та пирамиды Н=3 см . Угол меж­
ду каждым боковым ребром и плос­
кость» основания If  а 60°. Вычис­
лить объем пирамиды. ( А=0,1 ) .

Дано (рис. 12) : SBBC 
пирамида,
СДВ = аС =60°, две =ji =45°,
[SO) I  (ЯВС) , \SO\=H =3сп, й
SflO = SCO = SBO = f — 60°.

Найти V  .

5 -2 0 6 9
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Пояснения к чертежу :
С ЙО] , [ВО] , [ОС] - проекции наклонных [/ JS ] , [ BS]  и
[CS] на плоскость основания, поэтому углы наклона боковых ребер к 

плоскости основания : SRO - SB0 = SCO - If . = SO* •
Отсюда следует, что высота [SO ] пройдет через центр О окруж­
ности, описанной около 4/7ВС 
- радиусу описанной окружности,

имеем -t—-;- “  СЬй f  . откудаР е ш е н и е :  из 4 CSO
/ОС/ = H c ty f  = = у5 ' ( т )

По теореме синусов имеем 
IRВ I /ОС/ _________

’ 2 0 ,  отсюда

Значит, //7/3/ = /ВО/ = /СО/= О - 
ЮС/
IOS/

Sen С Si n в
/вс/
sinfi

IОС/ = 20 Sin  В -2л/з S in  45° =Уб (см ).
/ВС/ = 20 s in  ft =2л/зsui60°=5 (см ).
S& = j /ос /I ВС/sin С = 1 Jv^ sLn 7у

S in  75*= S in  *<5'cos30° + cos05°s in  30*= .

V=T T 5^  24 ~ 3 = T ( 2V3.+6)  » - J- 9 M  -  3,5 ( m 3; .

З а д а ч а -  7. В основание конуса вписан квадрат, сторона
которого равна $ . Плоскость, прохо­
дящая через вершину конуса и сторону 
квадрата, дает в сечении с поверхностью 
конуса треугольник, угол при вериине ко­
торого равен J )  . Определить площадь 
полной поверхности и высоту конуса.

Дано (рис, 13) : конус с вершиной 
S , в основание которого вписан квадрат 
OBCD , /77В/ = 6 , OSB ,
[S O ]l (ОBCD).

Найти Skoh и  № $•
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медиана и биссектриса. 
Из 4 йSK

Р е ш е н и е :  в лЯЯ В  J \BS\- / BS  | - как образующие ко­
нуса. Согласно формуле (31), SK0H=jtRL +■ JTR2 > где R - ра­
диус основания, / - образующая конуса, сторона вписанного квад­
рата \ЙВ ( = /?v5, отсюда . Проведем [S/f] I  [ЯВ]=*> [S/f] -

t  = № s i- - j  i S t n y - j s n r j f ^ '
с9ЧИТ л б 2 _ ^« =n2VTsTnJ72 ^ 2  2su ij3/2 i- У Г 'Из ййВо п0 теореме Пифагора

f -
_  и у  COS Л в ^ ^

J s L r T ^

З а д а ч а  8. Л Я  ВС , у которого угол при вершине /7
тупой и равен оС , угол при вершине Z3 равен ^ , вращает­
ся вокруг стороны Д5 , равной С 
вращения.

Дано (рис. 14) : 4 ЯВС враща­
ется вокруг (Я В ), CffB = сС 
- тупой, Я&С = fi , \ЯВ\-С 

Найти. К  тела вращения.

Р е ш е н и е :  при вращении 
получается тело, представляющее со­
бой разность конусов с общим основа­
нием радиуса [C D ] и высотами 
[ b d ]  и [ а д  , поэтому

^  = t f - Vr j-^ lC D I2(IBD f-m i) =
= j-rtlCDI2MBl- 

Из АЙВС по теореме синусов :

Определить объем тела

IB C l L
'La Й sLi

1ЙВ1 » (3= 180°-(oi*-fi), sin С =sca(cc+fi),ScaA sin С

1 в с 1 = ш $ Ш г -

Из A BCD ; I CDl = I ВС IS La fi =

To™ a У т .Ь р = Т Л
C3sia2oc sLa2fi 
SLa*(ai+fi)
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З а д а ч а  9. Основанием пирамиды служит ромб с острым углом 
оС , двугранные углы при основании равны у  . Определить 

площадь полной поверхности пирамиды» если радиус шара, вписанною в
эту пирамиду, равен 

оС = 3 0 °  . у =  60°

Р и с

Вычислить искомую площадь при z = 2см •

Дано (рис. 15) : SflBCD  
- пирамида» О ЙВСВ - ромб, 
ВДВ = оС, SMO = SA/О = у, 
lO O j- Z  - радиус вписанного 
шара.

Найти ^пир *

Пояснения к чертежу :
Высота пирамиды [SO ] пройдет 

через центр вписанной окружности в 
ромб, так как все боковые грани 
наклонены под одним углом у> , 
т . в. пройдет через точку пересе­
чения диагоналей.

Проведем [SM ] L [ВС ]  » тог­
да [ОМ] 1 [В С ]  по теоре­

ме о трех перпендикулярах, так как 
на плоскость основания. Следователь­

но, < SMO - линейный угол двугранною угла боковой грани SBC  и 
плоскости основания. Продолжив [ОМ] до пересечения с [Й В] в
точке Д/ и соединив Л/ с S  . получим <Sfl/0 - линейный
угол двугранного угла боковой грани Я ЗВ  и плоскости основания 
( [ Л/О] L [Й О ] => [SA / J I  [Й О ] ,
так как [ М О ]  - проекция [ S / V ]  на плоскость основания).

Центр вписанного шара находится в точке пересечения высоты пира­
миды с биссектрисой линейного угла SMO , т .е . 01 МО = -jf •

Р е ш е н и е :  согласно формуле (22), Snup = S$0K S0CH ■
Ms Д 00, M: 10Mj - \ 601 \ctff-j-- z •
[DM] ■ является половиной высоты ромба (точка пересечения диагона­

лей - центр симметрии.), значит \ВК j-  2 IQM/ = 2 г ctfr у ([8 К ] 1 [ЙВ] 
по построению).

Из Л  ЙВК : \ Щ =  J M L  =  - l i L £ ^ Z 2 .Sin. сС Sen сС / 2  j.
й г  сЦ.  ?  _

S i / г  ос

[ О М ]  -  проекция [ S M ]

Согласно формуле ( 13) ,  S0CH =  \ДВ j* sia  ас =
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_  Зрсч
Von cosy 

, значит .
6̂Ь)По формуле (24)

+ co sy)=  S0CH ,

Приданных z = 2 cn , ОС = 30° ll у  = 60°
с 8-R ct(?30 °cos230° ______
nuP  Sin  30° cos 60° ( '

о _  Soon о о пир C0Sy  +0/XH :(П

$пир
cosy 

§ * £ t£ $ c o s l %
Since c o sy  '  )■

вписан прямоугольный парал- 
меньшей боковой граны» угол

3 а д а ч а 10. В шар радиусом R 
лелепвпед, диагональ которого образует с 

оС , диагональ основания параллелепипеда образует с большей сто' 
роной основания угол jg . Определить площадь боковой поверхности 
параллелепипеда.

Дано (рис. 16) : ДС1 - пря-
моуголькыйчпараллелепипед вписан в 
шар радиусом Я . В прямоугольни­
ке ЙВСВл [Я П ] - большая 
сторона, СДВ =J3 > CfBBf-oC.

Найти S',Von,

так как

Пояснения к чертежу :
GC^B-jD - меньшая боковая грань 
параллелепипеда, так как проходит
через меньшую сторону основания; [ плоскости CfCBDj 
параллелепипед прямоугольный, отсюда [C tD ] является проекцией 
[  BfI?J на боковую грань C C ^ fD  , а поэтому < В 1В01 - угол пря­
мой В ]В  и плоскости CCfBiB , т .е . B fBC f=oC.

Диагональ параллелепипеда [BpD] ' является диаметром шара, по­
этому центр О находится в середине [В / )] .

Р е ш е н и е :  согласно формуле (21), = Ph. — 2 (/Д ВЬ

йз
Из

Из

Из

' l-DCI) ICCf I . 
&B1DOi : IBfCrj=l BfBlsiri се = 2Я sin. oc.
A RDO ■’ ! G BI = / ffD j tfy f i = 2RSincc1g.fi.

A B1DC1 I C ,Bl = IBiBlcoSoC = 2R COScC .

a OC1D по теореме Пифагора : /0C1\=-/fĉ £lj2— jCBl2 =
= V (2 R co sce )2- (2Rsince t^ fi)2 = 2RV cos2ec - s in 2a  ttfjo  '. 
Тогда Sff0K =■ 2 (2  R  S ince+-2 R since tQ.y )2R Venose - s in  to.2 a 7 = 
-8R sincc(1*-tij.fiW cos cf. -SiniSdC Щ2fi ’ .



З А Д А Ч И

П л а н и м е т р и я

1. В равнобедренном треугольнике основание равно 30см ,■ а высо­
та 20см. Определить высоту, опущенную на боковую сторону.

2. Найти площадь равнобедренного треугольника, если высота, опу­
щенная на боковую сторону, равна k и образует угол оС с 
основанием треугольника. Вычислить искомую площадь при к=5см 
и ос = 15° .

3. Найти квадрат стороны ромба, если она равна меньшей диагона­
ли его, а площадь ромба равна площади круга радиусом R  
Вычислить искомую величину с точностью до .0,1 при Я=13ц.

4. Определить площадь правильного треугольника, вписанногс в 
круг радиусом R . Вычислить искомую площадь при R=2CM с 
точностью до 0,1 .

5. “В равнобедренном треугольнике угол между боковыми сторонами
<Х , радиус вписанной окружности равен z • Найти пло­

щадь треугольника.
6. В прямоугольный треугольник вписан круг. Найти отношение 

площадей треугольника и круга, если один из острых углов 
треугольника равен оС . Вычислить искомое отношение при
оС = 60°.

7. Высота, опущенная на основание равнобедренного треугольника, 
равна Н и вдвое больше своей проекции на боковую сторону. 
Найти площадь треугольника. Вычислить искомую площадь при 
Н= 2см °  точность» до 0,1.
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8. Сумма двух неравных высот равнобедренного треугольника равна
ё , угол при вершине равен сС . Найти боковую сторону.

9. Определить площадь правильного описанного треугольника, если 
радиус круга равен Z . Вычислить искомую площадь при г=/с/у 
с точностью до 0,1.

10. В равнобедренном треугольнике основание равно а  , а угол 
при вершине равен сС . Найти длину вписанной окружности и 
площадь соответствующего круга.

11. В прямоугольный треугольник, гипотенуза которого С , а 
один из острих углов оС , вписан круг. Найти длину окружнос­
ти этого круга. Вычислить искомую длину при ос = 60°, с  = Осп 
с точностью до 0,1.

12. В круг, радиус которого равен R= V^ , вписан правильный тре­
угольник, на стороне которого' построен квадрат. Определить
радиус окружности, описанной около квадрата.

13. Определить длину окружности, описанной около прямоугольного 
треугольника с острым углом оС и площадью S  • Вычислить 
искомую длину при аС =15° и S= 0 cm2-

И .  Стороны треугольника а  = 15 , 6 = 10 , С = 15 • Две из них
а  и 6 служат касательными к окружности, центр кото­

рой лежит на третьей стороне. Определить радиус этой окруж­
ности.

15. Дан равнобедренный треугольник с основанием 2а = бсм и вы­
сотой h=0cM. Определить длину окружности, вписанной в тре­
угольник.

16. В прямоугольной трапеции острый угол при основании равен 30] 
сумма оснований равна /77 , а сумма боковых сторон равна п  , 
Найти площадь трапеции.

17. Определить периметр равнобочной трапеции, если острый угол 
её об , а радиус вписанного круга R

18. Площадь равнобедренной трапеции, описанной около круга, рав­
на Q Определить боковую сторону этой трапеции, если 
острый угол при основании равен 50 °

19. Около круга описана трапеция, боковые стороны которой обра­
зуют с большим основанием острые углы of и f i  . Найти пло­
щадь круга, если площадь трапеции равна Q
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20. Найти площадь д Д В С , если \Й С \= а, угол при вершине Д  
равен у  , а при вершине С равен оС . Вычислить искомую 
плоиадь при сС = 0 5 ° , У  =30", а= 0см  с точностью до 0,1.

21. Определить площадь равнобедренной трапеции, диагональ которой 
равна а  и составляет с основанием угол ос . Вычислить 
эту площадь при а-О см  и оС = 7 5 °.

22. Определить острый угол ромба, в котором сторона есть средняя 
пропорциональная между диагоналями.

23. В круг вписан прямоугольник, одна из сторон которого стягива­
ет дугу в 150°. Найти площадь прямоугольника, если радиус 
круга равен 5 си.

24. Диагонали прямоугольника пересекаются под углом' аС (острым). 
Найти сторона прямоугольника, если площадь его Q

25. Около круга радиуса г описан ромб с острым углом ас . Опре­
делить площадь ромба. Вычислить оту площадь при Z —Зсми о(=30°-

М н о г о г р а н н и  к и

26.Высота правильной треугольной призмы равна И  . Через одно 
из ребер нижнего основания и противоположную вершину верхнего 
основания проведена плоскость. Найти площадь сечения, если 
угол при заданной вершине призмы равен оС

27. Диагональ прямоугольного параллелепипеда и диагональ его бо­
ковой грани образуют с основанием углы оС и J }  . Найти 
объем параллелепипеда, если его высота равна Н . Вычислить 
этот объем при Н= Ъсм , оС = 30° , fi= 60 с точностью до 0,1.

28. Основанием прямой призмы служит ромб с острым углом ОС 
Угол между меньшей диагональю ромба и меньшей диагональ» 
призмы равен f i  . Сумма диагоналей ромба равна /7? . Най­
ти объем призмы.

29. Основанием прямой призмы служит прямоугольник. Определить 
объем призмы, если диагональ призмы равна d  и составляет 
с боковыми гранями углы об и f i  .

30. Стороны основания прямоугольною параллелепипеда а  = 0см\л
В = 3 сп  • Диагональ параллелепипеда составляет о плоскостью 

основания угол об =50°. Определить площадь боковой поверхности 
с точностью до 0,1.



31. Сторон? основания правильной треугольной призмы равна 4 см. 
Диагональ боковой грани образует с боковым ребром угол оС=60°- 
Найти объем призмы.

32. Диагональ правильной четырехугольной призмы d=3cMw образует 
о боковой гранью угол Л = 30" .  Найти объем призмы с точностью 
до 0,1.

33. Определить объем прямоугольного параллелепипеда, диагональ 
которого d=2 дм и составляет с плоскостью основания угол 
оС = 45°> а с большей боковой гранью угол f i  = 30". Вычислить 
с точностью до 0,1.

34. Определить объем правильной четырехугольной призмы, если ее 
диагональ образует о плоскостью боковой грани угол сС = 30° ,
а сторона основания а=4см (вычислить с точностью до 0,1).

35. В правильной треугольной призме угол между диагональю боковой 
грани и другой боковой гранью равен оС . Определить пло­
щадь боковой поверхности призмы, если сторона основания равна

d  -. Вычислить искомую площадь при а= 2см  и оС=30" с 
точностью до 0 ,1.

36. В прямбугольном параллелепипеде диагональ основания d  и 
составляет с большей стороной основания угол СС . Через 
эту сторону и противоположную ей сторону верхнего основания 
проведена плоскость, которая наклонена под углом f i  к 
основанию. Определить площадь боковой поверхности параллеле­
пипеда. Вычислить искомую площадь при d=4cM, сС=30° , 
fi= 6 0 ° С точностью до 0,1.

37. Основанием прямого параллелепипеда служит ромб со стороной
CL и острым углом оС . Большая диагональ параллелепи­

педа составляет с плоскостью основания угол f i  . Определить 
объем параллелепипеда.

38. Диагональ прямоугольного параллелепипеда составляет с плос­
костью основания угол оС , а с боковой гранью угол f i  . 
Высота параллелепипеда равна Н  . Определить объем парал- 
лепипеда.

39. Через диагональ нижнего и вершину верхнего основания пра­
вильной четырехугольной призмы проведена плоскость, пересе­
кающая две смежные боковые грани по прямым, угол между кото­
рыми равен оС . Определить объем призмы, если сторона ос­
нования равна О.



40. Определить площадь боковой поверхности прямой призмы, у кото­
рой в основании лежит равнобедренный треугольник с углом об 
при основании и периметром 2р • Через основание этого треу­
гольника и конец противоположного ребра призмы проведено 
сечение. Угол при основании этого сечения равен J3 .

41. Основанием прямоугольною параллелепипеда служит квадрат, диа­
гональ боковой грани параллелепипеда равна d  и образует с 
диагоналыь основания, которую пересекает, угол сС . Найти 
объем параллелепипеда и вычислить его при оС=60° и d=6cM с 
точностью до 0,1.

42. Основанием прямой дризмы является ьД ЬС  , у которого 1ДС1=6, 
\ВС\=а и угил ДСВ=оС. Боковое ребро равно высоте &ДВС ,
проведенной из вершины С , Определить объем призмы и вычис­
лить его при а  = 6см , 6=2,6см, сс= 60° .

43. Основанием прямой призмы является равнобедренный треугольник.
• Каждая из диагоналей двух равных боковых граней равна d  и

составляет с плоскостью основания угол <£ . Между собой
эти диагонали образуют угол J5 . Найти объем призмы.

44. Боковое ребро правильной четырехугольной пирамиды т  = 3 ом 
и наклонено к плоскости основания под углом об-6 0 ° . Найти 
объем пирамиды с точностью до С,1.

45. Найти площадь боковой поверхности правильной треугольной пи­
рамиды, если ее боковая грань образует с плоскостью основания 
угол оС=60° . а высота h = 3 см ( с точностью до С,1).

46. В правильной треугольной пирамиде высота 6=  2см и боковое 
ребро наклонено к плоскости основания под углом оС=30° • 
Найти объем пирамиды с точностью до 0,1.

47. Сторона основания правильной треугольной пирамиды CL-Осм и 
составляет угол об = 30" с боковым ребром пирамиды. Найти 
площадь полной поверхности пирамиды с точностью до 0,1.

48. Найти площадь полной поверхности правильной треугольной пи­
рамиды, сторона основания которой а.=2см , а двугранный 
угол при основании об = 6 0 ° (с точностью до 0,1).

49. В правильной четырехугольной пирамиде высота 6 = 4 см  и 
боковые грани наклонены к плоскости основания под углом 
оС=60° • Определить площадь полной поверхности пирамиды.
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50. Площадь боковой поверхности правильной четырехугольной пира- 
миды равна S  и плоский угол при вершине ос . Найти 
объем пирамиды.

51. Основанием пирамиды служит прямоугольный треугольник, острый 
угол которого равен оС , каждое боковое ребро равно S
и образует угол f i  с плоскостью основания. Определить 
объем пирамиды и вычислить его при оС = Л5’" , f i  = 30° и

$ = Зсм  •
52. Основанием пирамиды служит ромб с тупым углом f i и меньшей 

диагональю d  . Вое двугранные углы при основании равны; 
большее боковое ребро составляет с плоскостью основания 
угол f i . Найти объем пирамиды и вычислить его с точностью 
до 0,1 при d=^CM , fi= 1 2 0 ° . f i  = 6 0 ° .

53. Основанием пирамиды является равнобедренный треугольник с бо­
ковой стороной CL и углом при вершине сС , боковая 
грань, проходящая через основание треугольника, перпендикуляр­
на основанию пирамиды, а каждое из боковых ребер, лежащих в 
этой грани, составляет угол f i  с плоскостью основания пи­
рамиды. Найти объем пирамиды.

54. Найти объем пирамиды, если в её основании прямоугольный тре­
угольник с гипотенузой С = 6см  и острым углом ос = 30° . 
Все боковые ребра наклонены к плоскости основания под углом
£ • 6 0 "  •

55. Основанием пирамиды является прямоугольный треугольник с ги­
потенузой с и острым углом оС . Боковая грань, про­
ходящая через гипотенузу, перпендикулярна к плоскости основа­
ния, а каждая другая боковая грань образует с плоскостью ос­
нования угол f i . Определить объем пирамиды.

56. В основании пирамиды лежит прямоугольник. Каждое из боковых 
-ребер равно {  и составляет с прилежащими сторонами основа­
ния углы оС и f i  Найти объем пирамиды.

57. Основанием четырехугодьной пирамиды служит прямоугольник с 
диагональю d= 3cM  и углом сС=60° между ними. Каждое 
боковое ребро образует с плоскостью основания угол f i = 3 0 ' 
Найти объем пирамиды.

58. В правильной четырехугольной пирамиде площадь боковой грани 
равна Q, • грань составляет с плоскостью основания угол

ОС . Определить объем пирамиды и вычислить его при оС=60°
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и Q=6cm2.
59. Найти площадь полной поверхности правильной треугольной пира­

миды по данному объему V  и углу оС между боковой 
гранью и плоскостью основания и вычислить её с точностью до
0,1 при а  = 60° , V - Зсм 3.

60. Основанием пирамиды служит прямоугольный треугольник; боковая 
грань, проходящая через один из его катетов, образует с плос­
костью основания угол оС . Найти объем этой пирамиды, если 
боковые ребра наклонены под одним углом f i  и каждое из них 
равно § . •

61» В треугольной пирамиде плоские углы при вершине оС,сс и f i  . 
Боковое ребро, служащее общей стороной равных углов, перпен­
дикулярно плоскости основания и равно а  • Определить 
площадь боковой поверхности пирамиды.

62. Боковые ребра треугольной пирамиды имеют одинаковую длину
/  , плоские углы при вершине оС , -с( и f i  . Опреде­

лить объем пирамиды.
63. Пирамида имеет в основании квадрат. Из двух противоположных 

друг другу ребер одно перпендикулярно плоскости основания, 
другое наклонено к нему под углом f i  и имеет длину {  
Определить длины остальных ребер и вычислить их при fi= 4 5 ° и
£ = 4СМ-

64. Основанием пирамиды служит правильный треугольник со стороной
CL . Две боковые грани перпендикулярны к основанию, а 

третья образует с ним угол оС . Определить объем пирамиды.
65. Сторона-..основания правильной треугольной пирамиды равна а  , 

а каждый из плоских углов при вершине равен ос . Опреде­
лить объем пирамиды.

66. Основанием пирамиды служит равнобедренный треугольник,у ко­
торого угол при вершине ОС , а основание равно CL , бо­
ковые грани пирамиды наклонены к основанию под углом f i  
Найти, объем пирамиды.

67. Основанием пирамиды служит прямоугольный треугольник с острым 
углом сС и противолежащим ему катетом а  . Боковые 
грани одинаково наклонены к плоскости основания под углом

. g . Найти высоту пирамиды.
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68. В основании призмы лежи квадрат Д ВС В со стороной cl . 
Две противолежащие грани ДД1В1В  и CC1D1D перпендику­
лярны к плоскости основания, а две другие наклонены под уг­
лом у> . Найти площадь сечения призмы, проведенного через 
сторону ВС  под углом оС к плоскости основания.

6&. Высота правильной треугольной призмы равна Ц - Прямая, 
соединяющая центр верхнего основания с серединой стороны ниж­
него основания наклонена к плоскости нижнего основания под 
углом сС о Найти площадь полной поверхности призмы и вы­
числить ее при Н = 1дм  и сС = 60 ° с точностью до 0,1.

70. Сторона основания правильной четырехугольной пирамиды равна
а  , а плоский угол при вершине равен оС . Найти пло­

щадь полной поверхности пирамиды.
71. Основанием пирамиды служит правильный треугольник, две боко­

вые грани пирамиды перпендикулярны к основанию, а третья сос­
тавляет с плоскостью основания угол ОС . Определить пло­
щадь боковой поверхности пирамиды, если высота ее равна ft .

72. Основанием прямой призмы служит равнобедренная трапеция с 
острым углом оС и боковой стороной S  , равной мень­
шему основанию. Определить объем призмы, если угол между 
диагональю призмы и диагональю трапеции равен

К р у г л ы е  т е л а

73. Диагональ развертки боковой поверхности цилиндра образует 
угол оС о основанием развертки, длина диагонали рав­
на d  . Найти площадь полной поверхности цилиндра.

74. Прямоугольный треугольник с катетом а  и прилежащим углои
ОС вращается вокруг гипотенузы. Найти объем и площадь 

поверхности тела вращения и вычислить эти величины при 
се = 6 0 ° , а = 4см  .

75.. Радиус основания конуса равен z » а образующая накло­
нена к плоскости основания под углом оС . Около конуса
описана пирамида, имеющая в ооновании равнобедренный треу­
гольник с углом f i  при основании. Найти объем пирамида.

76. Тупоугольный треугольник с острыми углами оС и f i  
вращается вокруг стороны, противолежащей углу f i  , боль­
шая сторона равна С * Найти площадь поверхности тела
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вращения.
77. В цилиндр вписан прямоугольный параллелепипед, диагональ ко­

торого равна d  и образует с меньшей боковой гранью 
угол f i . Диагональ основания составляет с большей сторо­
ной основания угол аС . Найти объем цилиндра.

78. Площадь осевого сечения конуса <3 =-4см2 • Образуемая конуса 
наклонена к плоскости основания под углом аС=45° * Опреде­
лить объем конуса.

75. Осевое сечение конуса представляет треугольник, угол при вер­
шине которого оС = 60° и боковая сторона {  — 4 СМ . Найти 
площадь полной поверхности конуса.

80. Равнобедренны  ̂ треугольник Д ВС  , в котором = jB C j, 
fflC j~О и Й ВС-сС  , вращается около боковой стороны. Оп­
ределить площадь поверхности вращения.

81. Диагональ прямоугольника, равная d  , образует с его сто­
роной угол fi . Найти площадь полной поверхности цилиндра, 
полученного при вращении прямоугольника вокруг оси, содер­
жащей эту сторону.

82. Образующая конуса наклонена к плоскости оонования под углом
f i  . В основание конуса вписан треугольник, у которого 

сторона, равная а  , лежит .против угла оС ■ Найти
площадь полной поверхности конуса.

83. Плоскость, проходящая через центр нижнего основания ци­
линдра под углом у  к основанию,, пересекает верхнее ос­
нование по хорде CL •. стягивающей дугу сС . Найти 
объем цилиндра и вычислить его при <Х-/20“, f i - 60", О = 6см.

84. Через вершину конуса под углом f i к основанию проведена 
плоскость, отсекающая от окружности основания дугу оС , 
расстояние плоскости от центра основания равно d  . Оп­
ределить объем конуса.

85. Два конуса имеют общую высоту, но вершины их лежат в разных 
концах высоты. Образующая первого конуса равна {. , а 
угол при вершине его осевого сечения равен 2оС • Угол 
при вершине осевого сечения второго конуса равен 2 fi .
Найти объем общей части конусов.

86. В равнобочной трапеции большее основание равно CL , ост­
рый угол оС , диагональ перпендикулярна к боковой сто-
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роив. Найти объем тела, полученного вращением трапеции вокруг 
большего основания и вычислить его при а  = 10м и а( = 60*.

87. Радиус основания конуса равен R  , а образующая наклоне­
на к плоскости основания под углом оС . В втом конусе про­
ведена плоскость через его вераину под углом у  к его вы­
соте. Определить площадь полученного сечения.

68. Осевое сечение конуса представляет собой треугольник, уг л 
при вервине которого равен оС . Радиус круга, описанного
около этого треугольника равен R  . Определить объем ко­
нуса и вычислить его при R = R q m  . Of = 6 0 °

89. Образующая конуса наклонена к плоскости основания под углом
сС . Определить площадь полной поверхности конуса, если 

радиус шара, вписанного в конус равен z  и вычислить ее 
при оС = 6 0 ° и 2 = 1  см  .

90 • В яар радиусом R  вписана правильная четырехугольная пи­
рамида. Определить объем пирамиды, если боковое ребро пирами­
ды образует с плоскостью основания угол с ( и вычислить 
его при (X = 6 0 ° и Я  = 2 см

91. Определить объем правильной четырехугольной пирамиды, впи­
санной в шас объемом V > если угол между противопо­
ложными боковыми ребрами равен сС .

92. В правильном четырехугольной пирамиде двугранный угол при 
основании равен ос . Определить площадь полной по­
верхности пирамиды, если радиус шара, вписзнного в пирамиду 
равен г

90. В шар вписан конус с высотой Л и углом в осевом сечении
. Определить плошадь сферы и вычислить ее при 

h = 1см * X  =120°.
94. в мар радиусом R вписан цилиндр, диагональ осевого сече­

ния которого наклонена к основанию под углом оС . Най­
ти объем цилиндра,

55- Высота конуса равна k = З см  * образует угол а  = 6 0 "с 
образующей, 3 этом ко усе проведена плоскость через его вер­
шину, угол при вершине этого сечения равен j )  = 30“ • Найти 
площадь сечения.

96. Диагональ осевого сечения цилиндра образует с плоскостью ос­
нования угол в 6 0 ° . Отношение V ■ - 2 см -
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Найти длину диагонали осевого сечения.
у

57. В шар с радиусом R  - дн вписан цилиндр, диагональ 
осевого сечения которого наклонена к плоскости основания под 
углом <Х = 4 5 ° • Найти площадь полной поверхности цилинд­
ра.

9Ь.- Вычислить объем цилиндра, если радиус основания его равен 
2 см , а тангенс угла, образованного диагональю осевого 

сечения с плоскостью основания, равен -j—
95. Вычислить площадь боковой поверхности цилиндра, если высота 

его h. = 1дм и t^cC  — -L- , где сС - угол,
образованный диагональю осевою сечения с плоскостью основа­
ния.

ЮС. Осевое сечение цилиндра - квадрат. Радиус основания цилиндра 
R  =л/19 см  • в нижнем основании хорда Й В  стягивает дугу 
о(.= 60° • Вычислить расстояние от центра верхнего основания 
до хорды ЙВ •

101. Угол при вершине осевого сечения конуса сС = 120 ° . а пло­
щадь этою сечения Q = л /з ' см2- Найти площадь боковой по­
верхности .

IC2. В основании конуса хорда длины а  = 2т/з СМ стягивает дугу
оС = 120° • Угол между образующей конуса и плоскостью осно­

вания <f= 3Q° . Вычислить объем конуса.
103. Плоскость пересекает шар. Расстояние от центра шара до 

плоскости равно (£= 1см  , площадь полученного сечения
равна З л  СМ2 ' • Вычислить радиус шара.

104. Точка й  лежит на окружности верхнего основания, В
- на окружности нижнего основания цилиндра. Угол между ра­
диусами, проведенными в точки й  и В  , равен 120°.
Найти //75/ , если радиус основания цилиндра Я  = л /У см-
а осевое сечение этого цилиндра - квадрат.

105. В шар вписан конус. Угол при вершине осевого сечения сС 
Найти объем конуса, если радиус шара равен R

106. Площадь основания конуса Q . Образующая конуса соста­
вляет с плоскостью основания угол сС - Определить объем

■ конуса.
IG7. Основание пирамиды - ромб со стороной а  и острым углом 

оС • В пирамиду вписали конус, образующая которого
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наклонена к плоскости основания под углом у  . Найти 
объем конуса.

IUO. Прямоугольный треугольник с площадью S и острым углом аС 
вращается вокруг оси, проведенной через вериину прямого угла 
параллельно гапотенузе. Найти объем тела вращения.

IC9. Куб вписан в тар, найти объем шара, если ребро куба равно а .
ПО? Равносторонний треугольник со стороной а. вращается

вокруг внешней оси, параллельной стороне треугольника и от­
стоящей от нее на расстоянии,равном высоте треугольника.
Найти объем тела вращения.

I I I ?  Плоскости 2-х сечений пара взаимно перпендикулярны. Одна из 
них проходит через центр, а другая удалена от наго на 12см> 
общая хорда сечений равна JQ см • Найти площади сечений.

112? Два сечения оара имеют единственную общую точку; плоскости 
сечений составляет угол 60° , одна из них проходит через
центр шара. Расстояние между параллельными диаметрами сече­
ний равно 10см . Найти диаметр вара.
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1.20см. 2. ?sLn 2<jL ; 25 см*. J .yjr /?* .- *  3,6 дм*.

4.-— -R*. 5,2 см*. 5 . z*ctf*(45~--f-)ct y ' T ’

7. / / V j ”1; *■6.9см*.

fi. *-----_ _   9 . 3 гV5*; *  5.2 смг.s in  a  *- cos
2

^ чгп* , •/,£■• ОС | лл 2^Cс coscc 
Ю- x a t f ( 4 5 m- — Ц ( * 5 ~~4~У 1+cty ’

& 0,6 см. 12- -5 • 2jF^/sin 2 л ~ ; ^  17,7см -
т п

14 .6- j f '  15- З Л  cm - 16-—g - f t "  s in  at

/—  - -  JtQsonoCSinjJ . . .  a*S inV sind  .
« V m  • * *** 2 s in (* + n  *

«  0,7 cm* - 21- -j-a*sia 2 x  ; 4 cm*. 22- 30°. 23- 2 5 cm*.

2 4 - ^ O t f ^ - ' ,  л/Q ctf • 2S- J6z*sincC ; 72 cm*.

26  c t f  «- - 5 ‘ ^ 7. H Sc ty jiy / c ifa L  - C ttffi ‘ ; *  25 ,4  cm 3.
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90  m 3S in c e  S i n - ? - t y .f i  29. d 3sin oC sin By/cosh -siflji-
4 (s in - j,+ c o s  - j- )3

30. *  121,1 CM2. 31- 16 CM3. 3 2 . *  4,8 cm3. 33. 1,4 дм3.
34. -*90,2 см 3. 35- -j- а гл/зctcfce - 1 ■ «  16,9 c m 2.

36. 2d.2sin. cC top (sin. d 1- cosat ) ;  ^ 37,8 c m 2. 37. 2a since *
0C_ x _ . , a H3SinJ}\/c0S2c<-Sin2fi ' 3

* cosf- ty p . 38. . з3'^ ^ с Ш

p2Vcosa-cosj3
S c n f- V 2

40.---------  Zof*---41. 2 d3COS2aC'\/̂ COsJoC ; »  22,6 CM3.COSfi COS -S- ’

42 -—  f  ^JS,taCC д ; 10-4- см3. 43. d 3sin 4r Sin oc x u ' 2VaT^ 6!i-2a 6cos£ ’ ш 7 7 2

хл/соЗгос - s in 2=d ‘ . 44 . 3,9 CM3. 4 5 - * 3 1 ,1  C M .

46. **10,4 c m 3. 4 l• *  13,8 c m 2. 48 ■ xc-5,2 cm  ■ 49. 64 cm  .

S\/stQ%-C0Scc'_ . 51 -L-SSsin  2a. s in  2fi C0SJ3; /-g- c4 
ou’ 6cos 0
S Z . T j d H f i q p ;  »27,7 c m 3. S S . i A * * « x f 4 M  

54. !3,S  cm3. 55. -p> (Sen  24. cor. x -

56 , - y {5C0Sc( cospV slnd  -C0S2p -  57. 1-J- CM ■

4  9 Sin oC Vd cos cl ' ;  12 cm3. 59■ 2^c°osd J~49Vcty oc •56- 4 > /УС/7.  ^ 3^

5 1. C0f igC S in (d ^ ~ )co s (d —f-)- 62. 3Sin yy/sind-Sin 2j-

6 3 . is in  f i , -yp=A-» -^?r4l+sin fi ; 2V2 см, 2 c m , 2-Js cm ,
a3 , „  а 3 / г т Г й ..... ..— ' a 3 eta % cos £ tap

64. 8 HLCC ‘ 24 ^3c4  ~T~ 1 ■ 66■ 06 cos2(95°- f )
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67Л ff8-S ia % % )  • 6S. 6V3 H 3ctpcL(1+ctyx);

~ 9,5 дм2. 70- a 2(lT -cta f)- j ^ Actycedscncc+l) , ,
'  *  v J  j w  a;

72. 2 £ W k  Л И - у  • 73. j ~ ( J i s i n  2 л  +-cos*oc)  .

74. -^-лаЧуссsince, JiasLncc(1+iyoL)-, 3 2 л  cm3,

8JtV3(l+V$) cm2. 75- -j- z3c ty *Y  ta fi tgoi •
7 fi 2jic2sLnccsLn(<x.+ 4 )co s4 ----------- jud3s in 2j3 ,—;—;-—

s in  (a. i- fi) ' n -— 4cos*oc rto sM co ste- fi).

78.-§-л cm3 79. 1 2 л  cm2. 80. ~ ~  C ty ^ ( l+ 2s ln 2L).

81. 2x d 2s in y 's i/iy + c o s f) . 82- ’
83. л а  сЦ~?2М£- ; 36 Л см3. 84- -1— 2 --nr—-8 Sen -J- J  S o n  2 <f cosy cos ~~
ЙС JCi3C0S3* - j ta 3sin 22cc я  ,
° 5-3(ctyo(+ ctfrj})2 f 8 6 •---- T2------ (3  ч с о з л ) ,  -J- SM .

c^ * o s * J co s (« \ y )co* (« - r f '
88.-j- rLR3su ic{cos2j-  ■ 24л  c m 3. 89. J g ^  m s2y  ; 9 л  cii
9 0 - ~ j - R 3s i . n I 2 c ( S i n 2o( ;  91 s i n 2* cos2f- ■

*•  M r c t f f C0ST ■ » ;« £ % ; ■
94.3tR3sin2<*coSc(. 95. 9CM2. 96.16cm■ 9 7.- j-Я  дм2- 
98. 4 л  см3. 99 .6л дм2. 100-9,5см. 101-2 л \ г3 ем2- 
уQ2 см2. 103. 2см. 104• 7см • Ю5.~^~лRsinscos^'
т .6 зШ — ц ь  . J07. . J08■ -^-JCSVSsLn 2 ex'.
jgg л а 3у 4[_ . 11Q. л а 3, 111. 81л см2 ■, 225см2. 112. -4=г- ■
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