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КРАТКИЕ 5ВЕШ5ИЯ ИЗ ТЕОРИИ.TiHCZiF. KPXtEPU:n r r-деление линейного пространства-Пусть Р  -  произвольное числовое поле.Определение. Множество {/ называется л и н е й н ы м  п р о с т р а н с т в о м  над полем Р  , а его элементы -  векторами, если:а) задан закон (операция сложения), по которому любым двум элементам х  z у  из I/ ставится в соответствие элемент из , называемый их суммой и обозначаемый х + - у  ;
б) задан закон (операция умножения на чи сл о), по которому элементу <2? из V  z  числу ос и з Р  ставите.--: в соответствие элемент из И , называемый произведением на се и обозначаемый о с х  ;в) V х , у , Z G  V  и ^ е Р  выполнены следующие тре- б ования-акси омы:
г ° .с х ^ у ) ^  z  = х  -  >-?).3 ° . Существует элемент 0  е  У  такой, что У ж е  У  выполнено равенство .2? г  Р  =  се .
Р . У а - е  V  существует элемент ” -гг*< р  V ,  такой, что

 

 

 



7°. U ~ ( * . / ! )  -Г.

. / - J- -  Л".

Ректор. " - х  называется цротивополэкным вектору ,г~ . вектор 
пвэымется нулев’Л’ векторе*.: '.ли нуле:.:. Гг-кторы обозначается ма

лат.: латинскими буква'.".! (за гсатпч^нием.нулевого, который обознача
ется греческой буквой О ) , л числа, как правило, гречески?.’;:.

."инейное пространство нас поле*: А называется в-лсствсишпл, 
а чип полем С -  комплексным.

■’ели указана природа элементов гт, у . ? ,  ... и плавила дейо-атя 
над ними(аксиомы 10 -Ъс выпслиснм), мы будем иазнтлт; йное прост
ранство конкретным г использовать для ня го гнх’В'-'пу:.--••:■■• обозначе
ние.

"ример I . Пространство -  это сэвзиупыэсть гекто::- (на-, 
правлениях отрезков) в пространстве. ;~:г- : у..": '..‘л
опрецеляотся по правилам iv игорной алге.'гы. Сумма векторов есть век
тор, произвел‘ние в-итога на число есть вектор. л;и.'..:-.г т.« ак^ио:-: 
доказано в рази, " ’акторная ллге'ра".

Прайс? 2. Прост-а:-отво Л’* -  это со* ••••;•:.. т«. упог,«тп?ч?; .-?.:х 
наборов из д  действительных ч д а с л . 'с - ^ : Г м  ?>,•••» Гл > "  ,

Г , >■••• Кл ’ Лл ,'.л -ел?-'"7лу , , . . .  , л  f n ) ,
где ле Р .Таким образец, д;^у£/?п i x t  Я* • -ь Р -о*  легко г.то- 
Fepir-Cf. (проверить).В частности, . . х * есть и:, р , - у Д
нулевой вектор в  -  это набор из нуле,:: 6 - (О, о , . . . , д ) .

бактичеоки им имели пело с зле»гентами этого пространства, рас
сматривая строки (столбцы) матрицы.

Пример 3. божество веществеиных .пункций, непрерыв
ных на [ л , / J  , с сбычньйи определенпжп суммы и пгои:вепе:" я  не 
действительные числа образует линейное пространство, в котите: рол:- 
элементе & играет функция, тождественно равная "С" на [ a , f ^  
(убедиться в этом).

' ггп.-ер 4. Нулевое пространство { & j  -  эго пг-г. : з н г о с -
тсягее из одного элемента. Единственный элемент по необходимости 
п:?.:-отся нулевым и самому себе противоположным.

Пример- Б. Пространство Ст) -  вещественное пространство, 
элементами которого являются многочлены с вещественным:: коэт&циен-
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тями, степень каждого из которых не превышает Л . Многочлен сте. 
пени Д'

f  ( * )  = а0  <-а, х  > а2 х 2^ . .  . + а л  х * ,  а к  + Д (I )

мы понимаем как объект, вполне определяемый упорядоченным набором 
(a 0 ,O f >  • ••, а к )  действительных коэФф::ц;гентов, а равенство как сов
падение одноименных коэффициентов многочленов. Сами действительно 
числа считаются многочленами нулевой степени, за исключением числа 
"О", которое играет роль нулевого элемента в пространстве /?# (ас) 
и считается многочленом, для которого не определена степень. Опера
ции над многочленами (сложение и умножение на число) сводятся к од
ноименным операциям нац упорядоченными набора.™ их коэффициентов.

Ка многочлен ( I )  возможен взгляд как на функцию переменного х ,  
однакс определение равенства двух функций отличается от принятого 
выше "алгебраического" определения равенства двух многочленов, так 
как Функции считаются равными, если равны их значения при всех зна
чениях переменной. Оба определения равенства многочленов равносиль
ны.

З а м е ч а н и е .  Зсе свойства элементов конкретных линейных 
пространств, основанные только на аксиомах I 0 -  8 ° ,справедливы и для 
элементов любых других линейных пространств. Например, анализируя 
доказательство теорег/ы Крамера о решении системы инейных уравнений 

мы молем заметить, что в той части, которая . касалась величин # f >  
оно (доказательство основывалось только на том факте,что 

эти величины можно было скла: ::вать и умножать на числа из /?  , при
чем использовались правила!0 -8°.Это позволяет обобщить теорему Кра
мера на системы, в которых величины , £2 > . . . , # л  являются векто
рами произвольного линейного пространства И (например пространст
ва l/j ) .  Отметим только, что значения неизвестных будут тогда 
также элементах® этого пространства У  .

Пример 6. Решить систему

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 
 
 

 
 

 

 

 



смет гм теперь, что во всяк»' лп'">йно.м пространстве мотне оп
ределить вычитание векторов как операцию, сб: .".тную слстаниг. Пато
ка: по определению: jf^ a: - у  , если

■"■■■"?_ 7. Доказать теорему: для -ото, чтобы из вл ктора 
вычесть вектор у  , достаточно и вектору .z’ приспа-ть противопо
ложны? вектору у  вектор - у  , т .? . yj.

Как следствие это?, теоремы получаем утверждение: если 
то з з - - ^  . Сбратно, ec-” t n r = - ^ ,  то зг* у  — f ) .

7 ,о ., в вектсгных равенствах слагаемые г.з одной часта в дру
гую место переносить с п;•ставополотнда зыеко? .

Из определения линейного пространства н"медл •■"”•: о вытекает 
справедливость следу щах утвержден?, л:

1. Г’ линейно?.: пространстве существует г гинсовенный нулевой век- 
f .«\г-• v л •

2. Л линейном пространстве каждый вектор имеет единство-пай 
противоположный вектор.

3. У азе к  о>зс~ &}

4. к'сСб Р  <х”  6  = & ,

5. Если o fx  - б  . то ели <яс = С или зс -  г .
5. Ул>е У ( - / ) . г - - .2 3 ,
'7. оз) де = -  (асзс ) ,  о с ^ -з г )  - -  (SCJT) .
8. <х С 33 ~ у )  = гх-гг -  » у  > ■

'инейная зависимость и независимость веитотсв

Пусть ,°  -  произвольное числовое поле, V  -  линейное прост- 
внетво над ним и пусть а ,

г ,згг ,  -зз/г ( I )  -  произвольная спо
ена векторов пространства И .

О п р е д е л е н »  е. Система векторов (I)  называется ли-
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нейно зависимой над полем Р  , если в поле Р  существуют числа 
и?,, , •• • > л н е  ВС15 равные "О", и такие, что

Л , X ,  «- л г  *• . . .  *■ Л„ = в .  ( 2 )

Если же равенство (2) выполняется лишь в том случае, когда Л / '-Л г ’=- 
— то система векторов (I )  называется линейно независимой.

Так как равенство л  л* = 0 ,  где Л- Р 0 выполняется лишь 
при л * - & . то из последнего утверждения вытекает следующее ут
верждение:

система (I )  при л  -  I линейно зависима только в том случае, 
когда -i't  =“■ 9  , если те x f = ^ 9 ,  то система из одного вектора игу 
линейно независима.

О п р е д е л е н и е .  Пусть x 1 t jc3  ,<» ^ -п рои звольн ая сис- ' 
тема векторов пространства V  , а л ,  , л 2  , . - , Л л  (2) -  произв^ль- 
ная система чисел поля Р  . Вектор у ~ - А ,х ,  -г-А2 ас2 ^...^Р)3 Хя ~^,А1Св̂  
называется линейной комбинацией векторов системы (I )  с коэффициента
ми (2).

Пример 8. Доказать теорему: при п. 2 система векторов (I )  
линейно зависима тогда и только тогда, когда хотя бы один ее век
тор является линейной комбинацией остальных. - .

Пример 9. Доказать теорему: если какая-нибуг подсистема сис
темы (I)  линейно зависима, то и сама система ( I )  линейно зависима.

Пример 10. Доказать теорему: если система ( I )  содержит зёктор 
9  , то она линейно зависима.

Примет П . Доказать теорему: если система ( I )  линейно незави
сима, то любая ее подсистема ;инейно независима.

Рассмотрим множество £  комплексных чисел. Оно образует ли
нейное пространство и над полем Р  и над самим собой. Числа 
и z 2  -  i  являются линейно независимыми в первом случае и линейно 
зависимыми во втором случае. Действительно, в первом случае из сп
раведливости равенства сС'7 р с  — О ,  где ое и р  -  действитель
ные числа, следует, что о<-=р — О (так как комплексное число рав
но ’О" тогда и только тогда, когда ос>= р  =  G). Те же числа sc,-- /  
и г 2  -*■ вс втором случае являются линейно зависимыми, так как ра
венству оС'1 + -p i = О, где ос и р  _ комплексные числа, удовлет
воряют неравные "G" числа a r «  z ' ,  p  = - f  .
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Тскж образом ..одни и те_же вектор» могут бнть_линейио_зависи: :  
мы_в_-инсйном пространстве _иаг_ош/им_пол^.'_>п_линейно_независл.п£!.ги в 
том же_п£ост£йнстве,_но на а пр^гим_п2ле».щ

Следует «меть также в виду, что ^пнэ_ и то_жс множество _ мот--? 
£ '£ П2°1’!*2:!1Ь_ „линейное простг2:'£7во^пг._ор{пм..пол£м_и_не £ '2 а 2°2:*'х 
г.-л'_лии£Йного_пгостганствп_нпг_т.э;>’т:'м пол^м. Так, например, мно
жество г аил опальных чисел ооразует линейное пространство н а: самим 
собой, но не является линейным пространством наг полем Р  .

Действительно. сумма глух рациональных чисел /7  и /? есть 
рациональное число, но произведение a r-z?  , где e re - /? , монет 
ухе не быть рациональным числом. Однако £С£К£'.-_п^Л£ £вля£Т£Я„ —£~ 
£Т£Ппстве:.:_ипг. _ся:.'И’.:_1СОбсйл

Газмет-ность и базис личеРного п— я?

■усть Р  -  произвол;.нос числовое поле. | /  -  линейное прост- 
рачство на а оси’’ поллм.

О п р е  д е л е н и е .  Линейное пространство V  называется 
П -мерным, если -в нем можно найти а  линейно независимых векторов, 
но больше, чем п  , линейно независимых векторов оно не содержит. 
Число л  называется при этом размерностью линейного пространства 
и обозначается d i  w  ( V ) .

Таким образам, размерность линейного пространства -  это макси
мальное число линейно независимых векторов, содержащихся в нем.

Нулевому линейному пространству (<£>} приписывается нулевая 
размерность.

О п р е д е л е н и е .  любая упорядоченная совокупность / i  

линейно независимых векторов л  -мерного линейного пространства Iх  
называется его базисе?/. Векторы, образующие базис, называется базис
ными .

Существует единственное линейное пространство, не имеющее ба
зиса -  это нулевое пространство.

О п р е д е л е н и е .  Если в пространстве У  существует лю
бое число линейно независимых ректоров, то оно называется ос -.мер
ным.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 
 

 
 

 



Каждый вектор х  п  -мерного линейного пространства (/ мок
ко представить единственным образом в виде линейной комбинации ба
зисных векторов, т .е .  если ~ базис, то У х е У  един
ственны:.: образом найдутся числа ^ г ,^ г такие, что х  » 
~ ?f Г *■ f l  ?2 * • ' • * f  fl tn. •

Зафиксируем конкретный базис £ f , £2 >••*£*• Условимся в дальней
шем всякий вектор >..,*■ £„_ в данном базисе £г , £3  ,  . . .  ,  £а
записывать также в виде лг= ,  ..м ^;и лл  х -  (  ?r J

Числа i f f ^ f ' f f f i  к а з н в а ю т с я  координатами Лектора х  в бази
се Д,, > £/1 .

Для фиксированного базиса легко установить следующее:
I .  При сложении (вычитании) векторов складываются (вычитаются) 

их одноименные координаты.
2. При умножении вектора на число а: его координаты умножа

ются на это число.
3. Вектор х  является нулевым тогда и только тогда, когда 

все его координаты равны 0.
4. Если всякий вектор y e  V  может быть представлен в вице 

линейной комбинации г? линейно независимых векторов, то простран
ство И тлеет размерность п  .

Пример 12. Множество многочленов ( х )  степени не выше /1 
образует линейное пространство размерности //»-7’ . Действительно, 
многочлены £f  ~ f, = х , £3  - х , . . . ,  £ п г г~ х ' г в  этом пространстве
линейно независимы, так как тождество
<ХО • 1 *• <Хf  X  г  aCg X 2  *• . . . ОСЛ  X  О

имеет место только при <хо  — х г  = . . . — =  о .
Большего числа линейно • езависимых многочленов в этом прост

ранстве нет, так как всякий а*-2  -й  многочлен а о  т-аг х ч  а г  х 2*-.., 
. •^ а / г х л  кояет быть представлен в виде линейной комбинации много -  
членов Г , х , х 2  . . .  f X *  с коэффициентами а ,  ,  О.? , . . .  
Поэтому в качестве базиса в этом пространстве можно взять многочле
ны Z, х ,  х я ,  ,  х ^  а поскольку

ад ч- а , х  ч-аг х 2 т...ч-&я  х л= a o £f  f-a f £3  •*a -n-£n*-i’

то коэффициенты многочлена являются его координатами в базисе
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Пример ТЗ. "ножество непрерывных не функций об
разует °° -мерное пространство, так как в нем существует любое,
число линейно независ;гмых функций. Например, при любом сколь угод
но большом п , *ункции /, х  , jt'  . . . ,  л л  линейно незав:-; :::ы.

Примет т.;. Зегко заметить, что множество квадратных матриц
второго порядка с обычными операндами сложения и умно* ■-•?. <>я  
ла образует действительное линейное пространство, в кстсро:.: : : .л  
нулевого элемента игра '"  нулевая мат;:::::.. Пэкя»-.:м, ^то ото пр?'— -  
ранство 4-мерное. Действительно, мат;'.—:

4 - 0
являются линейно независимыми, так как гавеис: вс 
выполняется лишь при <£г  -  осг  = - 0 .

'  другой стороны, всякую м а тр и ц у /^  :-?т о представить в 

виде линейной комбинации матриц ;

( с  .

Тагам образом, матрицы f t f l 2  , образ;л.т базис, т .е .  простран
ство 4-мерно.

Примет Т5. ’Множество /Г комплексных чисел наг. полем f  дей
ствительных чисел образует линейное пространство размерности а - Г.. 
Действительно, в нем есть пара линейно-независимых чисел, например, 
/у= 1 z f 2  = с (с?.:. Еы~е), но нет большего числа линейно независи
мых чисел. Поэтому числа /  и /  можно принять за базис. "о же 
множество комплексных чисел нац полем комплексных чисел .тит- ог-х :ер- 
но, так как любая пара г  ,  и 3 2  отличных от 0 кт-.'плексных чисел
линейно зависима, так как равенству осz f  ^ z 2  = ос -
комплексные числа, a Z ) r z 2 yC /У можно удовлетворить неравными С
числами c£ ^ Z 2  и j 6 - - z f  . В качестве базиса "очно взять любое 
комплексное число z  I  0.

Рассмотрим теперь пример линейного п р г 'т т - .т 'т "  с " го ? '—-  : 
определениями сложения г. умножения на числа.

           

 

 
 

 
 

 

 
 

 
 

 

 

 



Г, 'усть 4* -  множество всех положительных чисел,
удем обозначать их буквами а , 8 , £ ,  . . .  • Сумму двух чисел а  и 
8  будем з этом мн •.••’о стае обозначать через а  &  8  и определим 

равенством а  0  где а - 8  -  обычное произведение чисел
О 8  . Произведение любого действительного числа л  на чис
ло а с  Я  обозначим через Л ( - ) а  и определим равенство:.: 

Л(’) а ^ ' а .  • Покажем, что 4’ ’’ -  линейное действительное пространст
во размерности " I ” . Тля этого прежде всего заметим, что если 
а е Я ^  t fe  f i ' '  f  т о й  a Q ^ f i r  и Л ( - ) а е  Я "  .Проверим те
перь справедливость аксиом:

. a  Q  8  -  8  &  О. , таи как г//* — 8 &  •
С. ( 2  &  f )  &  с  -  а ® (8 ® С \  так как ( а £ ) с = ^  a f f a j  ■
3. 3 ,4’*' существует О , обозначаемый через " I" , такой, что 

а ® 1 = а ~ ъ  как а ® 1  = а -  1 ^ а . .
4 . / д е  / Г  

мый в Я'*' через 
где / -  в .

существует противоположный элемент, обозначае-
, такой, что а  0  — ~ /J  так a ®  —= a --~ f  а  а  ’  a  a  h

5. x ( - ) ( a Q  / ) ^ ( c t ( - )  а ) ® ( о с ( . ) 8 ) ,  так как ас(.)(а< в8)=  
= ( а  (Э 8 ) x= fa 8 j= a ° '8 °^  a & f *  (аге -)а )< э  (<*:(•) 8 ) .

С. ( " ) 2  = ( ' х  с -) а )  <э ( ^ С - )  а )  ,  ТЗ.К как foe * - j3 )( .)a  =

- а  (а с ( .у а )®  Сузе, у а .)  .

7. ^ ■ ( • )С ^ ( -У а .)= .(о с ^ ) ( . )  а  у  т а к  к а к  ) С ^ ( - ) а )  =

=■ С.8С- ) а  )  = ( 0 / ) * =  a XJ>-  а .

8. 1(‘) а - а  ,  так как Г ( - ) а  -  а '=  а .

Таким образом, аксиомы выполнены, значит Я ^  -  линейное простран
ство.

В этом пространстве имеются ненулевые элементы, т .е .  числа, 
отличные от " I” , поэтому его размерность больше "О". Однако любые 
два его элемента уже линейно зависимы, так как равенству

(3)

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

  

 

 

 
 



можно удовлетворить при окном из коэффициентов ас ;:ли не 
равней.' *0". .Действительно, равенство (3) равносильно равенству

а  ‘

Гели а  * /  (т .с .  а «■ G ) .  то можно положить <х ~ 2, р  0.
гели / • /  . т о  можно положить ОС С, - 2 . ДОЛИ < 7 = / ° - / ,  
то равенстве (4) справедливо ига лгбат. х  и / г  .

Пусть а  ? f  , 8 1- / ,  Положим x  -  p. Тогда a  8  “ Z?  
откуда и, следовательно, a — *  '&.

. '̂z z  8  ' 
;оким образом, равенство ( '•), а следовательно, и равносильное ему 
равенство (3 ) , имеет место хотя бы при одном из коэффициентов, не 
равном "О” . Следовательно, любые два числа а  и 8  из Л**" ли
нейно зависимы. ?то означает, что размерность пространства Л '* р ав -

Понитие линейного под.-.;ос~., •■■.хтзз

Пусть Р  -  произвольное числовое поле, V  -  линейное прост
ранство 8Р.Е НИМ.

О п р е д е л е н и е .  Подмножество X  линейного простран
ства V  называется линейным подпространством --того пространства, 
если относительно заданных в операций сложения векторов и ум
ножения их на число по множество * f само является линейным прост
ранством.

Справедлива следуюсая т е о р'.е м а: множество X  векторов 
линейного пространства V  является линейным подпрострЕНством ?то- 
го пространства тогда и только тогда, когда выполняются следунцпе 
кв?, условия:

I .  j c ^ e x ,

■ - . V x e g  и V x e p ,  o c x e z .
Эта два условия могут быть объединены в одно:

и b 'x . js e p , <хх +■ х .
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Пг- y v  "Z. , Доказать т е о р е м у :  множество всех лийей- 
:шх yy:r:-:nzz:H. векторов системы (I )  с коэИбициентами из поля О  
является линей:яым подпространством пространства У  .

.гнейпое подпространство линейных комбинаций векторов системы 
называется линейной оболочкой векторов этой системы или линейным 
подпространством.затянутым на векторы системы ( I )  и обозначается 
=Jf . х 2 , . .  . ,  х а  ) . Размерность этого подпространства равна 

ч;хлу линейно независимых среди них векторов.
Просте Лл..-л линейным подпространством пространства У  яв

ляется его одномерное подпространство^ е базисом .состояаим из 
одного рек~ора. Таким образом, представляет собой совокупность
векторов вида <2 ( ,  , где еС -  произвольное число.

Л:-:г Тб. Пусть V = ^ ' L -  линейное пространство упорядочен
ных наборов по /г действительных чисел. Показать, что множество 
У '  наборов вида , х 3 , является линейным подпрост

ранством пространства О л  и определить его размерность.
Тесание. Прежде всего заметим, что если x ^ f f ,  

O ) c V ,  ^ ( О 9 ^ , . . .  , ^ - / , O ) £  У ', /по  ■
■■■' ^ / i - f  *■ О ) &  V ' и  = (0,<ха?2  л х а _ , , о ) е У \

Следовательнол V -  линейное подпространство пространства Л> л  . 3 
у '  имеется п - 2  линейно независимых вектора
et ~(o,i,o ,..., о,о), ог ~(о,о>г, .->0,0), " .

ел 2̂ = (о,о,о, , /,о )
и нет большего числа линейно независимых векторов (проверить). Сле
довательно, d 2 /n  (  У ') = л - 2 .

Пример 19. Векторное пространство натянуто на векторы
X ,  = (3, 2 , 0 ) , ~г> = (-1 , 4, 5), Ъ  = (7, 0, -5 ) .

Определить его размерность и указать какой-либо базис.
Решение. Легко обнаруживаем линейную зависимость векторов х : ,,  

x 2 t x 3 . С-днако векторы -z> и х>2  линейно независимы. Следова
тельно, размерность данного пространства равна 2. 3 качестве бази
са можно взять векторы х ,  и х 2  •

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 

 
 

 

 

 

 



Сумма и пересечение линейных подпространств

Пусть

........(5)
-  произвольная система лине.-.ных подпространств пространства V  •

О п р е  д е л е ! ■: и е. Иночество всех векторов а~е 1 / , НОТО-
рк<' представляются в ви г.о

Л*“ f ж *Zê  , т* z n >

где называется су-тто* л;■отгтсттппств
и обозначается через » -^ Л  тли у  .

,, ./• : - г  ‘. нечестно векторов «г-е- г  , п р и т е д л ; : х  иновременко всем 
подпространствам, называется nopecencrn'-i.! этих подпространств и 
обозначается У", /7 Х2  /)„ , /? или /)  «Г/ .

С п р е  д е л е н и е .  Говорят, что пространство V является 
fipM’of» суммой своих поппгостганств у  у  •< , если:

а) P ir*  К  существует разложение

* г -  лт, * -^7  * . . .  г<7е ;

б) вто разложение единственно, т .е .  если тг = cry» - л ^ , -

= / ,  ’ ••• * Л» •г а е  } •  Ш  л ;  ,  . . . ,  ,
Гот этом пишут: 1/= х ,  А  *  -< 7  •

Потмег- ГО. Доказать, что условие б) разнсзддьно условии:
б ')  если имеется разложение в  2 ,  *-2j_ -  . . .  <-г т  ,

Де 2f С X-f ,  ••• Z/n €  ^/rl л ТО Z f — 2^ =  ••• = 2/rj — Q ,

Пттоев 2Т. Доказать, что из условия б) следует, что всякие 
два из подпространств , •• • ,<ч'Х7 имеют обппм лишь одт- эле
мент & .

л ~пмег 22. Доказать теорему: если 46 ~  *7 , £  > /7 <*7 = -G? }■

-о af »Afz  4-z 2 .

Справедлива следующая теорема:.

К77Т ТОРС ЧТОбН ПООСТСЭНСТВС У *" “ — 
п о п п о о сттач ств _ ^ д_«!  ̂ д  ье<п I  д " -
бы объегниение базисоз? этих п о пгт ? ~ ~т: ? ~ ~ ~ ■" ~' т ■*■*.■ *--.••»/* г
Г$ JSDOCТПННСТВ8.

        

 
 

  

 

 

 

 



т эк:пл образом, размерность прямой суммы подпространств равна 
сумме размерностей подпространств.

к ц ово?*у базису
В ЛТГЯв^НОУ 71Т?ЗС.ТГЭНСТВ£

Пусть в /? -мерном линейном пространстве I/ тлеется ива 
базиса: £л  и и пусть

~ £ f • ♦" сСп  f £п.

ẑz =  ^ Г л  £ / ' * ' • • •  % n rt ^л- /**-п  °<-f2 " •  °^гп \
или, когопэ. (Y /, е'л ) ^ ( ^ . / л )Д , га'е l ^ r  - с С ^  )

\ *л /  aS/12 /  •

Матрица Д  называется матрицей перехода от базиса £  к базису
г ' .

Пример 23. Доказать, что матрица перехода является невырож
денной и обратно: любая невырожденная матрица может служить матри
цей перехода от базиса /  и некоторому другому базису.

Примед 24. Пусть л-= Jr ъ „  , л  и п „ * г'л £'л  .

Ранг системы векторов.
Связь с сайтом матрицы

Пусть дана конечная или бесконечная система векторов
...,л :д )}-. Максимальное число линейно независимых векторов панной сис

темы называется рангом этой системы.
Каждый столбец (строку) матрицы #  нац любым числовым полем

можно принять за координаты некоторого вектора линейного пространст
ва нац этим полем. Справедлив:! следующие теоремы:

I .  Если столбцы матрицы рассматривать как л  -мерные векторы, 
то рант матрицы У  равен рангу системы вектор-стслбцов этой мат-
риин •
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2. Ранг системы вектор-столбпов мя.трити /?  равен ганту сис
темы ее вектор-строк.

Евклидовы и увита Т̂ нне простгянства

О п р е д е л е н и е .  Евклидовым (унитарным) пространством 
называется вещественное (комплексное) пространство V  если: по 
некоторот-yr правилу каждым двум векторам V  стави-ся в со
ответствие вещественное (комплексное) число, обозяячат '!>с симво
лом и если вто число удовлетворяет следуглим требова -
ни ям—аксиомам:

2. ( *  * , # )  = 0 C ( jr ,y )  6 / fY z j  , У > г ,у е  У -
3. 6 г г  = ( а г,,у .) + ( х г , у )  Ya?, , ^ , ^ 6  К

4. зв )  Z- У , ппичем (jc ,a?) = О тот’га и только тогда,
когда зе -  0  . Число ( я , у )  называется скалярным произведением рек
торов «Г И .

П п р е п е л е н и е .  Пусть «г -  произвольный вектог евкли
дова или унитарного пространства. Глиной или модулем векторе аг 
называется число /«г )  — j? ) \

Н е р а в е н с т в о  К о пг в. -  r  у н к к в с к о "  о

А. Лдя евклидова пространства: (а - , у ) \<  Д т /1  ] у f z ,  где •2’, у  - 
ива произвольных вектора евклидова пространства у .

О п р е д е л е н и е .  Пусть з г  и у  -  ива отличных от & 
ректора пространства И . Наименьеее неотрицательное пейс-пн-•"ель- 
яое число т- , задаваемое равенством £osr= . ,  бгд~' незь—з.тъ

* ' " /•*/•/#/ ’ 
утлом между векторами л* в f t  евклидова простое’ : ~вь. Г -■ од
ре пеленге корректно в силу неравенства Коши-Буняковг»- т т .

F. Где .унитарного пространств»: ! 3 <-! зс]г  l y / 1 tJ a - ,y e  /Л
Понятие угла между векторами, введенное п.л= евклиглвя г'-ост-енства, 
не годится ДЛЯ унитарного пространства. кап (■■£, у )  -  г?"плс  яс
ное число.
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Н е р а в е н с т в о  т р е у г о л ь н и к а
д л я  е в к л и д о в а  и у н и т а р н о г о  
п р о с т р а н с т в а

Пусть гр, у. -  два произвольных вектора евклидова или унитарно
го пространства [/ . Справедливо следующее неравенство, называе
мое неравенством треугольника: /л ? /> / ^ / -

О п р е д е л е н и е ,  "ва вектора -Г и у  евклидова или 
унитарного пространства называются ортогональными, если - / ) .

Справедлива следующая теорема: любая система попарно ортогональ
ных отличных от 0  векторов линейного пространства У  линейно не-

Птгмео 2е . Доказать теорему ПиЛагора для векторов евклидова и
у’-'итарного пространств: если векторы «2? и и  ортогональны, то

l& l2 i-{^ .У м а за т ь , что обратное утверждение справедливо 
только для векторов евклидова пространства.

О п р е д е л е н и е .  Исли ( е ^ ,  е^)= \О , / / < ,т о  б а з и с ^ ^  

, . s„ называется ортоногмированным. С помогаю рассмотренного палее 
процесса ортогонализации устанавливается существование в произволь
ном евклидовом и унитарном пространствах ортонормирсванного базиса.

Справедлива следующая т е о р е м а :  пусть / /  -  п  -мерное
евклидово (унитарное) пространство } , £ л  ~ произвольный
базис этого пространства, пусть -z ’- r z <?z r .„

Для того чтобы было справедливо равенство

У2 -  'Гп 2»  Ъ
необходимо и достаточно, чтобы базис был ортоносмиро-
ванным.

Пример 26. Пусть V  -  действительное линейное пространство 
действительных квадратных матриц второго порядка с обычными опреде

илениями сложения и умножения на число. Матрицам \

Выяснить, является ли данное пространство евклидовым и если да, то
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t e -  = 1 =  y / f a ’- M - S S + f f )  f - f ) ' ~ y / 3 9 .

•f=. a r c  c o s (д ,’ Вг> - a z o  COS _____ ,  ' X  ...............■ ■ ? ■ ■ = ;

V 3 9 V 0 - 0 4 ’f ^ 3 - 3 ^ f f
= a z c  c o s

Заметим, ” то здесь символы / 4 , /  и 1 8 ,1  никакого отношения к оп
ределителям матриц у7г  и в /  не имеют.

Неравенство треугольника имеет вин / / f t - g / s  / # /  f  /  В /  ,  где
l # l ,  IB I  и / В /-В /  соответственно длины матриц / f , B , / J f g  .
Так как / # / =  \  !  8  \

/ Я г В 1 ~ у /( а ^ а г )+ (£ , (r fr  f ^ ^ ) \  

то неравенство треугольника для матриц выглядит так
2 < 2 ’♦y / ( a

r  f a 2 ) l f ( f ,  ■f~C2)t r ( d f  i-d?)

Пример 27. Написать неравенство Коши-Бунпковского пля вект о- 
ров х - ^ Ъ .Г г » .■ .,?* ), ^ ^ ( / г ,22 ,...,2 п } пространств 4** , в котором 

z - . . .  * Г л  .
Решение. Неравенство Копи-Буняковскогг имеет вид ( х , у )

< так как ( х , х )  = / у ,? )
то в нашем случае оно переписывается в виде

(? ,*■  )
или, сокрашенно
f  /  л  ? «  А  ( 1  & ) • ( ?  .

Пример 28 . Пусть V  -  действительное линейное поостгачство 
Функций {(*> ) , непрерывных на с обычными опг'°г?•’ «• .• ••<?• сло
жения и умножения на число, функциях' f / x )  и у ( х )  ав:"' в
соответствие число < / ,  у»; =  f ' f / x )  < f ( x ) d x ,

Доказать, что /  -  евклидово пространство. ’;.эйтт' клину Функ -
ции S i n  ОГО: и ее угол с функцией , r - f .  “вписать
неравенство Коши-Буняковского пля функций f  (/с) г У С х )  и пля 
Функций И ^ 2  .
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'.Зрение. ////-- y/fsin era:, St л. ага:) ' —  -i/j'j-c/i2 jtj:  d x  =■
p

/ ! d .  „ , 1 (Si/г ora:, a?-i)■• v  ~o~ / (!~co.sdarx} dx  ~  ■ у>=*аге cos-----------------~  =•
* f V ^ ’ / ^ / - / ^ /

J(x-f)sia  a rxdx
—azccos °   .- =  xz^/r <?лгА — C ? ) , 

rr f , , , ’ /.г л  , ' ' J
-dj sen arx а л  • (л-f) da-

Наметим, что символами /у,/ и /^г / у нас обозначены не модули 
Функций, а их ’слины. Неравенство Коши-Буняковского имеет вид 
(х,у)< (х.х) (у, у)- Т а к  *а к  < 7 - У(я)Жг!, ( W ) ~ j № & ) d x ,  
то в нашем случае оно переписывается в виде
( f / M ^ ( a : ) d a c ) \ J o iy>(x))2d x  .

Бели /(г) = si а. л х ,  у>(а:)=ес-1, то имеем
f  f  (•' :-f)si п. ar x  d-c f~s J  (ac- f) ̂ d x j ’.sin 2 J 2 x d x  .
a 0 0

Поймет 29. Пусть в пространстве С'~ (пространство упоряпо- 
ненячх наборов из хг комплексных чисел) пара векторов «г’̂ бжу,..^^ 

поставлено в соответствие число а-.у^г.., х п у Ц
здесь у* комплексно сопряжено с у *  ). Выяснить, является ли 
данное пространство унитарным, и если является, то найти длину 
вектора с  ~ Ц , 3-е.) ё С 2  и скалярное произведение а  za d —  
■-= ( d - i  , 2 i  ) •

Ребёнке. Проверим, является ли введенная операция скалярным
умножением векторов. Для простоты положим л  =_ 2. Условие (х,у)~ 
- С у х )  справедливо. Действительно, fx,у) —  y f fa , (у,х) —
=  fax t^ y z x 2 = yac, ̂ f a z 2 ~ x f y ^ x 2 y 2 -  (x'y).

(ar^y,g)^(x,z)^fy,g) тоже выполняется. Действительно, 
для трех векторов х=- ( х „ х 2 ),y=( y t ,fa),*=&,%) и л е ом z)~
~  62’/ г fa) z f л (хг  t-у-, ) ^ , 
бз?, 2 ) + (fa 2) =  z , z r f  <zy^ +-faZf f a ^ ^ ( x f i-fa)Zf +-(X2 ^ f a ^  
=-(x^faz).

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 
 

 
 

 

 
 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

Условие Слз~ ,$[)•* Л (т ,у )  выполняется, так к а к *- 
« ^ ^ ^ г ^ Ч л ^ т ^ й ^ У с л о в и е  (&>г) ± О  ,  тир равенство постига
ется только в том случае, когпя - г -&  , ряполнсно, так как 
( 2 Ы ) ~  x f 2r, /о * ,/2*- / л ^ ! 2 »  О,

причем равенство имеет место тогпа и только тогда, когпя з у — •z'z-£>
т .е . .2?-- G . Таким образом, вв°л.енная операция является скалярным 
умножением векторов, а рассматриваемое пространство -  рмтсгг-пп-.

Так как. согласно определение, l a l ^ . f a A Z ) ^ / ( ‘ 0 )  ^ ( о - ( у з ^
* / / ,  то М /=  V /7?

Скалярное произведение (a , S)=  2 (J*-e ) f ( 3 - ( ) ( - 2 i ) - - J ~  Jc  

Процесс nrrorcHPJTr>n!r.r:»

В каким! евклидовом в улитатутом пространствах го.згерностт п
существует ортонормирование?! базис g / f  } . , . ,  , в'»ктог>; к-торо-
го можно найти в помощью так называемого процесса ортогонализации.

П у сть /г ./^  , • • • л /д  -  произволен:!’ базис данного прост
ранства. Положим =х/^ , Второй базисный отыскивает
ся в ВИГ.С где аС НЙХОДИТСЯ ИЗ. условия (0 f , 0 , ) * * 0

Легко заметить, что об»-£ ^ 3 2  и, слеповотел- о,
(Ь У ,)

( .  e f )
£2 = ~ге — — -  А

( • -Г Л  “f  )
{г. i\ ' 1

Так кек У, то ( e f , 0 f ) £  О. В силу линейной независимости
ректоров / , / j  имеем £2 / 0  .

Третий базисный вектор е_  следует искать в виде

А  -  /У  *  А  А  02 •
Кодффициента А  и А  отыскивается из условий 
< А л s s ) ~ 0 ;  ( 0 2 , £ 3 ) = р -

Выкладки привозит к результату

А ~ ~
(У з  ■ 0 г )
( 0 f ,  г  г ) ( 0 2 ,0 2 )
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Так как О, £>2 &,го О • В силу линейной незави
симости векторов уу , /2 > /j имеем е3 д .

Рели векторы г?х, уже найдены, то 4 -й базисный
вектор, ортогональный к предыдучтим, находят по формуле

/Zr, , (8)
Х"'

Этот процесс будет продолжен до тех пор, пока не построгал не равный
9 вектор , ортогональный каждому из векторов £f,£2 •

В силу теоремы о линейной независимости системы попарно ортогональ
ных векторов векторы г ...г являются линейно независимыми,а
значит образуют о:
трудно перейти и

о'
1е,Г"’

этогональный базис. Зная ортогональный базис, не-
к ортоногмированному
о'
л /^/

Пример 30. С помощью процесса ортогонализации из базиса

линейного пространства к получить ортогональный и ортоносмиро-
ванный базисы,

Решение. За первый базисный вектор gf примем вектор /у :

Второй базисный вектор,
И так
то ос
откуда
ный вектор £.
бы искать в виде 6^-^3i-jSfef-f-/2£s. Однако проще использовать

ортогональный к ef , ишем в виде
как £2^(2i-7iJ+-c£Crt-y)^^+cc)Z'+GcJ'-?^г “ Z‘
найдем из уравнения('2i~cC)TtxcJ'~^9 или сг+еС)-*^/),

и, следовательно, Третий базис-
, ортогональный к векторам' ef и е2 , можно было

<£=-/ .

~3

векторное произведение, положив

Поделив найденные Sr>&2 и на их длины, получим ортонор
мированный базис

от<• J.

 
 

  

 

 
 
 

 

 

 
 

  

 

 
 
 

 

 

 
 

  

 

 
 
 

 

 

 
 

  

 

 
 
 

 

 

 
 

  

 

 
 
 

 

 

 
 

  

 

 
 
 

 

 



 

 

- i +-<f ~ 2/C

Поймег ЗТ. Найти ортогональный базис в евклиповом пространст-

Решение. В качестве базисных многочленов пенного пространства

Ортогональный к £f многочлен няйпем по топмуле (0). У час
можно взять многочлены Z/ = Л /? ■=-2?, Z?-•2Г‘? ^4 -е/ 'f-

(fs.£s)
у ИЙС ££,,£,)=f^.r^p.
Следовательно. "Се-Z.. Ортогональны* к v Pj- fnrf'

* (Ъ'Р3) ^r,ps) ‘
У нас rz> , £г)=/\г’/&:= £. '.z- ~ 1;

&4.^)= (Pi,Pi)=jx3^ = 4»

базис, в пространстве многочленов степени не пыле тр^-ьей.
Пример 52. В унитарном пространстве комплексных матриц раз

меров 1х п > в котором скалярное произведение вен-ого- ги--■% <£п)
и /-<Л »•••#/«-> определено равенством(a,S)^t„г,<. /_ t по
паяному базису (1, f, i ), f£> f,f)t£i,i, i) построй-:-: ? • . • - зван
ный.

Решение. Применяя формула (6), (7). (₽), получим слелутсий
ортогональный базис:
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легко вычислить

Искомый ортснормированный базис имеет вин

o' f (f'-Uv'S? 1<>=(—?“’ --------- 4—■)■

В разделе были приведены краткие сведения из теории линейных
пространств, решения типовых задач, а также некоторые задачи на до
казательство для самостоятельного решения. Если этот материал усво
ен, то следует., приступить к выполнению заданий, предлагаемых в сле
дующем разделе.

ВАРИАЯТЧ WTOWAJIbHHX ДОМАШНИХ ЗАДАНИЙ

Вариант I

1. Выяснить, является ли вещественных? линейным пространством
множество всех вещественных матриц второго порядка.

2. Выяснить, является ли линейно независимой система векторов
2 /I 2 \ /0-1 \
о о у, о о у, т о у

линейного вещественного пространства квадратных матриц второго по
рядка.

3. Показать, что в линейном вещественном пространстве вещест -
венных квадратных матриц второго порядка векторы

23
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&

образуют базис, и найти в указанном базисе координаты ве 

6-3 ’)• .

4. R линейном вещественном пространстве вещественных квадрат
ных матриц второго порядка найти матрицу перехода от базиса

/т 0 1 Л /с) Т \ Р3 0 \ /(б 0 \

%ь <?=(с) 0 )> I оИ(\> J

5. В евклидовом пространстве fi2 .даны векторы= (Т, -3),
/ = (2, 3). Найти (/г,/) , CCSf'.r,'/.),

6. В евклидовом пространстве £3 по данному ортогональному
базису ef = (I, -I, 0), £z =(0, О, 2), е3 -- (-1, -Т, 0) пост
роить ор^онормированный базис.

7. Пусть и /r»...,//i - координаты векторов а/ и /
в некотором базисе комплексного линейного /? -мерного пространства.
Определить, может .ди функция у) задавать скалярное произведя -
ние, а если нет, то указать, какие из свойств унитарного скаляпного
произведения не выполняются:
Р(/) -^3^2^ *-i Z'sfa-

~ , /2-3.

Вариант 2

Т. Является ли множество всех вещественных чисел:
а) вещественным линейным пространством;
б) комплексным линейным пространств»'?
2. Т&яснить. является ли линейно независимой система вектопов

в пространстве :
a) ̂ ,=зГт/, /г2 = Т-/>}

b) Л, =Т-2/, ^2 = 2/- Г;
б) г, - 2с , /г2 = 3j ;
-)сТ,^Г^сг2=2/;

•^з - 4-с -Т-

24

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 
 
 

 

 

 



 

 

3. Известно, что любой вектор р' линейно выражается че
рез векторы ел этого пространства. Образуют ли векто
ры , ■ ■■, базис пространства Р" ?

4. Дана матрица перехода от базиса , #2 к

базису <?/,<?/ .Найти координаты вектора а-+е2 в базисе
5. Доказать, что для любого вектора z евклидова пространст

ва имеет место равенство (я, &) - О.,
6. Являются ли ортогональным»в евклидовом пространстве К3

следующие системы векторов:
а) (О, I, 0), (-6, О, 4); б) (2, I, -4), (3, О, 5);
в) (-1, 0, О), (0, 5, 0); (0, 0, 9);
г) (I, I, 3); (-1, -2, I); (7, -4, -I)?

Доказать, что в унитарном пространстве имеет место равенст-

(Х,Лу)=Я

Вариант 3

1. Является ли множество С всех комплексных чисел:
а) вещественным линейным пространством;
б) комплексным линейным пространством?
2. Выяснить, является ли линейно независимой система векторов

в пространстве р^. :
а) лу =. Лё

'^7> ^з- +■ 3f<;

J~3/<, , 2?3-Sx'.
3. Выяснить, образует ли базис в арифметическом пространстве

данная система векторов:
а' (7, С, "), (О, Т, 0), (О, О, Т);
б) <1, 2, -7), (0, 3, I), (О, О, I);
в) (I, 0, 0), (О, Т, 0), (Т, I, 0);
г) (3, 0, 5); (I, 2, -I);
Г) Я, 2, -Т), (2, 3, 4), (-1, 7, 2), (3, 4, 6). ___
4. В пространстве у, найти матрицу перехода от базиса Zz. #

v базису: я) Z , J. , j ,Т, X .
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5. Пусть (a,J7)= для любого вектора з? евклидо
ва пространства... Доказать, что а = £-

6. Установить, образуют ли каждая из указанных систем некто -
ров ортогональный базис в евклидовом пространстве /?п :

а) (-1, 3), (б, 2); б) (5, I), (3, -I);
в) (Т, 0, 0), (0, 7, 0), (0, 0, 2);
г) (0,0, 0, 5), (О, О, -I, 0), (0, 2, 0, 0), (.3, О, 0, 0);
Д) (-2, 3, 0, 0), (3, 2, I, I), (О, О, I, 0), (-1, 2, -5, 0
7. Является ли унитарным комплексное линейное пространство £ ,

если каждой паре векторов «г*= поставлено в соответ
ствие число j3f • fa ?

Вариант 4

т.
а)
б)
9

Является ли.Множество £■ всех целых чисел: .
вещественным линейным пространством;
комплексным линейным пространством?
Выяснить,является ли линейно независимой система векторов

в линейном пространстве квадратных матриц данного порядка
О 2 1
I о;

а

3. Выяснить, образует ли

а)

в) о
I 
о

); б)

I
О
О

>

о
о
I

базис в линейном
О-

пространстве квацрат-
вых матриц ,47-- второго порядка данная система векто-

/I 0 \ /О 1\ /0 0\ /О OU/i 0W0 П/0 оу
оу> Qo о;ф оДо Д (о оДо o/(i о/’

р 0\ о с
4. Найти матрицу перехода от базиса £{> £2 ,fa, £$., £$

62 , > еГ/ .

а)

-д 1U / \ /0 /с 0
), ( 0 4 1» I

к базису

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 



 
 

 

 

 

5. Пусть if - фиксированный вектор евклидова пространства 5 .
Доказать, что множество всех элементов этого пространства, для
которых (х,^) = О , является линейным подпространством пространст
ва £ .

6„ Установить, образует ли каждая из указанных систем векторов
оотогоналънчй базис в евклидовом пространстве £п :

7.
если каждой пазе вектопов m—aff

Является ли унитарным комплексное линейное пространство С ,
► i поставлено в соответ-

Т. Является ли множество £ всех рациональных чисел:
а) вещественным линейным пространством;
б) комплексным линейным пространством?
2. Уяснить, является ли линейно независимой система векторов

в линейном пространстве-квадратных матриц
а) / О *Т \ /0 0 \ / О СИ / I

данного порядка:

■

б) 2 I
О

т
2

-Т
»

2
2
О

ь, образует ли базис в линейном пространстве квад-
век-порядка данная система

Г1 0! О О

б)

4

, Г

цел).
(: ■«-; g;f::).(% У,(

пространстве найти матрицу перехода
■ базису (л+1),1.

<0
5

от базиса т2
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2
5. Является ли евклидовым пространство zF , если паре векто-

в соответствие число:
б) »z> 2С2 у2 j

Г •' + *f // // ^2# ?-

каждый из векторов евклидова

ров ^-(^,22^ (^поставлено
а >•*?//

в) 3зр]22? у2 ^^2 $2 ’
6. Является ли- нормированным

пространства /? * :
а) (-1, 2)' ; 6)Cj , £) ■

7. Пусть в комплексном линейном пространстве комплексных мат
риц размеров /х/z паре взкторов ff~ (Зг,оС2 ,а2п), ^=СЗг<^2>-')^
поставлено в соответствие число oCffif -*-aC2^2+-.„^-cC^Jn • Яв-тастся ли
данное пространство с введенной таким образом операцией унитарным?

’FP)'

Вариант S

Т. Каким должно быть число а. , чтобы множество, состоящее из
одного этого числа, являлось вещественным линейным пространством?

2. Выяснить, является .ли линейно независимой система векторов
в линейном пространстве многочленов с вещественными коэффициентами,
степень каждого из которых не вышеп:

a) x2t-1, 2 22 -3 •, 223~22с2+2,22Z+-3, 3■
3. Уяснить, образует ли базис в линейном пространстве много

членов с вещественными коэффициентами, степень каждого из которых
на выше двух, данная система векторов:

а) /, 22 , 2С2; V) 3 >.22-2, 22rf; В) /, (22-2), С22-3)

г) ЗХ + 3 , Л22- /, J23i~3x 1~2.
4. В пространстве /?3 найти матрицу перехода от базиса а, 2

к базису fft-З, а-#.
5. Является ли езклидовым пространство И,'г , если паре векто-

роз .V- (22г,J2/i)lпостазле?:о в соответствие число:

6. Какие из данных систем векторов являются ортогональными з
евклидовом пространстве if f-/,'7J вещественных функций, непрерывных
на f- (\ 7J (операция скалярного умножения введена следующим обра
зе;': (f(22)? ^i-X))^fgJ2(X)^(X)Clj2),:

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 
 



 

 

 

 
 

 
 

 

 

-мерного линейного комплекс-
если

- . . . _
■анства поставлено в соответствие число '-t-cCz^, г-,..

в) f,si/i jtz, cosЛz,sen 2orz, cos2srz}..., s2nпог-зо,cos/uzt?
У. Пусть е„£2,...,ел - базис /г.

ноге пространства. Является ли данное пространство унитарным,
каждой паре векторов
ЭТОГО лр0С'"’'л’'л‘-~-‘ —-----------------

• • • Т- с^л, J3a ?

3 а р и я н т 7

Т. Является ли вещественным линейным пространством множество
всех многочленов от одной переменной с вещественными коэффициента-
МТ» •

а) степени не виде л ; б) степени /2 ; в) степени выше /2?
Г. Уяснить, является ли линейно независимой система векторов

в линейном пространстве многочленов с вещественными коэффициентами,
степень каждого из которых не виде п ;

я>Лр тЗ, z-f, 3z-t-2,^ztf ; б) zs-2z2f2, z2-t~S,S2
3. ."оказать, пто если £f,22,2312^~ базис линейного пространст

ва, , ^-^^с£1С°^/0),еч,2л -также базис этого пространства.i—/ J
4. Лана матрица

--ч вектора; а) в базисе ег,е2 , 23‘, ^2-
el, £3 •

/ 2 -I 0 \[ I -2 т
V 1

рехода 0” ''язиса ^2,^3 К базису е'г £2, е'3 Найти ксорди-
в базисе s'f ,

с. Является ли евклидовым пространством множество всех функ
ций вида а *■ cosxzt-^s//iAtz,TT& к - любое натуральное число,

~ •гт-"^ке вещественные числа, если каждой паре функций
<7/7^ flZ *■ SC /I fl Z , Om COS /71Z 7- Sc/Z /71JC

поставлено в соответствие число
'бЛЯ/И-г" г ^nScn.n Z)(a/ztCOS/77Z Г- )q'jc ?
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6. В евклидовом пространстве пронормировать следую
щие векторы:

а) / ; б) .Z”7 ; в) Cpsz ■ ______
7. В унитарном пространстве )^:г ) ^.

найти:
а) длину вектора х = 3~4е- ;
б) скалярное произведение векторов OZ—3+-C , Ц--4~~.2ё ■

Вариант 8

Т-. Является ли множество всех вещественных матриц размеров
тгп :

а) вещественным линейным пространством;
б) . комплексным линейным пространством?

. 2. Доказать, что система векторов я>г,х2}.-^Х'/п, & неко
торого линейного пространства .является линейно зависимой.

Найти размерность и опин из базисов линейного пространства
решений системы:

а)Г zri-2z2 -Зз?з = О,
]2а>, - х2 1- ze3=0)

б) 3zf ~ х2 +~ — 2 >
, z. +3х2 ~2xs + x^-xs=O,

+2x2 -z3 ~2^ ~0.

4. Найти'матрицу перехода от базиса ef,£2,£3 к базису а, 3,1?
и матрицу перехода от базиса а,3,С к базису 6ff£2t£3 , если:

а) CL — 2£ J 2 вз , 3— 3 £3 ~ С — 3т- £3 <

б) а = ef +■ е2 *es , 3= #3, с =^f+-2e2 +■ Зё3.
5. Является ли евклидовым линейное вещественное пространство

вещественных Функций; непрерывных на [a-,3j . если каждой паре Лунк-
гр.<« этого пространства доставлено в соответствие число:

я }^Сх)^(£) dx j 4 5 6 \ fj>CX)/(-x)^x)dx}

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 
 



 

 
 
 

 

 

 

 
 

где f(x) - фиксированная положительная непрерывная на отрезке .
[с,/] функция?

«S'6. В евклидовом пространстве £ по данному базису построить
ортонормирований: 4f = (I, 2, 3); = (0, 3, -2); =

-(О, Т, -Т).
7. В унитарном пространстве комплексных матриц размеров />/г.

= of,если сСЛ),

найти:
а) длину вектора / с, 2с, 3 i. > ••• > Яс
'■■) скалярное произведение векторов a~(i, 4с )> fi~(t>2c,...,tify.

Вариант 9

Т. Пусть Я)х2 - множество всех вещественных матриц вида
Является ли это множество вещественным линейным пространством,

если операция сложения определена обычным способом (как в матриц -
ном исчислении), а операция умножения на число аСе £ - равенст -
вом: Я (af, аг) (af ,сса2)

2. Показать, что если система векторов сс,,сГ2 линей
но зависима, то один из этих векторов является линейной комбинацией
остальных.

3. Указать координаты векторов гг,- f, и в базисе
если: а - 2 ef ~£2 ^^з 4 ~ бз‘

4. Найти матрицу перехода от базиса er, 62,£s к базису a, if, с
и матрицу перехода от базиса a,f,c к базису £f, e2,g^, если

а) я = £f ~Зе2 +-2£з > f =-2ef + 4ег i-e3 , с = зв2 ,
б) а 5 е2,$=. 2ef с- зе2 * е3, с = яе2 - ef -2е3 .

5. „Гянн векторы евклидова пространства £л . Найти длины вёк-
---■’'ов сс, у , скалярное произведение векторов, косинус .утла у
между векторами, если:

в) а:
"3 л

- (2, -I), / = (0,
=т \- (0, 3, Т), у

в) - (5, 0, -12, 0),

 

 
 
 

 

 

 

 
 

 

 
 
 

 

 

 

 
 

 

 
 
 

 

 

 

 
 

 

 
 
 

 

 

 

 
 

 

 
 
 

 

 

 

 
 

 

 
 
 

 

 

 

 
 

 

 
 
 

 

 

 

 
 

 

 
 
 

 

 

 

 
 

 

 
 
 

 

 

 

 
 

 

 
 
 

 

 

 

 
 

 

 
 
 

 

 

 

 
 

 

 
 
 

 

 

 

 
 

 

 
 
 

 

 

 

 
 

 

 
 
 

 

 

 

 
 

 

 
 
 

 

 

 

 
 



 

 
 

 

 

6. В евклидовом-пространстве fl по данному базису построить
ортонормировании»: ■= (I, 2, 3); а2 = (0, 2, 0), - (г,
О, 3). '

7. В унитарном пространстве комплексных матрице размерам: /ж/г

(7^ /;= ecj7i/
выяснить, являются ли ортогональными векторы а и fl если

а) а. = Сё, 2, ё), А=(ё, -С, ё) ;
а =. (С~ё ,2, ё), fl'=. (3,2 -ё,ё);

в) а --- (3<-i, —f+ё, 2)fl= С-З-Аё, ffl, ff)-

3 а о и а н т 10

Т. Пусть /?*■ - множество положительных чисел, в котором опе
рация сложения определена равенством , а операция ум
ножения на число S fl — равенством лвляется ли множест
во Х7^ с указанными операциями вещественным линейным ппостранством?

2. Пусть система векторов л,,л2 ,...,лп линейно независима, а
система л?,, линейно зависима. Доказать, что вектоп zz ли
нейно выражается через векторы зв,,и такое разложение единст
венно.

3. Найти координаты вектора (3, I, -2, 5, 6) eflr в базисе:
(Т, 0, 0, 0, 0), (0. I, 0, 0, 0), (О, О, I, 0, 0), (0, 0,0, Т, 0),
(О, О, О, О, I).

4. Даны два базиса: е,,£л и 2, , fl2 • Найти координаты векто
ра .V в базисе , если: e'f ~22, +32z , fl2 - 22-flf, z= е^Зве

5. Ланы векторы евклидова пространства . Найти длины 'век-*"
торов .г’,^ > скалярное произведение векторов, косинус угла у меж-
;у векторами, если:

а) гЕ = (2, -I), f = (0, -3);
б) л = СО, 3, I), # = <-т.

в) л = (5, 0, -12, 0),
*. В евклидовом пространстве /?3 по данному базису построить

ортбноржрованж»: ft = (I, 0, 0), = (О, I, -Т),^. = (1,1,1).

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 



 

 

 

". Даны векторы Sf и £2 , образующие ортонормированннй ба
зис. Найти (а,6) , если а - i ef ч-Ct-f) ё2 > (2-t-i )£, 1-(3^)£2-

Т. Является ли вещественным линейным пространством:
а) множество всех вещественных функций, область определения

которых - вся числовая прямая;
б) множество всех числовых последовательностей

по некоторой системе лу,>'г/тг
единстве’^чо. Доказать, что система а??, линейно независима.

3. "айти координаты вектора (3, I, -2, 5, 6) СЛ’5’ в базисе:
(О.Т.б.б.С), <,г,С‘,С,I,б), (1,0,6,0,0), (0,0,0,0,1), (О,О,Т,0,0).

'. Даны два базиса: £f, £г и £, , £2 . Найти координата векто
ра х в базисе £г,£2 , если e'f-£2 -ег,ё2 '=j£2 ,х^2^ч-^£2 ■

Г.Р евклидовом Пространстве
найти: “ "

а) длину вектора coS-Z-t-Sinjc, если а — jr;
б) глину вектора/Сх) ;
в) скалярное произведение векторов Sin2х,ЯбпЗа:^ если

г) скалярное произведение векторов/£а:)~ а?, $-Сх) j
д) угол между векторами sins? я S&SJ: , если £l-~ST}

е) угол между векторами ft-T)и.

". Т; евклидовом пространстве

евеяство Коши-Буняковского для функции/7й?Л/#9 этого

б) ■ равенство треугольника.
лны векторы <?z- и, , образующие ортонормирован jf,

>й~и , если 5/^ i-('i~2)£2 ■

33

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 
 

 

 
 

Вариант 12

Т. Является .са вещественным линейным пространством множество:
а) всех геометрических векторов, удовлетворяющих условию

где а Фиксированное число;
б) всех сходящихся последовательностей:
в) всех расходящихся последовательностей?
2. Пусть вектор у. линейно выражается через линейно зависимую

с:''тему>'">Показать, что у имеет бесконечно много раз
личных разложений по этой системе.

3. Найти координаты каждого из указанных вектооов пространства
К2(х) в базисе х2, л, / ;

a) б) 4x-f.

'1. Паны два базиса: £ft£2 . Найти координаты вектора
л В базисе ej,e2 > £, ^j£2 > = er-£2, x^2£,-Se2.

Показать, что/л’/^/дг/ тогда и только тогда, когда векторы
х+у и х-у. ортогональны. Выяснить геометрический смысл этого
утверждения.

". В евклидовом пространстве #4 по данному базису построить
ортокосмированный: л = (1,1,0,0), а2 = (0,0,1,!), а3 = (1,0,1,!),

= (0,1,0,-1). г '
7. Ланы векторы ef,62, образующие ортогональный базис уни

тарного пространства. Найти если:

я х. /?, щ I) ег} _2вг ь (3 е2) /е, 1=2, /е}/= з.

Вариант 13

1. Является ли вещественным линейным пространством множество
репей Л: а) системы линейных однородных уравнений:б) однородного
линейного дифференциального уравнения п -го порядка с постоянны
ми коэффициентами?

2. Пусть - линейно независимая система векторов. Будут
ли лин йно -езависимы следующие системы векторов:

a) ^,гг>^, б) , <?+х;
b) л-у., lf-г-, 2-Х ?

 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 
 



 

 

 

 

 

 

3. Найти координаты каждого из указанных векторов пространства
в базисе •rf.t’,/ : a) б) (2x^3 )3'.

4. Ланы два базиса: £t,ez и et‘, • Найти координаты вектора
* , если: ef

5. Доказать, что треугольники, натянутые соответственно на век
торы и «Си,»са. , где сС - произвольное ненулевое число,име
ют одз'наковые углы (см. замечание в конце раздела).

6. 3 евклидовом пространстве X’’*' по данному базису построить
огтоногмиоованный: = (Т,0,Т,2), а2 ~ (-Т ,0,-Т,0), =(0,'0,2, Т)?

= (о'.Т.Т.Т).
7. Ланы векторы £f, £2 , образующие ортогональный базис унитар

ного пространства. Найти (а,£), /^/,///,если:

а = (i-he, +(2-i)e2, f~(h-l)et<-(2i-i)e2, lefl=i/VF, fe2J=/•

Вариант T4

I. Является ли подмножество элементов линейного пространст
ва |/ о г- подпространством, если: £ - множество рациональных
чисел; V - множество вещественных чисел?

2. ’’оказать, что для любых вектороЕ 22, и любых чисел жГ,
система векторов аСх~/и, ‘fU.-cCz,j3z-fr ,.z: линейно зависи-

3. Найти координаты каждого из указанных векторов пространства
£2х2 в базисе (1 0 \ 0 'l /° т \ /° 0 \ .

(о оу>( т оМ о о Но 1 /:
а) /-Т 2\ б) / 3 -4 \

(7 Т2?
..г,- ер- базиса: 4,^,^ и t£2,e'3. Найти коордитт.’

во ••“от; ~ в хазисе g'/t g^ g^ , если:

= <, *■*-’ e2=3effie3> е‘3=^3 > Зе, -2е2 +■ е3 ■
5. В треугольнике, натянутом на векторы пространства :

22 - (2,-1,3,-2) и р - (3,1,5,1), найти длины сторон. Олретг-
.тгту. тт.Г; сторонягт треугольника — векторагли
’?’-'7С 7' ?’т'7'7. VT7CB С’?Т7Г:ТВ67Н0 СЧИТаТЬ ВНуТРвННИМИ VTJffiIv!H' ТРЛ’Т’"
■■•/г'., В“л7.гт9 замечание в конце раздела).

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

В евклидовом пространстве многочленов степени не выие пер-
й. расшатываемых на отрезке , по

д-пному' базису =j? построить ортонор?иировянннй.
7, В унитарном пространстве комплексных матриц с размерам» Z^/z

/х - - —
иа,л) +■,..+■ есл^л , г&я а — (асг ,ос2 ,, ссл),

А СА^А,-'^А)

по данному базису построить ортонормированный базис.
(/,А), A, Г,/), А'А Л)-

~' .■■ г« V. р нт Г 5

Т. л".’лется гл попмножество <£ элементов лике.йного простран
ства / с”0 тс.(пространством, если ./ - множество квадратных
■■■. у иц третьего порядка (а^ <=/?) , <£ - множество матриц

/ с\I \J а. 0 \ б) (с т 0
10 0 о ](аё2), 1 о 0 0
\ 0 0 А \ 0 0 0

■ 2. Пусть 2,8,2^ - различные действительные числа. Будет ли'
линейно -зависима следующая система многочленов:
С Аг) A -s), (Az) a-2r), С As) С А г)?

3. Даны координаты векторов а и 8 в некотором базисе. Най
ти : координаты вектора С в этом же базисе, если: а (-1,3,4,!),

(2,0,1,-1), ZT-Jtf-/.
4. Ланы ива базиса: 6г,е2>е3ъ е), ^,^.Найти координаты век-

• ора .s? в базисе если:

- z\-*z вг 1- е3 j е2 ~-2et4-ez ^2е3, e3^ef-2e2 <~2e3,a:=2e^2e^
5. Сформулировать и доказать теорему косинусов для треуголыпг-

-■'"•я-гутого на векторы гц • и р произвольного евклидова про
странства- (ем. замечание в конце раздела).

,6. Л-евкллдсвж пространстве 1/3 даны ива ортогональных век
тора л й $ . Найти вектор ё такой, при котором векторы а., 8, с

;,..;з.уэт ортогональный базис (используя векторной. произведение), если:

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

d — 2i- +■ 3~~ к? £~-е. г- к ,

7. В унитарном пространстве комплексных матриц с размерами fjc/г

((а,?) ссп ,г^е ..., «гЛ;, /=

по данному еа3;'су построить ортонормировании?! базис:
(21.■> 21 ) > (О , ь > 3) , (О , 5) .

Р; 8 р И 8 Н Т 16

Является ли подмножество элементов линейного пространст
ва / его подпространством, если: I/ - множество квадратных мат
риц R*=(at'j) третьего порядка (a/je-R)’, X - множество мат
риц вила:

а) /д. О 0 \
о/ о I (a,f,ceR),

\° 0 CJ

б) 3
(0 0 о (d.^oeR)
\ 0 0 о /

Найти линейную комбинацию f-7^ векторов про
странства Л’4' : xf - (3,Т,-7,4), JTj = (Т,5,0,6),^=(-1,Т,3,0).
Что можно сказать о системе лекторов

3. Даны координата векторов а и £ в некотором базисе.
Найти координата вектора с в этом же базисе, если: d (0,2,4,7),
/ (-1,8,5,-3), C=-2ai-f.

4. Найти матрицу перехода от базиса df,az к базису по
указанным разложениям этих векторов в базисе Of, е2 :
О; — Of 4 £л г Я. 2 — 3' 6f *• 3 ffg > 3f — 7£ft- 0% > ~ 0-2. •

5. Определить, будет ли треугольник, натянутый на многочлены
О9'1-3О и 20ii-20~ft остроугольна или тупоугольным, если скаляр
ное произведение многочленов и
on г-е делено (Тошулой:

а ) СО>*•<£я #2. > б) 7/,$) —do£о1-2с(г^ 1~О^^2

(см. замечание в конце раздела).
6. Даны-векторы Of,Oz, в~ , образующие ортогональный базис.

Найти (а,#),/а/, //*/, если ц^2е/~3£2+'^з» + 4 о? ~о3 >
/^/=^> /0*^2, !ezj = 4.

37

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

7. Доказать неравенство:
(2 /*Л<(2 1^1г)’\ (2ifxi2f\

К-1 К=1 K-f
где ■• •, &п , £f,.,vc^_ произвольные комплексные числя.

Вариант 17

I. Является ли подмножество X. элементов линейного поостган-
ства I/ его подпространством, если V - множество многочленов с
вещественными коэффициентами, степень каждого из которых не рте
трех, X - множество многочленов вига:

а) тС(а,£>се Я)
б) а^>- $*■>■?(а,£, ае/? ,а*0) ;

в) acr^+ffCa,

?.. Дака система многочленов/,
_ 7*7+г2*-z-^.,'Найти линейные комбинации многочленов этой системы:

а) 7/, гТг - ; б) /, + 7/? •

Что можно сказать о запанной системе многочленов?
3. ЛХны векторы а~е^£^, где г?о<£ - базис. Доказать,

что вектору /Z и д образуют базис. Найти координаты нектона
0 базисе •

Найти матрицу перехода от базиса аг,а2 к базису ^^по
указанным разложениям этих векторов в базисе
ду » ef -е2 , о2 -2е. +-5ё2> £f-.22f-3f2 , #2-бё2 -3ef.

5. Показать теорему Пифагора и обратную ей теорему: два вектора
т и евклидова пространства перпендикулярны тогда и только тог
да, когда

3. Даны векторы Sf, #2 > образующие ортогональный ба-
' ’ ■ Найти (a,^,lal, /3/ , если /е3^з.

. Доказать, что в произвольном унитарном пространстве остается
спряго длиной теорема Пифагора: если векторы л> иу ортогональные,
то /л.,-^/2=-/^г/'т-/у/.Показать вместе с тем, что обратное к теореме
Пгфагорэ .утверждение неверно.

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 



 
 

 

 

 

 

  

 
 

 
 

 

 

 

3 а ря я н т Г8

I. Пусть Л - <пиксировянный вектор евклидова пространства V ,
ос - лпксировянное действительное число. Гудет ли множество всех
векторов а: , для которых (-<£. линейным подпространством про-
стгянства (/ ?

Г. "оказать линейную независимость следующей "трапецеидальной"
системы векторов пространства р* (множество всех упорядоченных 
налогов по /V элементов поли р ):
У Г — (°^И >"•> <*гр , , ••• > л/у , л f,frf, °Cfir ,

^3- (0, ■ 0,0, . . . . , P, °C3. ^ЗР^З

О, О, > О, О, , О, , oCa,fe)-

"окязп"'’, ’'тг, Гекторы а, О, с
в базисе

• Г? 01 еС

Хотя бы ОПИН
3. Даны

О,, 02,03
зис. Няй-и координаты век’ора ^е,^ег-9е$

4. найти матрицу перехода от базиса а,,а2,а3 к базису О,,^,
у по указанны?.' разложениям этих векторов в базисе Р,,Р2,Р :3 * 3

■2,р~Г’<*з,ун,-..<Хг,*'-1~ алименты поля р , отличные от ”0".
?нтов аС,<xf/O также не равен "О".
О у 20, '■302<-03,0= -Off -2OZ *-403 о~ О,—О2 ~ЗО3,

образуют ба-
а, О, с. ’-

а,- зо, +202<-03 t az_e,-2e2 ^е3 , а3 -2е, ^2ez *-зе3,
~ е, *- е2, О2 ==■ о, -е3 , 03 = &, *-е2ч- е3 .

5. ."инейное пространство у разлагается в прямую сумму под-
х--л--г.---ст- Па каждом из подпространств Зр; определено
гк<ля'”се "низведение. Доказать, что можно ввести скалярное про-

всем пространстве у
веитопы из И

• • - > °?р

, положив: если .х и у
с разложениями по подпространствалг

соответственно и то
.. ■>-скалярное произведение выпол-
равилу, заданному в «Jfy .

’сказать, что о v^>-£- всех векторов, ортогональных
му п-’лро''тг-п^с”пу у , еСТЬ также линейное поппростран-
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qtbo (- называется ортогональным поцолнением подпространст
ва X ).

7. Даны векторы <?/, /’а , образующие ортогональный базис уни
тарного пространства. Найта (а,£) ,/ а),если: ,

-2ef i-Or-i. )ея, I ef , iez/= 3.

Вариант 19

I. Гудет ж линейным пространством множество многочленов ///)
от одного песеменного с действительными коэффициентами, удовлетво
ряющих условиям:

я )б)/Л?/=4;

г-г/<х; = /7.
"оказать, что линейная зависимость или линейная независимость

с'с’смч найтовов не нарушаются при следующих преобразованиях системы,
называемых элементарными Преобразованиями:

а) перестановка двух векторов системы;
б) умножение вектора системы на ненулевое число;

прибавление к одному вектору системы другого вектора, умно-
энного на произвольное число.

3. Выяснить, является ли вектор <£ линейной комбинацией ос-
талчшх векторов, и если является, то найти эту линейную комбина -

a) tf,(2,-3,4), ^(3,-1,4), //(5,3,4);

Гайти’матрицу перехода от базиса af,G3 ,а3 к базису
по указанным разложениям стах векторов в базисе £ft£2r£3'

£f 2J > Я-2- Г —3£f +2£Л >

 

 
 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 
 



 

 

 

 

5. Дополнить следующую систему до оптонормированного базиса:
t'l 1.1 f \ .т - / f f JL ' \^(2>~2'2' 2~(~2'2’2’ ~2~)'

. Пусть ег,..,, £л - произвольный базис действительного
нейного пространства // . "оказать, что в пространстве [/ можно
ввести скалярное произведение таким образом, чтобы система векто
ров ё/г была оптонопмировянным базисом полученного евклидо
ва пространства.

7. "ага вектора £f, в2 , образующие ортогональный базис уни
тарного пространства. Найти если:
а — *■ )^2 » Cf*-£)ef +-(2+с.)£2 ,

Вариант 20

Т. Гудет л/ линейным пространством множество всех многочленов
ейнной степени Z2 7

2. Выяснить, являются ли следующие системы векторов арифмети
ческого ппостранства линейно зависимыми:

а) лу = (-3,1,5), б) а:,
(6.-2.Т5); -г?

3. Выяснить, является ли вектор d

= (4,-12,28),
= (-7,21,-49).

линейной комбинацией ос
тальных векторов, и если является, то найти эту линейную комбинацию:

а) а, (2,-3,4), 47Z(3,-T,4), d (0,0,9);
б) / I 2 \ /0 7 ] Л 39 I

а<‘\ -3 ^4 -з/
4. "оказать, что: а) любой ненулевой вектор пространства мож

но р-.-.-ртпгтъ в некоторый базис этого пространства; б) любую линейно 
"^зависимую систему векторов можно дополнить до базиса пространст-
вэ.

5. Найти размерность подпространства, образованного всеми век
торами j: , для которых (а, JC) - О. Здесь а - фиксированный
ненулевой вектор евклидова пространства.

6. 3 евклидовом пространстве Д3 по данному базису построить
ортонормированный: y,f = (1,0,0), = (0,1,-1), - (1,1,1).

4Т

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

7. Обозначим через a?t ,х3 и fa* fa координаты векторов д?
и в некотором базисе комплексного линейного двумерного простран
ства. Найта условия на комплексные коэффициенты a,f, и гх^ ,
необходимые и достаточные для того, чтобы Функция

Х’бг,у;=а.„ л, fa-*- af2 я, fa *- а21 агг ^2 fa
задавала унитарное скалярное произведение.

Вариант 2Т

Т. Является ли линейным пространством множество всех векторов
плоскости, концы которых лежат на данной прямой? Предполагается,

>•••-• начало каждого вектора находится в Фиксированной точке "0"плос-
>-ости, являющейся началом прямоугольной системы координат.

2. Выяснить, являются ли следующие системы векторов ариФмети -
"сского пространства линейно зависимыми:

а) .zy - (1,2,3,0), б) xr = (I, с > 2-/, 3
=(2,4,6,Т); = </_/, fi-c,

3. Выяснить, является ли вектор d линейной комбинацией ос-
г. —lx векторов, и если является, то найти эту линейную комбине -

и) а, — 2+л: *-J22', <2.2 » J* 5jc > d=- ?—з&
6)11,- f-xt-fa, а2=- f-x, d-2+-4-JZ-t-Зл3.
4. В пространстве Я* найти два различных базиса, имеющих

обтая векторы gf=. (1,4,0,0,) и е2 = (0,0,1,1),
5. Пусть процесс ортогонализации применяется к

■тотеме векторов л^,л?# < Доказать, что:
а) если система л?,г...гл:,< линейно зависима,

Р'и irare процесса ортогонализации получится нулевой
б) если векторы fa,-.‘,fa.f (я), полученные

т-'гон-гтизации, ненулевые, а fa-0,
подсистема л?,,

. .инейно выражается-через эту подсистему.
S. 3 евклидовом пространстве многочленов, степени не выпи
рассматриваемых на отрезке [~fj ijfayfa

произвольной

-.Л

2СО

то на некото-
вектор;
в процессе ор

то в исходной системе
■ve..f линейно независима, а

векторов
вектор

>
данному базису 1f=l>fa ~& < построить ортснорйрованькй

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

  



 

 

 

 

 
 

 

 

 

'I. Пусть лг,...,а:л л - координаты векторов и у.
в некотором базисе комплексного линейного п. -мерного пространст
ва. Определить, может ли функция задавать скалярное произ
ведение, а если нет, то зпгазать, какие из свойств унитарного ска-
.гягного 1---------

а) Л- = л.,
произведения не выполняются:
/2 =■ 2; б) /г > 3. Z * *

В е р й а н т 22

I . J'O’HO ли
сложения и умножения на число так, чтобы это множество стало линей
ным пространством?

Выяснить, являются ли следующие системы векторов арифмети -
пространства линейно
лу - (1,2,3),

= (2,5,7),
Xg = (3,7,ТО),

Найти максимальное число линейно независимых векторов в
jr, (2,-1,3,4), -sy (1,5,1,3), ду (-1,0,2,5),

,-3,4,6), -гу(Т,6,-2,1).
Систему многочленов дополнить

гостранства (пространство многочленов степени

определить во множестве из двух элементов операции

прос
р,

веского
8)

зависимыми:
б) лу =(Т,2,3),

х2 = (2,5,7),
•гу = (3,7,11).

3.
системе
х-4(0

4
по базиса
<• 5 с действительными коэффициентами).

5. Применяя процесс ортогонализации, построить ортогональный,
базис подпространства, натянутого на запанную систему векторов:
л, = (2,3,-4,-6), = (1,8,-2,-16), -гу = (12,5,-14,5),

(З.ТТ,4,-7).
6. Написать неравенство треугольника для матриц
(аг \
U <7'■ *’! вГ J 4 2 J

кленалих евклидову пространству квадратных матриц второго по-
рядгя, г котором скалярное произведение определено равенством

(Я>.&) —
г7. доказать неравенство

' 4 ztf
для любых комплексных чисел aft,„} ал; #л •

4J

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

Вариант 23

1. Выяснить, образует ли данное множество Функций на произволь
ном отрезке [a,fj линейное пространство относительно обычных опе
раций сложения и умножения на число:

множество функций, непрерывных на Га,^};
-"- дифференцируемых на [aSJ;

интегрируемых по Риыаиу aa[a,<?J;
неотрицательных на

2. Показать, что две системы векторов эквивалентны тогда и
только тогда, когда их линейные оболочки совпадают.

3. Найти максимальное число линейно независимых векторов в
системе д?, (-1,2,0,7), (1,3,-1,0)) ^у(4,1,2,5). (4,е,1,12),
^.(7,14,2,31).

4. Проверить, образуют ли векторы ег базис пространства
/?п и найти координаты вектора х в этом базисе:

et = (2,2,-Т), ez = (2,-1,2), ej = (-1,2,2), = (i.i.i).
5. Применяя процесс ортогонализации, построить ортогональный

базис подпространства, натянутого на заданную систему векторов:
.^.-’(Т,Т,-Т,-2), = (-2,1,5,11), - (0,3,3,7), = (3,-3,-3,-9).

6. Ланы векторы 0f,0z,£3,04, образующие ортогональный базис.
Найти угол между векторами «г? и у , если

^-2е2 Ь ^2бз ~е* i /£sl=f, /04.1=2.
". Доказать равенство //х,и)=fx-h^l2-. /x-y/2i-i.

где x и - любые векторы унитарного пространства.

Вариант 24

I. Выяснить, образует ли данное множество функций на произволь
ном отрезке J линейное пространство относительно обычных опе
раций сложения и умножения на число:

множество функций таких, что
таких, что //а)-f;
таких, что 22/ri j
монотонно возрастающих на [о, 2]:
монотонных на [в, Я-

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 
 

?. ? системе векторов векторыу,,...,
линейно вчгятагтся через векторы ,..,«2^«Покарать, что система

Л/п^р-^л Эквивалентна СКОТОМе JCft ..,, Тт .
". "е*”" вое значения ,? , при которых вектор d является

линейной ко*.,хинас’ой векторов а?,а2,а3 если zzz(2,-I,3),
z^.(3,!,4), /7Д d (П.Л ,Т2).

4. "• •эвп”7"1>, образуют векторы £п. базис пространст
ве /Р. в пойти иоотпинзты вектопа зс в атом базисе:
ег ■ <т.е2 = (?,з,1,0),
.т - ('‘.'■.'A

". Доказать, что если система
А ~ г °С-Г2 } °^/3 ’ ■•-' )г

Аг — ( & > ’ °^23 > "• > п ) ’

-- (@ @ > с£ 33 * ' • ' 5 Л -2 ) >

’di ~(^гО,О, . г °C /т р )

е3 - (л,1,1,_?), = (4,2,-1,-6)

векторов пространства Ra

пространства, то:

б) аг/у = 0, если //у •

6. Таны векторы г?Л, .^«^образутлие ортогональный базис.
¥ТОГ "ОТЦУ ЕЭКТОПаУЛП «2? И , ССЛТ!!

, р=е2 ^£з-е4 i /£,1=2, /^./ Л 1е31л>1%1^?.
7. "оказать, что для лгбях векторов а> и у унитарного прост

ранства справедливо утвеохгение

■>гоналъннй базис

а)<г7 £ О, i=f,.... п. ;

ЭТОГОdcaOYffT О’

" а о и а н т 25

". --'ть, является ли данное множество квадратных матриц
пг. ■:.■■ -s-о ri линейным подпространством в пространстве всех квапрат-
п .. •■•■.—гц порядка лг , и если является, то найти его размеу-стъ

’-■л •' птэс- матриц с нулевой первой строкой;
диагональных - матриц;
симметричных матриц;

-”- вырожденных матриц.

45

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 
 



 
 

 

 

 
 

 

 

2. Еудут
а) Лу =

,Zj. =

3. Найти

ли эквивалентными следующие системы вектопоз:
(Т.0,0), 49 = (0,0,1),
(0,1,0), = (0,1,1),
(0,0,1), = (1,1.I).
все значения , при

б)^у =(1,0,0) =(1,0,0),
^2 =(0,Г,0). =(0,1.1),
•гу =(0,0,1), =(Т,1,1).

которых вектор г/ является
.линейной комбинацией векторов af, аг ,Q3, если:
а, (3,Л ,4), а2^л ,1,3), а3 (0.5,1), У(3-ЗЛ,Л ^,-4).

4. Найти координаты многочлена -*-/ в кая-
дом из следующих базисов пространства (многочленов с дейст-
ьительными коэффициентами степени 5):

а) ;
б) /, iH,
г> м’, ы’, i2^3,

b

о

В пространстве многочленов степени х< л опое делить
Ф2ск.’.прпое произведение так, чтобы базис 7,ф-, ~з~ ’ ••' > -—т сталл!

;нармированным.
С., Ланы векторы е,, 4^^, ^образующие ортогональный, базис,
угол между векторами г? и , если х-Зе/^е3~Яе3',-£^,у~

> /^11-2 > /^з) -3; /fyj-f.
Ч. Доказать, что векторы at и у. унитарного пространства

•_ i то •альл! тогда и только тогда, когда
для. любых чисел <х и _/5

Замечание. По аналогии с трехмерным евклидовым пространством
упорядоченная тройка векторов.г,произвольного евкли

дова пространства рассматривается как треугольник,о котором гово
рят, что он "натянут на векторы х и 4!
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