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I. ЛИНЕЙНЫЕ ОПЕРАТОРЫ 
В УНИТАРНОМ ПРОСТРАНСТВЕ

!. СОПРЯЖЕННЫЕ ОПЕРАТОРЫ 

Определение L Если
(f(x), у) -  (х, <р(у)), (1)
х, у  с£ V, где V — унитарное или евклидово пространство, то 

линейный оператор <р называется сопряженным по отношению 
к линейному оператору f:

<р обозн. /* .

Теорема 1. П усть/и <р — сопряженные операторы в унитарном
пространстве V,

(е1’е2’-- ■ >еп) (2) 
— ортономированный базис V, А — матрица оператора /  в 

базисе (2), В — матрица оператора <р в базисе (2). Тогда А = В . 
Д о к а з ат е л ь с т в о . Запишем равенство (1) для пары базисных

векторов х = е ,,, у  = е ..:К J

( A ek)' ej ) = { l L aikei ' ej = ек’Т , ьце<
V/=! / V /=1 2

л /  л
о

= « а]к -  = в - 
1=1 1=1

3 а м е ч а н и е 1. Из доказательства теоремы ясно, что равенство

( f {ek) ,e )  = (ev<p(ej)) равносильно равенству А = В .
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З а м е ч а н и е  2. Е с л и /и  ф — сопряженные операторы в 
унитарном пространстве V, А и В — матрица операторов /  и <р~
соответственно в базисе (2), то А—В ,

Теорема 2. В конечном унитарном пространстве V каждый 
линейный оператор обладает единственным сопряженным.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим в пространстве V 
ортонормированный базис (2). Пусть /  — линейный оператор

пространства У, А = (aik) — м атри ц а/в  базисе (2).

Рассмотрим матрицу
л  = 7  = ( г Д .  (3)

Этой матрице в базисе (2) соответствует оператор <р. Покажем,
что (р = /*  . На основании замечания 1 к теореме 1 соотношение {3) 
равносильно соотношению

( Ж  «"(*/))> . <4>
т.е. соотношение (1) для базисных векторов выполняется. 

Возьмем произвольные два вектора
х = £1е1+... + $пеп и У=т11е 1+... + т1пе ;  
и рассмотрим скалярные произведения (f(x.), у) и (х, <р(у)):

v
г

}=1

А '= 1

А.-Ы ,/ Д

A i j !
Сравнивая эти соотношения и учитывая (4), будем иметь 

( / Ы , у) = (*,?>Ы).-а значит, соотношение (1) выполняется для
любой пары векторов, х  и у, т. е. у любого линейного оператора/ 
существует сопряженный линейный оператор <р.

Докажем его единственность. Пусть у/ — линейный оператор 
такой, что

( /  W ,y ) = {х, уА,у)) У х , у  е V ,

тогда {х, <р(у)) -  (х, ^ у ) )  -  (х, р(у) -  уАу)) = 0.
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Это означает, что вектор q£y) -  у>\у) ортогонален любому 

вектору пространства V, поэтом у (р{у) -  уДу) = в  , т.е. 

р(у) = цЛу) V у  е V, что и означает: <р = у/. Единственность дока
зана, теорема доказана.

З а м е ч а й  и е. Утверждение теоремы справедливо и для 
евклидова пространства V. Доказательство для этого случая то же

самое, следует лишь учесть, что А = А , 1\. = т). .

2. САМОСОПРЯЖЕННЫЙ ОПЕРАТОР

Определение 2. Линейный оператор /унитарного или евклидо
ва пространства V называется самосопряженным, если он совпа
дает со своим сопряженным: '

/  = /* , т.е. (f(x),.y) = {x ,f(y )) У х , у  е V . (5)
Теорема 3. Для того чтобы оператор /  унитарного простран

ства был самосопряженным, необходимо и достаточно, чтобы его 
матрица А в ортонормированием базисе была эрмитово-симмет
ричной, т.е. А -  А ’.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д о с т а т о ч н о с т ь .  Пусть А = А , 
т.е. а 1к-  а кг В некотором ортонормированием базисе матрица А

соответствует некоторому оператору/  Тогда А будет соответство
вать сопряженному оператору /*  в этом ортонормированном
базисе, но так как А -  А , то . / '= / * ,  т.е. f — самосопряженный 
оператор. Достаточность доказана.

Н е о б х о д и м о с т ь .  Пусть /  — самосопряженный оператор

( /  = /* )  й пусть Д — его матрица в некотором ортонормированном

базисе. Тогда матрица оператора /*  есть А . Но так как /  = / ’ , то
А -  А,  а это значит, что А — эрмитово-симметричная матрица. 
Необходимость доказана, теорема доказана.

З а м е ч а н и е .  Если V  — евклидово пространство, то для 
самосопряженности линейного оператора / необходимо и доста-
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точно,, чтобы его матрица А в ортонормированном базисе была
симметричной, т.е. А - ' А .

Теорема 4. Собственные значения самосопряженного операто
ра унитарного пространства вещественны.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть х  — собственный вектор 
самосопряженного оператора/, отвечающий собственному значе
нию Л . Тогда

( / ( х ) , х )  = (х , / ( х ) )  => (Ах,х) = {х,Ьс) =>
_  (х.х)^О _

=> л(х,х)= Л(х,х) => Л = Л => Л -  вещественное число.
Теорема доказана.
З а м е ч а н и е .  Если V— унитарное пространство, то все корни 

характеристического многочлена любого линейного оператора /  
принадлежат полю С и, значит, являются собственными значени
ями этого оператора. Если же V — евклидово пространство, то 
корни характеристического многочлена оператора/, не принадле
жащие R не являются собственными значениями f  однако для 
самосопряженного оператора/евклидова пространства справед
лива следующая теорема, аналогичная теореме 4.

Теорема 4'. Все корни характеристического многочлена само
сопряженного оператора /  «-мерного евклидова пространства 
являются собственными значениями этого оператора, т.е. являют
ся действительными числами.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим противное: Л = £ + irj 
[г] 0) — корень характеристического многочлена. Подставляя А
в систему для нахождения собственного вектора, получим систему

U o  ~ а ц ) Х 1 ~ а \2Х 2 ~ ' " ~ а 1пХ п =  О ’

/ \ (6) 
~ а п1Х 1 *  а п2Х 2 ~ - + \ К  -  а п п К  =  ° ’

которая имеет ненулевое решение

( t l+iril , 4 2+iTi2, \ " , 4 n+ir}„) ,

так как определитель этой системы равен 0. Подставим это 
решение в систему (6) и перенесем в полученных равенствах член ы 
с А =4 + iv в правые части. В результате получим следующие 
справедливые равенства:



«11 (^ 1  +  » /i)  +  аи(^2 +  1 гъ )+---+а1п (*п +  1 %) = U  + i 7 ) (? 1  +  * ^ i ) r

ал1<А + / »7i) + ви2(^2 + /т72)+... + ата( 4  + / > J  = (^ + /> ) (^ +  //7„).

Отделяя в этих равенствах вещественные и мнимые части, 
придем к следующим двум системам равенств:

аи « | }- '+ А .£ .  = £*=1 ~ ПЩ
'■ ■    (*)

а1п%1+" - +апп$п = ^ п - 11%

\ач Ъ+--  + а1п% = ьП1 + ч41
. . . . . . .  (** )

ап ^ 1 +- +ап п % = ^ Т1п + Г̂ п-

Введем в рассмотрение векторы
П П

x  = J ^ 4 i e i и y = T j n i e i .
i--\ ;--1 л

Тогда соотношения (*) и (**„) примут вид 

/{>:) с • I) у  , 

f ( x )  = £у  + ?jx , откуда 

(/(л :),у) = д(х,у) -  т](у,у) ,

(* > /Ы ) = п(х*х) + %{х,у) .

Так как ( / (* ) ,у) = (х ,/(у )) , то, вычитая из второго равенства 
первое, получим

О = тЦ(х,х) + (у,у)].

Так как (х,х)  + (у,у)  * 0 , то i] = 0.
Получили противоречие, которое доказывает, что характерис

тический многочлен может иметь только вещественные корни. 
Теорема доказана.

3 а м е ч а н и е. Т.о., спектр самосопряженного оператора и 
в вещественном, и в комплексном линейном пространствах рас
положен на вещественной оси.
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Лемма 1. П у с т ь /— линейный оператор линейного простран
ства V над полем комплексных чисел С, а I  — инвариантное 
подпространство пространства V Тогда оператор /  имеет в /  хотя 
бы один собственный вектор.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть dim I -  к  и (gl ,g2, .. . ,gk) — какой- 
либо базис I. Произвольный вектор х  Е I  представляем в виде

x  = x l g1+ Х2%2 + . . .+ Х , 8 к ( 7 )

Так как I  — инвариантное, то f{g, )  е I  и поэтому

f i b )  = au i i +- ■ ■ +а2< 82+-  +аи 8 к 0  = М.) •
Здесь матрица

ап а\2 ■а\к
А = а2\ а221■а2 к

ак\ ак2 •■■акк •

является матрицей оператора /  пространства I  в базисе 

,gk) ■ Учитывая это, получаем

/ ( * )  = / Х х<8, = X /  / W  -
(=1 7 /=1у ) = 1

к ( к

/=1 У=1 7 = 1 V 1=1

(8)

Условие того, что х является собственным вектором оператора 
/  отвечающим собственному значению Я , т. е. равенство / (х )  = Ях 
в силу (7) и (8), можно записать в виде

к ( к X к
X  2 > т i xi = ■7=11,1=1 , /  7=1

Так как векторы g , (j  = 1,л) линейно независимы, то последнее 
равенство возможно, если только



Для доказательства леммы достаточно показать, что существу
ют число Я е С и числа х1,х2, . . . ,хк , не все равные 0, удовлетворя
ющие системе (9). Условием существования ненулевого решения 
однородной системы (9) является равенство

Но (10) — уравнение степени к относительно Я с коэффици
ентами из поля С и потому имеет, по крайней мере, один (вообще 
говоря, комплексный) корень Яо. Значит, существует такое число 
Яо, что при Я = Яо система (9) имеет ненулевое решение

ло = х° gj + х" g2 +.., +х" gk — собственный вектор из I  оператора

З а м е ч а н и  е. Если I  — инвариантное подпространство 
евклидова пространства V и /  — самосопряженный оператор 
пространства V, то оператор/имеет в /хотя бы один собственный
вектор.

Действительно, данный оператор /является самосопряженным 
оператором, действующим из / в  /. Согласно теореме 4' все корни 
характеристического многочлена оператора f  действующего в /, 
являются вещественными. Поэтому существует вещественное

число Яо такое, что |Яо Е  -  л | = 0, т. е. определитель системы (9)

равен 0. Т. о., система (9) при Я = Я0 имеет ненулевое вещественное
решение, определяющее координаты собственного вектора хо е /
и отвечающее собственному значению Яо.

= 0. (10)

1 ’ л2 >' ’., х"). Число Яо является собственным значением, а вектор

/  так как / ( * 0) = / 0Х0’ что и ,ГР-



Лемма 2. Пусть /  — самосопряженный оператор в «-мерном 
унитарном пространстве V, а в  — его собственный вектор. Тогда 
совокупность Vx векторов х, ортогональных в , есть (я—1)-мерное 
подпространство, инвариантное относительно оператора /

Д о к а  з. а т е л ь е  т в о. Легко проверить, что V{ есть 
подпространство V. Пусть х — произвольный вектор из V Пред
ставим его в виде

Вектор х, принадлежит одномерному подпространству I  = L (e ) ,

Т. о., произвольный вектор х е V представляется в виде суммы 
двух векторов: х( е /  и х ~  xl eV l , причем /П  V{ -  {0}. Значит V 
есть прямая сумма подпространств , /  и Vy  Так как V— «-мерное, 
I  — одномерное пространства, то dim V = п — 1.

Покажем, что Ух — инвариантно относительно /  Пусть х е К , 
т. .е (.х ,е ) = О/Тогда

Это значит, что / (х )  е Vx, т. е. V} инвариантно относительно/ 
З а м е ч а н и е .  Если V  — евклидово пространство, то 

утверждение леммы 2 справедливо. Доказательство то же самое.
Теорема 5. В я-мерном унитарном пространстве F существует 

ортонормированный базис из собственных векторов самосопря
женного оператора /пространства V. Матрица А оператора/в этом 
базисе диагональна и вещественна.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По лемме 1 в V существует хотя бы 
один собственный вектор е , оператора f  Совокупность векторов

из V, ортогональных вектору е, согласно лемме 2 образует (п —1)~

мерное подпространство Vv  инвариантное относительно/  В этом 
подпространстве оператор /  имеет хотя бы один собственный

(х -  X v e)  =  ( х , е )  -  (xj,e) = (х.е) -  (х,е) = 0.

(f(x ),e ) = (х ,/*(е)) = (х,/(e ))  = (х,Ле) = Л(х,е) = 0.
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вектор е 2. Далее совокупность векторов из К,, ортогональных е 2,

образует (и—2)-мерное инвариантное подпространство V2, в ко
тором оператор/имеет по крайней мере один собственный вектор
с , и т. д.

Следуя этим путем, мы получим искомую систему п попарно 
ортогональных собственных векторов е г,е2, . . . ,еп. Согласно тео
реме 4 соответствующие собственные значения вещественны. 
Ортогональную систему собственных векторов самосопряженного 
оператора /  примем в качестве базиса в пространстве V:

('?\ ’е „) ■

Так как f ( e () = Я (е ( (/ = 1,и), то в выбранном базисе матрица
А оператора /и м еет  диагональную структуру, причем диагональ
ные элементы матрицы вещественны:

А =

Я,
О

о -я.

(11)

П усть / ( е /) = Я.е . .  Р ассм отрим  ё 1
N

тогда

Ж ) f
Iе/1У

1

N
Ж ) 1 Я, е. = Я. - -  л, е.

Iе t\
i i , т. е. матрица опе

ратора /  в ортонормированном базисе из собственных векторов 

этого оператора (ё1,ё 2, . . . ,ёп) имеет также вид (И). Теорема 

доказана.
Следствие. Корню кратности гп характеристического многоч

лена самосопряженного оператора /  соответствует т линейно
Независимых собственных векторов.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно теореме 5 существует базис, 
в котором матрица оператора /  имеет диагональный вид (11). В 
этом же базисе характеристическая матрица АЕ -  А имеет вид

A At

АЕ -  А = А -  Я, ( 12)

■А-А.

где Я; (/ = I ,п)  — собственные значения/  Пусть, например, 

Aj является корнем кратности т характеристического многочлена, 
т. е. А1 -  Я2 =...= Ат , но Ат1 * Я1,...,Я п * А{ . Тогда в матрице (12) 
первые т диагональных элементов при Я = Я, обращаются в 0, а 
остальные диагональные элементы отличны от 0. Поэтому 
rang (Я Е -  А) = п -  т. Отсюда следует, что система (Я} Е -  А)Х -  0 

имеет п -  (п -  т) -  т линейно независимых решений — собствен
ных векторов, соответствующих собственному значению Я[ , что и 
тр.

З а м е ч а н и е .  Утверждение теоремы 5 справедливо и для 
евклидова пространства V. Доказательство то же самое.

Теорема 6. Для того чтобы оператор/унитарного пространств:! 
V был самосопряженным, необходимо и достаточно, чтобы в V 
существовал ортонормированный базис, в котором матрица опе
ратора диагоналъна и вещественна.

Д о к а з а т е л ь с т в о .
Д о с т а т о ч н о с т ь .  Пусть матрица /  в ортонормированном 

базисе(ё1,ё 2,.. . ,ё л) шмеет вид (11), где Я. — вещественны.

Матрица сопряженного оператора f  в этом ортонормированном 
базисе получается из матрицы оператора / транспонированием и 
заменой каждого элемента комплексно-сопряженным. Проделав 
это, убеждаемся, что

е ё
А -  А 

f  /* ’

ю



т. е. операторам/и /*  в одном и том же базисе отвечает одна и та
же матрица. Значит, /  = /*  .

Н е о б х о д и м о с т ь  следует из теоремы 5. Теорема доказана. 
Теорема 7. Собственные векторы самосопряженного операто

ра, отвечающие различным собственным значениям, ортогональ
ны.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть / ( е 1) = Я 1е 1, f ( e 2) = A 2e 2, где 

Я j * Я 2 (л j и Л 2 -  вещ.). Тогда ( / ( е Д е ,)  = я(е,,е2), (<?1;/ ( е 2)) =

= Я2(е,,£?2) => (я, -  Я2)(е1;е2) = 0 => (et,e2) = 0, что и тр.
Теорема 5 позволяет дать следующую геометрическую интер

претацию самосопряженного оператора.
Пусть/ — самосопряженный оператор унитарного или евкли

дова пространства К. Тогда в пространстве ^существует п попарно 
ортогональных собственных единичных векторов, которые опре
деляют в V п попарно ортогональных направлений. Каждому из 
таких направлений ставится в соответствие вещественное число Я. 
(собственное значение j)  и по каждому из этих направлений

совершается сжатие или растяжение в |Я(.| раз и, кроме того, 
отражение относительно (п—1)-мерного подпространства, орто
гонального этому направлению, если соответствующее Я(. < 0.

3. УНИТАРНЫЙ ОПЕРАТОР

Определение 3. Если У х,у унитарного (евклидова) простран

ства V ( /(х ) , /(у ) )  = (х,у), то оператор /  называется унитарным
(ортогональным).

Таким образом, унитарный и ортогональный операторы сохра
няют скалярное произведение, а значит, и длину вектора.

Лемма. Если оператор /  обратим слева (g /  = е), то этот 

оператор обратим справа ( / g = е) и, значит, g = f~K

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть g f  = е и / ( х )  -  в, тогда

х = s{x) = g f { x ) = g (/(x )) = g(0) = в  => kern /  = Щ.
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Пусть теперь (ev . . . , en) — базис. Если / ( е , ) , . . . , / ( е п) — линейно
ч

зависимая система векторов, т. е. а {/ \е \)+ . . .+ ап /(е„).=  в  , где

* (0,...0) , то для вектора е = a ,e j+ .. .+ a  е * в  будет 

иметь место равенство f ( e )  -  в. Следовательно, если kern /  — 
= {в},тое = в. Полученное противоречие доказывает, что векторы 

f ( e X - , f ( e  п) линейно независимы и составляют базис. В 

базисе е \=f ( e l ) , . . . , en = f ( e n) семейство векторов е ,, е 2,..., е п 

определяет оператор g, для которого g(e  ,) = е р . .. ,g(e п) = е п и, 

значит, g /  =е : Для этого же оператора g

/ ^ ( e 1) - / ( e 1) = e 'i , . . . , / g ( e n) = e n и, значит,

f g ( x ) = x  V x e V ,  т .е ./ g  = е  .Т .о ., g f = f g = s ,  т.е. g = / “‘ , 
что и тр.

Теорема 8. Для того чтобы оператор /б ы л  унитарным, необхо
димо и достаточно, чтобы / / * = / * / = £ • ,  т. е. /* = / -1.

Д о к а з а т е л ь с т в о .
Д о с т а т о ч н о с т ь .  Пусть /  /*  = / * /  =£• и пусть еИ. 

Тогда ( / ( х ) , / ( у ) )  = (х ,/*  /  (у)) = (х,у) , т. е . / — унитарный опе
ратор.

Н е о б х о д и м о с т ь .  Пусть /  — унитарный оператор, т. е. 
V x , y e V  ( f ( x ) , / ( y ) )  = (x,y) .  Тогда

( / ( * ) , / Ы ) -  (х, /  * /Ы )  = (х,у) = (х,г(у)).

Т. о., (х ,/*  /  (у) -  г(у)) = 0 . Это равенство выполняется VyeV 

и VxeV только  тогда, когда /  * / ( у )  -  е(у) = в,  т. е. 

f  *f  {у) = s{y)\f  у &V. Значит,

Г /  = е , / Р  = £ , Г = ' Г 1. (13)
Теорема доказана.
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З а м е ч а н и е .  Утверждение теоремы справедливо и для 
ортогонального оператора. Доказательство то же самое.

Выберем в пространстве Укакой-нибудь ортонормированный 
базис и пусть/ — некоторый унитарный оператор этого простран
ства. Если /4 — матрица оператора /, то матрица /* есть л 1. Из 
соотношения (13) поэтому следует:

Обратно: если в ортонормированием базисе матрица А какого- 
либо линейного оператора/удовлетворяет соотношениям (14), то 
оператор /  удовлетворяет соотношениям (13) и, следовательно, 
является унитарным.

Определение 4. Матрица Л, для которой А А ’ = 'А' А = Е , назы
вается унитарной.

Т. о., справедливо следующее утверждение.
«Теорема 9. Матрица унитарного оператора в ортонормирован

ном базисе является унитарной и обратно: если линейный опера
тор в некотором ортонормированном базисе имеет унитарную 
матрицу, то он является унитарным.

Определение 5. Матрица А, для которой А А  = А А = Е , назы
вается ортогональной.

Теорема 9’. Матрица ортогонального оператора в ортонорми
рованном базисе является ортонормированной и обратно; если 
линейный оператор в некотором ортонормированном базисе 
имеет ортогональную матрицу,то он является ортогональным.

Доказательство аналогично доказательству теоремы 9.
Теорема 10. Унитарный оператор переводит ортонормирован

ный базис в ортонормированный базис.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть (ev e 2,.. . ,en) — ортонормиро

ванный базис в унитарном пространстве V и f  — какой-нибудь 
унитарный оператор этого пространства. Так как унитарный 
оператор не меняет длин векторов и переводит ортогональные 
си стем ы  в ортогон альн ы е, то систем а векторов

сом в пространстве V. Теорема доказана.
3 а м е ч а н и е .  Утверждение теоремы справедливо и для 

ортогонального оператора. -

А А' = А А -  Е . (14)

будет снова ортонормированным бази-
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- Теорема 11. Если н екоторы й  ли н ей н ы й  оператор 
унитарного пространства V переводит некоторы й орто

нормированный базис (е1,е2, . .. ,еп) в ортонормированный базис

( f { e i l f ( e 2V -  > / ( 0 ) ’ то преобразование /является унитарным.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Возьмем в V произвольные векторы
a = a l e l +... + a ne n, b = p l e l+. . .+0n en.

Имеем { a , b ) - a l p l +... + a n P п,

{f ( a ) , f ( b ) )  = X  = a l fil+... + a n \  .
Vt=l 1=1

Т. о., ( /  (a ) , f ( b )) = (a,b) , т. е. оператор /является унитарным, 
что и тр.

З а м е ч а н и е .  Аналогично доказывается, что линейный 
оператор евклидова пространства, переводящий ортонормиро
ванный базис в ортонормированный, является ортогональным.

Из теорем 10 и 11 вытекает справедливость следующего 
утверждения.

Теорема 12. Матрица перехода от одного ортонормированного 
базиса унитарного (евклидова) пространства к другому ортонор™ 
мированному базису этого пространства является унитарной (ор
тогональной) и обратно: если один из базисов ортонормирован 
ный, а матрица перехода является унитарной (ортогональной), то 
другой базис также является ортонормированным.

Для доказательства достаточно заметить, что матрица перехода 
от одного базиса к другому совпадает с матрицей линейного 
оператора, переводящего первый базис во второй.

Теорема 13. Собственные значения унитарного оператора по 
модулю равны 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть х  — собственный 
вектор унитарного оператора / ,  отвечающий собственному
значению д . Тогда f ( x )  = Лх и ( / ( х ) , / ( х ) )  = (х,х) . Тогда

( / ( * ) , / ( * ) )  = {Лх,Лх) = ЛЛ(х,х)  = |Л|2 ( х , х ) , О тсю да \л\2 = 1 , 

|Л| = 1 , что и тр.
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Т. о., спектр унитарного оператора расположен на единичной 
окружности комплексной плоскости.

З а м е ч а н и е .  Собственные значения ортогонального
оператора равны ± 1.

Д ействительно, ( / ( * ) , /(х )) '=  (Лх,Лх)  = Л2(х,х) ,  откуда

Л г= 1, я и  = ±1 .

4. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЭРМИТОВО-СИММЕТРИЧНОЙ МАТРИЦЫ 
К ДИАГОНАЛЬНОМУ ВИДУ ■

Рассмотрим эрмитово-симметричную матрицу А порядка п. 
Будем рассматривать А как матрицу самосопряженного оператора

/в  некотором ортонормированном базисе [е1,е 2,.. . ,е п) «-мерного

унитарного пространства V:

{ f { e l) , f ( e 2) , . . . j { e n)) = (ev e 2, . . . ,en)A. ' (15)

В пространстве V существует ортонормированный базис

{е1,е'2,....е'п), в котором матрица оператора /  диагональна и

вещественна (теорема 5). Обозначим эту матрицу через Л. Тогда

( f ( e \ l f ( e 2) , : . . , f ( e n)) = { e \ , e 2,...,e'n)A .  (16)

Далее, существует унитарная матрица U -  (и . .) , которая

преобразует ортонормированный базис \е1, е 2,...,еп] в ортонор-

мированный базис {ev e 2,.

[е1,е 2, . . . ,еп) -  {ev e 2,..
откуда
(ev e 2, . , , ,en) = (e \ , e ’2,.. . , е п)и-К (17)

Подставляя (17) в (15), получим

{ f ( e l ) j { e 2) , . . . j ( e n) ) 4 e v e v ---,e 'n)U~l A -
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Обозначим U~l =(и° .)  .v >j L

Так как ( f {ex) , f ( e 2) /(«?„))=  / [  2 > ? я*',
V /=1 г - 1

V г 1 г 1 j

(18)

(19)

Сравнивая (16) и (18), имеем
Л = (/-! AU  или A - U '  A U ,

откуда /4 = UAU л или /4 = (/Л(/ , что и тр.
З а м е ч а н и е .  Если А — симметричная вещественная матрица 

порядка п, то для нее найдется ортогональная матрица (/такая, что
A = U l AU  или A = U  AU .

Доказательство аналогично.
Пример 1. Для эрмитово-симметричной матрицы

3 -  i .0
А = / 3 0

0 0 4.

Найти такие унитарную матрицу U и диагональную веществен
ную матрицу Л, чтобы

A = U' AU.
Решение. Будем рассматривать А как матрицу самосопряжен

ного оператора /  в некотором ортонормированном базисе

[е1,е 2, . . . ,еп) унитарного пространства.

Построим ортонормированный базис из собственных векторов 
оператора /  Найдем для этого собственные значения оператора.

Я -  3 / О
\АЕ -  А\ = -  i Я -  3 О 

О О Я -  4
= (Я -  4)(я2 -  6Я + 8)

характеристический многочлен, корнями которого являются
A j ■ 2, А 2 ~  А  ̂ — 4.
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Найдем теперь соответствующие собственные векторы. Для 
этого решим систему

( Л Е - Л ) Х  = О

дважды: при Я = 2 и при Л = 4.
При X = Aj = 2 получаем систему

Корню кратности 2 соответствуют два линейно независимых
собственных вектора.

Такими векторами, например, будут

Векторы / 2 и / 3 ортогональны. Если бы были найдены 
неортогональные решения системы, то следовало бы применить 
процесс ортогонализации к системе векторов / 2, / 3.

Т. о., векторы / , ,  / 2, / 3 составляют ортогональный базис из
собственных векторов. Нормируя эти векторы, мы получим век
торы

-£ i + J # 2 = О,

- 2 ^ з  =0.

Например, вектор / ,  = (/,1,0) будет собственным.

При X = Я2 = Я, = 4 получим систему

!

# 1 + / ^ 2 + 0 ^ з  = 0, 

- / £ , + £ 2 + 0 £ 3 ='0.

/ 2 = (-*,1,0) и / 3 =(0,0,1).
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которые составляют ортонормированный базис из собственных 
векторов оператора/. Матрицей перехода от базиса " ё" к базису 

ё " является унитарная матрица

U

_i  i_

х/2 Л

Л  Л
О 0 1

-  о 

о

В новом базисе ” ё " матрица Л оператора /  имеет вид

А = U AU =

_L о 
Л  Л

_L_ JL о 
Л  Л
О 0 1

3 -  i 0
/ 3 0
0 0 4

J  ' - (
л  Л  
_L J _ 0
л  л
о о 1

2 0 0
0 4 0
0 0 4

что и тр.

Пример 2. Для данной симметричной матрицы 

А =
5 2 - 2  
2 8 1 

-2 1 8

Найти такие диагональную матрицу Л и ортогональную матри
цу U, чтобы А = U AU .

Решение. Симметричную матрицу А можно рассматривать как 
матрицу самосопряженного оператора / в некотором ортонорми

рованном базисе (е ,,е 2,е3).

<р(л) = | АЕ - А \ -
А -  5 - 2  2
-2 А -  8 - 1  
2 -1  2 -

Я3 -  21 Я2 +135 Я -243
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характеристический многочлен, корнями которого (собственны 
ми значениями оператора./) будут 2 , =3, Л2 = А3 = 9.

Найдем соответствующие собственные векторы. При 2 = 3

однородная система (л t Е -  а ) X  -  0 примет вид

-2 - 2  2 *1 0 / \
-2 - 5 - 1 ^2 = 0 , rang(2 j Е  -  А)
2 - 1 - 5

*3
0

Решением полученной системы является, например, ненуле
вой вектор / } = (2 ,- 1,1).

При А = А 2 = А 3 = 9 однородная система (Л 2 Е  -  а )х  -  в при
мет вид

4 - 2  2 *1 0 / \

-2 1 -1 ^2 = 0 , rang (я 2 Е -  А)
2 - 1  1 3̂ 0

Корню кратности 2 характеристического многочлена соответ
ствуют два линейно независимых решения системы. Такими 
решениями, например, будут

/ 2 =(1,2,0) и / 3 =(-1,0,2).

Так как векторы / 2 и / 3 не ортогональны, то применив к ним
процесс ортогонализации Грама-Шмидта, получим ортогональ
ную систему векторов:

/ 2= ( 1 , 2 , 0 ) , / ' з= [ - | , § , 2 ] .

Рассмотрим базис из векторов

с, = / 1=(2 ,-1 ,1 ),с2 = / 2=(1,2,0),с3 = | / з=(-2,1,5).

Базис (с ,,с 2,с 3) является ортогональным, но не нормирован
ным.
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с
Нормируя базис по формулам ё { • = -гЛ, / = 1, 2, 3, получим

ы
векторы

е\ ~ f  2 1 1 ] r J _  _L  o'
l V 5 ’T 5 ’°J

f 2 1 5 )
>̂/6 \/6 л/бJ’ ^2 “ » 3̂ ~ L vso’V30’ -ч/зо j

составляющие ортонормированный базис из собственных век
торов оператора /

Матрица перехода от базиса " е "  к  базису " ё " имеет вид

U =

2 _1__ 2_
V6 л/5 л/зо 
J _  J ___1_
л/б л/5 л/30

—  О -
л/6 >/30

и является ортогональной.
Матрица Л оператора / в  базисе " ё ” имеет вид

, что и тр.
3 0 0

A = U' AU = 0 9 0
0 0 9

II. ЭРМИТОВЫ ФОРМЫ В КОМПЛЕКСНОМ 
ЛИНЕЙНОМ ПРОСТРАНСТВЕ

1. ЛИНЕЙНЫЕ ФОРМЫ ПЕРВОГО И ВТОРОГО РОДА

Пусть V — комплексное линейное пространство.
Определение 6. Числовая функция /  (х), x e V  называется 

линейной формой первого (второго) рода, если:
а) / ( *  + у) = /и -)  + / Ы  V х , у  e V ,

б) f ( a x )  = a f ( x )  ( f ( a x )  = a / ( x ) j  V x e V  и V a e C.
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п

Пусть a j = / ( e j  (i = 1,я). Для любой линейной функции/(х)

первого (второго) рода имеет место формула

f { x )  = a l Z l +...+an 4n ( f { x )  = a l Zl +...+an ZJ .

2. ЭРМИТОВЫ ФОРМЫ

Определение 7. Числовая функция / (х, у) от двух аргументов 
х, у  е V называется эрмитово-билинейной формой, если она 
является линейной 1-го рода от х  при каждом фиксированном 
значении у  и линейной формой 2-го рода от у  при каждом 
фиксированном значении х, т, е. если:

произвольные векторы из V. Тогда для эрмитово-билинейной 
формы /  (х, у) имеем

1) f i x  + z , y )  = / ( х , у )  + f { z , y ) ,
2) f ( a x , y )  = a f { x , y ) ,

3) f i x , у  + z)  = f { x , y )  + f { x , z ) ,

4) f { x , ay )  = a f { x , y).

Пусть (el , e2, . . . ,en) — произвольный базис V,

П п

i=1

n

(20)
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Определение 8. Матрица А = [a t ,) , где а ;. . = / ( е  (,е .), назы-
• ' Л *

вается матрицей эрмитово-билинейной формы /  (х, у) в базисе

( е 1’е 2 ’" ’ ’е л)'

Равенство (20) можно записать в матричном виде:

/ (х ,у )  = (£ р £ 2,. (20 ')

З а м е ч а н и е .  Если линейное пространство V является 
действительным, то эрмитово-билинейные формы переходят в 
билинейные, т. е. в формы линейные 1-го рода по каждому из 
аргументов.

Определение 9. Эрмитово-билинейная форма/(х, у) называет
ся симметричной эрмитово-билинейной формой, если V х ,у  е V:

f ( y , x ) = f ( x , y ) .
Для симметричной эрмитово-билинейной формы

(21)

а п  = Л е г е к) = A e k>e i) = a k i . т - е -

матрица Д формы f i x , у) вбазисе (е , ,е 2, . . . ,е я) после транспо

нирования и замены элементов на комплексно-сопряженные 
переходит в себя, т. е. А = А .

Определение 10. Матрица А, для которой А = А , называется 
эрмитово -симметричной.

Т. о., матрица симметричной эрмитово-билинейной формы явля
ется эрмитово-симметричной.

• Справедливо и обратное утверждение:

Пусть матрица А = [а. ) эрмитово-билинейной формы Д х, у)
■* П

эрмитово-симметрична, т. е. a lk = a k i . Тогда
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f { x , y )  = 2  a tk §, nk = ^ a ki Tfk
i,k=1 <,*=1

= Z  a ki nk Zi = f ( y , x ) ,  т.е. / ( x , y )
(Д=1

симметричная эрмитово-билинейная форма.
Пусть, например, f { x , y )  = - / £ , l j 1 + /^ 2^ , + 2 | 2^ 2.
Эта форма является симметричной эрмитово-билинейной, т. к.

f ( x , y )  = f { y , x ) .  

Матрица А = 1 - /  
/ 2 этой формы является эрмитово-симмет-

ричнои матрицей.
Теорема 14. Пусть эрмитово-билинейная форма/(х, у) в базисе

( е е п) пространства V имеет матрицу А = jk) , а в базисе 

(е\, . . . ,е'п) — матрицу B - - ( b j k ) и С — матрицу перехода от
П

первого базиса ко второму, т. е. (е п) =(е 1,... , еп) с . Тогда

В = С' АС.
Д о к а з а т е л ь с т в о .

(22)

f ( x , y )  = (<*v . . . ,£n)A

/ ( х ,у )  = Я (23)
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*1 Ч л ч\
•

=  с
•

5
• = С •

€ ' п Ч п

Ч \ п \

= > =  с

~Пп ~ п п

и ; . - . * ; , )  с

f ( x , y )  = п)С' АС

Пп

(24)

Сравнивая (23) и (24), получаем (22), что и тр.
Определение 11. Эрмитово-квадратичной формой в пространст

ве V  называется функция от одного аргумента х е V , которая 
получается из эрмитово-билинейной формы (не обязательно сим
метричной) /  (х, у) заменой у  на х.

В и-мерном комплексном линейном пространстве с базисом

(е 1,е 2,... , е п) эрмитово-квадратичная форма через координаты 

4 1, 4 2 4 п вектора х запишется в виде

/(х ,х )=  ^ a i k 4~4k ,
1,к=1

a ik = А е г е к) ~  К0М

(25)

где комплексные числа.

Определение 12. Если эрмитово-билинейная форма f i x , у) 
симметрична, то соответствующая эрмитово-квадратичная форма 
называется симметричной эрмитово-квадратичной формой.

Симметричная эрмитово-квадратичная форма/(х, х) принима
ет лишь вещественные значения, т. к. из (21) следует, что

/(х ,х )  = /(х ,х ) .
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З а м е ч а н и е  1. Понятие скалярного произведения (х, у) в 
комплексном линейном пространстве вводилось нами как сим
метричная эрмитово-билинейная форма. Поэтому (х ,х) — вещес
твенное число.

3 а м е ч а н и е 2. В действительном линейном пространстве 
всякую квадратичную форму можно считать эрмитовой.

В отличие от билинейной формы в действительном линейном 
пространстве, эрмитово-билинейная форма определяется одноз
начно по соответствующей ей эрмитово-квадратичной форме, не 
обязательно симметричной.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть/ (х, у) — эрмитово-билинейная 
(не обязательно симметричная) форма.

/ ( х  + у , х  + у)  + i f { x  + i y , x  + i y ) -  
- f i x  - y , x - y ) - i  f i x  -  i y , x  -  i y )  -

= f { x , x )  + f { y , x )  + f i x , у ) + f i y , y )  +
+ / / ( x , x ) - / ( y , x )  + /(x ,y )  +

+ А у ,У) -  f i x , x )  + f i y , x )  +
+f i x , y )  - f i y , y )  -  i f i x , x )  + f i x , у ) -

- f { y , x )  -  f i y , y )  = 4 f i x , y ) ,  
откуда

f i x , у)  = \ [ f i x  + y , x  + y) + i f i x  + i y , x  + i y ) -  

~ f i x  - y , x - y ) ~  i f i x  -  iy,x -  iy)],

что и тр.

З.НРИВЕДЕНИЕ СИММЕТРИЧНОЙ 
ЭРМИТОВО-КВАДРАТИЧНОЙ ФОРМЫ  
К КАНОНИЧЕСКОМУ ВИДУ

Теорема 15. Симметричная эрмитово-квадратичная форма

/ ( х , х ) =  V  a i k x i x k = ( x l , x 2, . . . , xn)A
i,k-= 1
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= ( x 1, x 2, . . . ; , xn )i4' где A = A

Х 1 S i

Х 2 S  2

= и

X п

всегда может быть приведена посредством унитарного преобразо
вания координат

, где U 1 - U ' ,

к каноническому виду:

•/ = 1 /=1
где X },Л 2,... ,Л п — собственные значения матрицы А {веш,ествен- 
ные числа)."'

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть эрмитово-симметричная матрица 
А — матрица самосопряженного оператора /  в некотором 

ортонормированном базисе. Справедливость теоремы вытекает из 
того, что эрмитово-симметричная матрица А унитарно подобна
диагональной матрице Л (формула (19)), на диагонали которой 
расположены собственные значения матрицы А (собственные
значения А равны собственным значениям А):

Л = U ' AU  о ,  ’ (27)

<=> Л = Л = U A W . (28)
В самом деле: матрица V является матрицей перехода к новому

ортонормированному базису, в котором матрицей /  является
Л = Л .
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Так как правые части (22) и (28) совпадают при С= U, то в новом
базисе матрица /(х ,х )  совпадает с матрицей Л = Л. Следователь
но, в новом базисе симметричная эрмитово-квадратичная форма 
f ( x ,  x) имеет вид

f ( x , x )  = Я, + Я 2 |с2| +...+Яп (29)

Теорема доказана.
3 а м е ч а н и е  1. Если формула (22) была бы неизвестна, то 

доказательство могло быть продолжено следующим образом: из
(27) •>

A =U AU~l => A' = U \ W ,

X, X,

/ ( х , х )  -  (X X J Л' = ( х р . . .  ,xn)u\U'

е

= {}v,,..,l;nW'UA:Tru = ( ^ 1 .......# п ) А" г .-

я

что и тр.

З а м е ч а н и е  2. Квадратичная форма в евклидовом 
пространстве

X,

, где А = А
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всегда может быть приведена посредством ортогонального преоб
разования координат

*1 *1

= и , где U-1 = U',

к каноническому виду:

/(* ,* )  = Y  л ^ ] ,
ш

где Л1,. . . ,Лп — собственные значения матрицы А (действитель
ные числа).

Идея доказательства та же.
Из (29) следует, что симметричная - эрмитово-квадратичная 

форма не отрицательна (положительно определенная) тогда и 
только тогда, когда все собственные значения матрицы этой 
формы не отрицательны (положительны).

Пример 3. Симметричная эрмитово-квадратичная форма
. . I |2 _ I |2

f ( x , x )  = 2 х J + i x l x 2 -  /' х 2 х  j + 2 х 2

записана в ортонормированном базисе 2-мерного унитарного 
пространства V. Найти ортонормированный базис, в котором 
данная квадратичная форма Имеет диагональный вид.

Решение.

матрица данной формы.2 i
-  i 2

Матрицу А - 2 -  i 
i 2 будем рассматривать как матрицу само

сопряженного оператора /  в данном ортонормированном базисе 

(ev e 2). Построим ортонормированный базис из собственных 

векторов оператора /  . Найдем собственные значения /  ;
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1 д. II 1 - 2  /
1 ! -  / 1 - 2 =  I 2 - 4 2  +  3 ,

л 2 - 4 1  +  3 =  0 ;  A j  =  3 ,  Я 2 =  1 .

Соответствующие собственные векторы найдем, решая систе
му

1 -  2 / *1 0
-  / 1 - 2 *2 0

дважды: при 1 = 1 { —З и 1  = 1 2 = 1.

Пусть 1 =3. Тогда будем иметь систему

<=> £, j + / 4 2 = 0*

Например, вектор f x = (!,/) — собственный. 

Пусть 1 = 1 .  Тогда

1 / *1 0
- /  1 ^ 2 0

- 1  / 
- 1 - 1

Например, вектор / -  =(/,1) — собственный.

Векторы / j  и / 2 ортогональны,

базис пространства V.
Тогда векторы

( / р /  г) ортогональный

/1 1 Ое 1 ~
/ ,

Г 1 1 ' ̂2 “
\ f l

составляют ортонормированный базис из собственных векторов
оператора /  .

Матрица перехода от базиса " е " к базису " ё " имеет вид
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и  =

1 /

Л Л .

/ 1

Л Л

1
/

Л ~ Л

/ 1

~ Л Л

Матрица U является унитарной: U~l =U'

В этом новом базисе матрица Л квадратичной формы / (.с, х) и ' 
оператора /  имеет один и тот же вид:

A = U' A  U =U' AU  =

1 i 1 i 3  0

Л ~ 44 2  - / 42 42
i 1 /  2 i 1

~ Л л л  л
0  1

Симметричная эрмитово-квадратичная форма f i x ,  х) в базисе
( ё рё 2) имеет канонический вид:

2 2
f ( x , x )  = 3 4 l + , (*) что и тр.

Связь между старыми и новыми координатами вектора х  
выражается следующим образом:

1 J _
Л  4 2

i 1
42 42

Si 

€2

х  = —
1 42

42

(Si + i S i l
(**)

Подставим (**) в выражение для квадратичной формы: 

/(-*>*) = + i £ г Н ^ С  * £ 2) + * 2"(^i + -

-  t U t f ,  + f 2) ( i i  -  Л 2) + 2 1 ( /г -  + 5 2) ( - / i i  + i 2) =.

зо



Выражения (*) и (***) совпали, что и должно быть при 
правильном решении.

Пример 4. Квадратичная форма записана в ортонормирован
ном базисе 2-мерного евклидова пространства. Найти ортонорми
рованный базис, в котором данная форма имеет диагональный 
вид, и записать этот диагональный вид:

f ( x , x )  = -4x f  + IOXjJCj -  4х|.
Решение. Матрица А квадратичной формы в данном ортонор

мированном базисе (е v e ^  имеет вид

, -4  5Л — - л .5 - 4
Будем считать матрицу А матрицей самосопряженного опера-

Построим ортонормированный базис из собственных векторов
оператора f.

— характеристический многочлен, корнями которого являют
ся: Х х= 1; Х 2~ —9. Соответствующие собственные векторы нахо
дим, решая систему

тора /  в базисе

= Я 2+ 8 2 - 9



Я + 4 -  5 ь, II 0
- 5  Я + 4 £ 2 i o

дважды: при Я = Я, и при Я = Я 2.

Пусть Я = 1. Тогда система эквивалентна одному уравнению

Вектор / , ( l ; l )  — собственный, отвечающий Я = 1.

Пусть Я = -9 . Тогда система эквивалентна одному уравнению 
*,■+*2=0.

Вектор / 2(-1,Т) — собственный, отвечающий Я = -9 . 
Векторы

* .=
1 1

Л ’Л
J _  1

I. Л  ’ Л

составляют ортонормированный базис из собственных векторов 
преобразования /. Матрица прехода от базиса " е " к базису " с " 
имеет вид

U

_1 1_
Л  ~ Л  
1 1 

Л  Л

Эта матрица ортогональна, т. е. U 1 = U ,
В любом базисе " ё " матрицы преобразования /  и данной 

квадратичной формы совпадают и имеют вид

Л = U AU  =

1 1 -4  5 1 _ J_ 1 0
Л  Л Л  Л

1 1 1 1
~ Л  Л 5 - 4 л  л 0 - 9

вид

Следовательно, квадратичная форма в базисе [ё рё, 

f { x , x )  = lgf -  9£2, что и тр.

имеет

32



Ясно, что

1 1
*1 42 ~ 42 *1
Х2 1 1 *2

42 42

1 ,  1 , 

* 2 ' 7 2 { |+ ^ 2'
Подставляя выражения старых координат через новые, полу

чим

1 { х , х ) - ~ 4 у ( ^ , - ^ 2) +

+ 1 0 j U , - ^ ) U 1+ ^ 2) - 4 i ( | 1 + ^ 2)2 =

= -2(^f -  2^, + ^1) + 5( ^  _

г-2($ + 2 ^ + % )  = $ - 9 % ,  
что и должно быть.
Замечания к примерам. Ясно, что искомый канонический базис 

определен неоднозначно.

4. УПРАЖНЕНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ

3 а д а ч а 1. Для заданной эрмитово-симметричной матрицы 
А найти такие унитарную матрицу U и  диагональную веществен
ную матрицу Л, чтобы

А = U A U .

0 2 -1 0 3 -  / 0 1 1 /
1 ) А  = 2 + 0 -  2i 2) A = i 3 3 3) Я 1 1 i

0 2/ 0 0 0 - . - i i 1

3 - i 0 0 - 2 0 l + i 0
4) А = / 3 0 5) A = 2 i 0 2 - / 6) Я = 1 -  / 0 0

0 0 4 0 2 + i 0 0 0 0

0 -  i 0 1 - 2 / 2i 2 0 i
7) А = i 9 - 1 - / 8) A = 2/ 1 i 9) Я = 0 2 0

0 - l + i 0 -2 / - / 1 - i  0 3
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2 0 / 1 / 2/
10) А = 0 3 0 И ) А = -  i 1 - 2 / 12) 4  =

- /  0 2 -2 / 2/ 1
1 3 + 41

3 -  4/ 1

13) A = 

16) 4  =

1 2 + 2/ 
2 - 2 /  3

2 1 + /
1 -  /  3

14) A = 7 2 - i
2 + / 3 15) A 4 2 + i 

2 -  i 0

-5 0 0 1 i i
17) 4  = 0 3 -  / 18) 4  - - i  .1 1

0 / 3 - /  1 1

4 0 0 2 0 / 1 -  2 / 2 i
1 9 )  4  = 0 3 / 2 0 )  4  = 0 2 0 21) 4  = 2 / ' 1 i

0 -  / 3 - / 0 3 - 2 / _  i 1

22) A =  

24) A =

1 3 - 4 /
3 + 4/ 1

3 2 - /
2 + i 7

23) 4  = 

25) 4  =

3 2. + 2/
2 - 2 /  1

0 / 
■/ 0

3 а д а ч a 2. Для данной симметричной матрицы А  найти такие 
диагональную матрицу Л и ортогональную матрицу U, чтобы

Л = U'AU ,

-2 2 - 3 2 -  4 -  2л/2 -4 . 2 -  2
1) 4  = 2 2 2 2) 4  = -  4 3 /2 3) 4 = 2 1 2

-3 2 - 2 -2 42. 4:2 2 -2 2 - 4

10 - 5  - f ' 3 0 1

4) A = - 5  i 4 - 5f 5) 4  =
- 2 " 2 

2 - 5  - 2

V2
2 2 .

_i .  _ 2 ~  
2 2

1 2 42 0 -VI -  2
6) 4  = 2 1 - 4 2 7) A = -VI 2- 2 VI

42 - 4 2  2 -  2 2V3 -  3
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8)' А =

1 2
3 0

2 1 4 л/2
3 3

0 4V2 13

9) А
1 4 2л/2
4 0 -л/2

2л/2 -л/2 1

10) А =
5 2 0
2 13 4 И) А
0 4 5

0

0

1 j  2\/2
3 3

22>/2

5 - 2 -л/2 -2 2 0
12) Л = -  2 4 2V2 13) Л = 2 5 2

-л/2 2л/2 2 0 ’ 2 - 2

-3 1 4 4 2 - 6
14) А = 1 9 2 15) /4 = 2 1 - 3

.
4 2 3 -6 - 3 9

1 1 1
2 2 3 - 4 0 0

16) А = 1
2 1 1

2 17) Л = -4
0

- 3
0

0
-1

0
т

1 1 1 0 0 2 - 4
2 2

1 1 1 1 2 - 2 2 0
18) /4 = 1

1
-1

0
0

-1
0
0 19) А = -2

2
6

- 3
- 3

6
1
1

1 0 0 -1 0 1 1 4

20) А =

1 - 1  3 4
-1 4 0 - 1
3 0 0 - 3
4 - 1 - 3  1

3 4 - 4
21) Л = 4 -  7 - 4

- 4 - 4  3
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3 - 1 - 1 2 2 - 1 2 - 2  0
22) /1 = -1 3 - 1 23) ,4 = 2 - 1  2 24) /1 = -2 0 2

- 1 - 1  3 -1 2 2 0 2 '2

25) А =

1 1 1 1  
1 1 - 1 - 1  
1 - 1  1 - 1  
1 - 1 - 1  1

З а д а ч  а 3. Симметричная эрмитово-квадратичная форма 
записана в ортонормированном базисе «-мерного унитарного 
пространства. Найти ортонормированный базис, в котором дан
ная форма имеет канонический вид, и записать этот канонический 
вид (искомый базис определен неоднозначно).

I i2
1) x J  + (3 -  4i)x , Зс2 + (3 + 4 / ) х2 Xj + х. (я = 2),

- 5 -  i x . x 2 + i.x2x .  (и = 3)

I2 С.. i2 + jx3| + X lX 2 + X 2X l +

2) 3 x,

3) |x,

+ /XjX3 -  / x3Xj + i x2x3 -  i x3x2 (« -  3),
j j2   , , 2 i (2

4) 3 x , — / x 3 x j  + / x 2 x 3 x  J  +  4 x 3 (n =  3),

2 _ _ | 2
5) 3Xj + (2 + 2/)xj x 2 + (2 -  2 / ) x2 Xj + x 2 (n -  3),

6) 3|x J 2 + (2 -  i)x j x 2 + (2 + / )x2 Xj + 7|x 2j2 (« = 2),

7) /XjX2 - / x 2Xj (n = 2),

2 _ _ 2
8) 3xj + (l -  / ) x , x 2 + (l + i ) x 2x { + 2 x 2 (« = 2),

9) (2 + /)xj x 2 +(2 -  / ) x2x,  + 4 x ,  (n = 2),

10) 2 x + i Xj X3 +3 X

2 1 

2

2 -  ( x , x ,  +2J 1 ( « = 3)

11) jxj! + i xrx2 + 2/ x,x3 -  i XjXj + |x2
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- l i x 2x3 -  2 i x3x( + 2 i x,x2 + |x3|2 (,n = 3),

2
-5

2
+ 3 X 2

|x, 2
+ / XjX2 +

- i x 2x 2 + / x  3 x 2 + 3 ( «  =  3 ) ,

+X2X3 _  *X3X1 + X2X2 + И з| (л  = 3),

14) 4|xJ“ + 3|x2|2 + i x 2 x, -  / x3 x2 .+ 3jx3|2 (« = 3),

I ,2 j 2 _ 2
15) 2|x j J + /x  , x 3+ 2|x 2 ~ / x 3x 1+ 3 | x3| (« = 3),

I |2 _ _  | ,2
16) |Xj -  2/ x [ x 2 + 2/Xj x 3 + 2г х 2 Xj + x 2 +

+ / x 2x 3 -  2 / x 3 Xj -  i x з x 2 + (« = 3),

17) jxj + (3 + 4«)xj x 2 + (3 -  4 /)x2 x } + |x 2 2 (n = 2),

18) Xj| + (2 + 2 / )x jx 2 + (2 -  2 i ) x2x y + з|х2( (w = 2)'

I2 - ’ i219) 7x, |  +(2 -  / )x jX2 +(2 + 3 x J  (« = 2),

i2
20) 4 x ,j + (2 + (jXjXj + (2 -  / )x2Xj (n = 2),

I |2 2
21) 2|x1j +(.l + i ) x . x 2 + (l -  / )x2x,  + 3 x 2 (« = 2),

22) -  iXj x 2 + / x 2x,  -  (/ + l )x2x 3 +

I ^
+ (-1 + г)х3 x 2 + 9 x 2 (n = 3),

23) 9|x, + (1 + i ) x l x 2 + (-1 + i ) x2x y -  

-  i x 2 x 3 + / x 3x 2 (n ^ 3),

24) -  2/ XjX2 + 2i x2Xj + (2 -  i)x2 x3 + (2 + /)x3x2 (n = 3),
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25) (2 -  /)xjX2 + (2 + i)x2Xj -  2i x2x3 + 2i x3x2 (n = 3).
3 а д а ч a 4. Квадратичная форма записана в ортонормирован

ном базисе я-мерного евклидова пространства. Найти ортонорми
рованный базис, в котором данная форма имеет канонический 
вид, и записать этот канонический вид (искомый базис определя
ется неоднозначно).

1) х2 + 2XjX2 +2X j X3 + 2 х , х 4 4-х2 -  

-  2х 2х 3 -  2х 2х 4 4-х2 -  2х , х 4 4-х2,

2) 2х2 - 4 х , х 2 + 9х2 + 4 х 2 х 3 + 2х2,

3) 2х2 + 4xj х 2 -  2Xj х 3 -  х\  + 4 х 2 х 3 4- 2х2,

4) Зх2 -  2х ,  х 2 -  2Х[Х3 4- Зх2 -  2 х , х 3 4- Зх2,

5) Зх2 + 8Xj х 2 -  8Xj х 3 -  7х2 -  8 х 2 х 3 4- Зх2,

6) х2 -  2Xj х 2 + 6Xj х 3 + BXj х 4 +

4- 4 х2 -  2 х 2 х 4 -  6 х 3х 4 4- х 2,

7) 2х2 -  4Xj х 2 4- 4Xj х 3 4- 6х |  -  6 х 2 х 3 +

+ 2'х2х 4 + 6х2 + 2 х 3х 4 + 4 х 4,

8) х2 + 2х 3х 2 4-2х 4х 3 4- 2Xj X4 -  х2 -  х |  -  х2,

9) Зх2 -  8х jX2 -  Зх2 -  + 4 х 3х 4 -  4х2,

10) X2 -  X, Х 2 4- X, Х 3 4- X2 + Х 2 Х 3 + X2,

11) 4х2 4-4xjX2 -12XjX3 4-х2 - 6 х 2х 3 4-9х|,

12) -  Зх2 4- 9х| 4- 3x^4-2x j X 2 4 - 8х J X 3 4- 4х 2 X 3 ,

13) -  2х2 4- 5х2 -  2х2 4- 4х ц х 2 4- 4х 2 X 3 ,

14) 5х2 4- 4х2 -f 2х3 -  4 х , х 2 -  2-J lx , х 3 + 4л/2х 2-х 3

15) 2х2 + 2х | 4- 2х|  + i -XjXj 4 - ^ ~ х 2х 3 ,
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16) 5.\f + 13x2 + 5x2 + 4 x ]x 2 + 8x2 x 3,

17) а'г г x2 4 8 x 4" Ал[2 x j x ,  -  2*J2x 2 "̂ 3 *

(o\ 2 a a 4 8л/2lb) xf + A'*' +■ x_3 + у  x j x , 3- —y ~ x 2 x 3,

19) 2x1 - 3x2 -  2vr3x1x ? - 4XjX3 + 4-/Зх2х , ,

20) x2 3- xj  + 2x? h 4x s x 2 + 2-Jlx t x 3 -  2 V2x 2 x 3,

7S;
21) у  Xj2 -  5 x 2 +  ™x2 +  4Xj x ,  -  X j  x 3 -  4 x 2 x 3 ,

22) 10x2 + 14x2 9- 7x2 -  1 0 x ,x 2 -  V2x, x 3 -  5-j2x2x v

23) -  4x2 +  x2 -  4x2 +  4 X j x 3 -  4 x , x 3 +  4 x 2 x 3 ,

24) 2x2 3- 3x2 + 2x2 -  8Xj x 2 -  4v2x ; x 3 + 2-Jlx2 x ,,

2 5 )  -  2x2 +  2x2 -  2xj  +  4x, x 2 -  6x, x 3 + 4 x 2x 3.
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