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ными, их решение методом Гаусса и Крамера, а также решение
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рица и ее вычисление». Для каждой темы даны краткие сведе­
ния из теории и необходимые определения; приведены приме­
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Составитель В. Ф. Е ф р е м о в

Рецензент Е. И. Ж е л е з к о в

 
 

 



1. ОБРАТНАЯ МАТРИЦА И ЕЕ ВЫЧИСЛЕНИЕ

Рассмотрим квадратною матрицу порядка п: 

А =

/  «11 «12 •• • «1л

|  «21 «22 • «2 л

V a n l
а  «2 •

г • ч
■• Clnn

(1)

Определение. Матрица, произведение которой слева и сира 
ва на матрицу А равно единичной матрице Е, называется-об­
ратной для данной и обозначается символом А *.

Согласно определению имеем
А 1-1 А = А А ~ \— Е . (2)

Для того, чтобы матрица А имела себе обратную, необхо­
димо и достаточно, чтобы она была невырожденной, т. е. 
|Л | ¥= 0.

Чтобы найти матрицу, обратную для данной матрицы А, 
необходимо:

1. Вычислить определитель матрицы А. Если |Д| #=0, то
обратная матрица существует и может быть найдена.

2. Найти все алгебраические дополнения А,,- элементов
матрицы.

3. Найти обратную матрицу по формуле:
/4ц Л21 ... Ani \ 
Л12 А22 ...Апг |
.................... (З

А у, А2п ••• Апп

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



4. Если обратная матрица найдена правильно, то выпол
няется условие (2), являющееся контрольным.

П р и м е р 1. Найдите матрицу, обратную для данной мат
рицы:

л =
Р е ш е н и е
1. Вычислите определитель матрицы Л:

—18 4
13 —3

Следовательно, матрица Л невырожденная, и обратная
матрица Л - 1 существует.

2. Найдите алгебраические дополнения элементов матри
цы А:
Л.ц =  ( - 1 ) + ' . | - 3 |  =  - 3 ; Л2 1= ( - 1 - ) 2+1 .|4.| =  - 4 ;
ЛД2=  (-1)1+2. |13| =  _ 1 3 ; Л2 2== (_1)2+ 2. | _ 1 8 | =  _ 18>

3. По формуле (3) найдите:

л _ 1==
И1 \Л12 Л22 / 
Д - 4  - 4  ) =  _ 
2 13 —18 /

4. Проверьте правильность решения:
Согласно условию (2) имеем

4 V—18 4 \
18 Д 13 З Д
12—12
52—54
выполняется. Следовательно, обратная

|Л| =

Л -1 =

=  54—52 =  2Д=0.

4 ).
2 \13 18 /

4-х
. /—54 + 52
х  ДЗ- (—18) + 18-13

Условие Л - 1 Л = Е 
матрица найдена правильно.

П р и м е р  2. Дана матрица:
/ - - 3 ­

Л =  - 5  1 '
\ 3 —4 1

Найдите матрицу Л- 1 ,

\ 1 /—2 0 04  о —2 J4o 1)

                                       

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                

 

 

 

 
 

 

 



Р е ш е н и е
1. Вычислите определитель матрицы А:

2 —3 4 — 13 0 25 — 13 25 '
—5 1 7 = — 5 1 7

3 —4 6 — 17 0  34 — 17 34

=  - 1 3 -3 4 — (— 17)-25 =  17- (—26 +  25) =  — 17 +  0.

Матрица А ~ ' существует.
2. Алгебраические дополнения элементов матрицы А:

3. По формуле

А - 1 =

получим

/А п

4. Проверка:

А2 А31 \
А22 А32 I
А23 А33 у

2 —25 \
0 —34

— 1 — 13 /

—25 \  / 2 —3 4
—34 —5 1 7
- 1 3  Д  3 —4 6

3

 



1
17

6 8 — 10 — 75 — 102 +  2 +  100 136 +  14 — 150
102 +  0 — 1 0 1 5 3  +  0 +  136 204 +  0 — 204

34 +  5 — 39 —  51 — 1 + . 52 6 8 — 7 —  78

17.

О
1
О

Е

О б р атн ая  м атри ц а  вы числена правильно.
П р и м е р  3. Н ай д и те  м атри цу , обратную  д л я  дан ной м а т ­

рицы:
о
1
8
3

— 3
4
О
6

Р е ш е н и е

О пред ели тель м атри цы  А: 

— 3
4
0
6

1.

О
1
8
3

2.

3.

А лгебраические дополнени я элементов, м атри цы  А: 

А ц  — 76; А 12 — 92; А 13 ,?= — 156; А 14 =  — 178;,
Т12 1 =  18; А 22 —
А31 =  — 12;

А41 =  26; А42

П о ф орм уле

48; А23 — 91; А24 == 237; 
А з2,= 32; А33 =  13; А34 =  63;

— 78; А43 =  — 65; +44 =  -—247

получим:

/ А и 4 2 i 4з1 441 \
1 7112 А22 4  32 442 I

М-1 41з 4гз .4 33 443

\ 414 4 з4 4  34 444 /

.76 18 - 1 2 26
92 - 4 8 32 78

— 156 91 13 . — 65
— 178 237 63 - 2 4 7

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 



5.

У п р а ж н е н и я
Найдите матрицы, обратные для данных матриц:

1. Л = 2. Л =

Ответы:

3
14

—9 ■
—2
—5

7

— 4
— 7

—2
6
1

— 13'

. 8
Л - 1 =

5

 



2. СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИИ

Системы т линейных уравнений с п неизвестными имеют 
вид:

« и  Х[ +  а  12 Хг +  ... +  а щ  х п  =  Ьр, 
«21 Х[ +  «22 Х2  +  ... +  а 2 п Х п  =  Ь2 ',

0-т{ Х\ +  dm2 Хг +  +  О-гпп Хп  ~  Ьт

или в краткой форме:

^ a i k X k ^ b t ,
Л=1

Здесь Х[, х2, хп —  неизвестные.
Числа ап, ai2, •••, атп'—коэффициенты системы (1), они.

имеют 2 индекса: первый индекс обозначает номер уравнения, 
второй — номер неизвестного. Например, сиь— коэффициент 
г-го уравнения при fe-ом неизвестном.

Числа Ь\, b2,...,bm — свободные члены уравнений.
В общем случае число т уравнений не всегда совпадает с

числом п неизвестных, т. е. может быть т < п или т > п. 
В настоящем пособии мы ограничимся рассмотрением случая
т = п. 

■Определение 1. Совокупность п действительных чисел сц,
аг,..., ап, ‘ которые при подстановке вместо неизвестных хь  
х2, ..., х,г обращают каждое из уравнений системы в тожде
ство, называется р е ш е н и е м  системы линейных уравнений.

Определение 2. Решением системы линейных уравнений
называется n-мерный вектор а = {aj, аг,..., аД  координаты
которого при подстановке вместо неизвестных обращают
каждое из уравнений системы в тождество.

Система линейных'уравнений, имеющая хотя бы одно ре
шение, называется с о в м е с т н о й .

Система линейных уравнений, не имеющая пи одного ре
шения, называется н е с о в м е с т н о й .~ ' " : ' ■ *. " ■ ■■
6

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 
 
 

 
 

 
 
 



Совместная система линейных уравнений, имеющая един­ственное решение, называется о п р е д е л е н н о й .Совместная система линейных уравнений, имеющая бесчис­ленное множество решений, называется н е о п р е д е л е н ­н ой .Две системы линейных уравнений с одними и теми же не­известными называются равносильными или эквивалентными, если каждое решение одной системы является решением дру­гой, и наоборот.Элементарными преобразованиями системы линейных уравнений называются преобразования вида:1) перестановка любых двух уравнений системы;2) умножение любого уравнения системы на число, отлич­ное от нуля;3) прибавление к обеим частям одного уравнения соот­ветствующих частей другого, умноженных на любое число, отличное от нуля;4) отбрасывание уравнения, в котором все коэффициенты и свободные члены равны нулю.При элементарных преобразованиях система линейных уравнений переходит в равносильную. Элементарные преоб­разования применяются при решении системы линейных уравнений методом Гаусса.
а) РЕШЕНИЕ СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ
МЕТОДОМ ПРИВЕДЕНИЯ К ЕДИНИЧНОМУ БАЗИСУ 
(МЕТОД ГАУССА)Рассмотрим систему (1). Пусть с помощью элементарных преобразований этой системы нам удалось исключить неиз­вестные Xi, х 2 ,  х ‘г и в результате г итераций преобразовать систему (1) к виду:X] +  ... +С1г^.1Хг+1 +  ... +  С[п Хп =  fl',Х2 +  ... +  С2г +1 Xr +1 +  ... +  С2 п  х п  =  f 2 ;

] х 2 +  .... +  c3r +  i xr +  i 4- ... +  с^п Хп =  /3 ; (2)
■ | Х г  Crr-f-1 Xr +  1 +  . . .  +  СГп Х п  — fr-Переменная xt называется б а з и с н о й , если вектор—стол­бец коэффициентов при этой переменной в системе линейных уравнений является единичным вектором. В системе (2) ко-7

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

               

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



йффициенты при Xi образуют единичный вектор {1, 0, 0, 0),
коэффициенты при хг образуют единичный вектор {0, 0 , О, 1}. 
Переменные х ь  хг, ■■■, хг — базисные. О системе (2) говорят, 
что она приведена к единичному базису. Остальные перемен­
ные хг + 1, х г+  2, .... хп называются с в о б о д н ы м  и*. Коэффи­
циенты /ф /2, •••, \г— свободные члены.

Выразим базисные переменные через свободные перемен­
ные и свободные члены из системы (2):

=  /1 —  C ir-f. J Х /4 - i  —  Р д  + 2 Х г + 2  —  ••• — с \п  Х п ',

%2 —  ? 2 —  С 2 г -Н  Х г  4 - 1 ---- С г г -f-2 Хг-1-2 ••• — С гп Х п ',

w)• S • * . . « » « • • • •
Х г =  f r  C r r - f-1 X,- 4 - i—  Crr +  2 Х г + 2  O n  Xn-

Определение 1. Выражение (3) базисных переменных че­
рез свободные члены и свободные переменные называется 
о б щ и м  р е ш е н и е м  системы (1).

Определение 2. Решение‘системы, полученное из общего ре­
шения при определенных значениях свободных переменных, 
называется ч а с т н ы м  р е ш е н и е м .

Определение 3. Частное решение, соответствующее нуле­
вым значениям свободных переменных, называется б аз и е­
ны м р е ш е н и е м .

При преобразовании системы (1) к виду (2) возможны 
следующие частные случаи:

1) Получается уравнение вида:
0 Х\ -Т 0 х2 4* ... -Г 0 Хп — 0.

Это уравнение является линейно зависимым, т. е. линейной 
комбинацией остальных уравнений системы, и поэтому может 
быть отброшено. В этом случае система линейных уравнений 
имеет общее решение.

2) Получается уравнение вйда:
0 X) +  0 Х2 + ... + 0 хп = /, f =0=0.

Такому уравнению не можёт удовлетворить ни одна совокуп­
ность действительных чисел. Следовательно, в данном случае 
система уравнений несовместна. Поэтому при получении та­
кого уравнения в ходе преобразований системы ее решение 
следует прекратить.

3) Если при исключении неизвестных окажется, что г = п, 
то система является определенной и имеет единственное (ба­
зисное) решение:

                               

 
 

 

 

 

 

 
 
 

 

 

 



Для решения системы линейных уравнений методом Гаус­
са удобно все преобразования производить над расширенной 
матрицей системы, составленной из коэффициентов при неиз­
вестных и -свободных членах. Для контроля правильности
арифметических действий к расширенной матрице справа при­
писывается контрольный столбец, который заполняется при 
расчете элементов расширенной матрицы. Сумма элементов 
строк расширенной матрицы должна совпадать со значением 
соответствующего элемента в контрольном столбце, если вы­
числения произведены правильно; В противном случае следу­
ет произвести пересчет и устранить ошибку.

Г1 р им е-р 1. Решите следующую систему линейных урав­
нений методом Гаусса:

Г Xi +  2%2 — Зхз =  0;
I 2х1 — Х2 4~ 4 Х3 =  10;
г 3 Xi Х2 — Х3 4.

Р е ш е н и е
Полная схема решения системы имеет вид:

/1 2 —3 0 0 \
2 — 1 4 10 15

V 1 — 1 4 7 /

0 1 4 6 \ 6 Р 0 1 4
1 —2- —2 - з  L. 0 1 —2 —2
0 —2 —6

- 8  У
0 1 3

Ответ: Решением системы является вектор х =  {1; 4; 3}. 
Поясним схему и последовательность приведенного реше­

ния.
1. Составлена расширенная матрица системы. Столбец 

свободных членов в расширенной матрице отделен чертой.
$

      

 
 

 

 
 
 

 

  

 

 

 



2. К расширенной матрице справа приписан контрольный 
столбец, отделенный от нее двойной чертой. Элементы конт­
рольного столбца подсчитаны как суммы элементов соответ­
ствующих строк расширенной матрицы. Последующие преоб­
разования проводятся над расширенной матрицей, содержа­
щей контрольный столбец.

3. На месте первого столбца .матрицы образован единич­
ный вектор—столбец. При этом первая строка переписана без 
изменения, а новые вторая и третья с'троки матрицы получены 
суммированием этих строк из предыдущей матрицы 2 с пер­
вой строкой, умноженной соответственно на (—2) и на (—3). 
Элементы контрольного столбца при этой итерации остались
прежними, так как соответствующим элементом первой стро­
ки, выбранной в качестве ключевой, является 0. По этой же
причине не изменился и столбец свободных членов в расши­
ренной матрице. С помощью кбнтрольного столбца убеждаем­
ся, что элементы второй и третьей строк расширенной матри­
цы вычислены правильно:

0 — 5 + 1 0 + 1 0 = 1 5 ;  
0 — 5 +  8 +.4 =  7.

4. Вторая строка матрицы 3 умножена на в ре­
зультате чего образована единица во втором столбце этой
строки.

5. На месте второго столбца образован единичный век­
тор—столбец. При этом вторая строка матрицы 4 была умно­
жена на (—2) и на 5, а результаты ' были просуммированы 
соответственно с первой и третьей строками этой матрицы.
Вторая строка переписана без изменения как ключевая.

6. 7. На месте третьего столбца матрицы образован по­
следний единичный вектор—столбец. При этом сначала была
образована единица в третьей строке матрицы 6 (делением
на (—2) третьей строки матрицы 5), а затем были образова­
ны нули во второй и первой строках третьего столбца. В ито­
ге исходная система линейных уравнений оказалась приведен­
ной к единичному базису 7.

8. Для удобства окончательных расчетов контрольный
столбец опущен.

Таким образом, в данном примере оказалось, что г = я=3,
/ц =  1, /2 =  4, /з =  3. Следовательно, согласно третьему част­
ному случаю, система имеет базисное решение

х = {1;4;3}.
10

 

 
 

 
 

 

 

 

 
 

 
 

 

 



П р и м е р  2. Решите систему линейных уравнений мбто-
дом Гаусса:

| 5.Х1 И-  %2 4 х< — — 11 
1 Х[ +  2 %2 +  Хз =  5;
1 —3 х.\ —  %2 +  2 х3 =  5.

Р е ш е н и е
Здесь и далее условимся выделять элемент ключевой

ключевой строки.

I x t — х 3 = — 3
I. х2 +  Хо =  4

I Хл =  х3 — 3 
I х2 =  4 — х3 .

Таким образом., здесь реализуется первый частный случай.
Переменные x t и х2 — базисные, переменная х 3 —  свободная.
Следовательно, имеем общее решение системы. Возможными
частными решениями этой системы могут быть, например,
векторы {—3; 4; 0}, {0; 1; 3} и т. д.

Ответ: Система имеет общее решение:
Xi —.х3 — 3;
х2 .= 4 — х3.

П р и м е р  3. Решите систему линейных уравнений мето­
дом ГауЬса:

X) — 2 х2 — 3 х3 == 2;
Х1 — 4 х 2 — 13х3 =  14;
.—3 X; +  5 х2  4 х 3 — 2.

Р е ш е н и е
/  1 —2 — 3 2 - 2 \ /  1 —2
( 1 —4 — 13 14 - 2  <~ 0 —2

5 4 2  8  Л \  0 — 1

2 — 3 2 - 2 \ Л 0
2 — 10 12 0 ~ 0 0
1 5 —8 ' - 2  ) \о 1

И

                             

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 

 
 
 
 



Т аким  об разом , имеем, второй  случай. У равнению  OXi +  
0*2 +  0 х 3 =  — 4 не м о ж ет  удовлетворить ни одна совокуп ­

ность дей стви тельны х чисел. С ледовательно , д ан н а я  систем а 
реш ений не им еет, т ак  к а к  яв л яется  несовм естной.

П р и м е р  4. Р еш и те м етодом  Г аусса  систем у линейны х 
уравнений:

' 5 X] — 2 х 2 +  х 3 — х 4 — 1;
2 Xj +  3 х2 +  3 х3 +  х4 =  — 2;
— 2 X! — 3 х2 — 4 х3 — 2 х4 — 2;

. Зх 4 +  х 2  2х3 +  Зх4 =  13.

Р е ш е н и е

— 2
3 

— 3
1
0 

) о 
? о
1 1

1­
3 

— 4 
— 2

__QС­
— 1
ио

—  2

— 1
1

— 2
3

5
— 1

7
3

-  1
-  2

2
13

27
0

41
13

Г

0 — 3 5 27 40  \ / И 0 0 8 27 46 \
с 1 1 0 2 |  | 0 0 1 1 0 2 10 — 10 7 41

45 1
7 0 0 '17 41 65

— 2 , 3 13
18 J

\  з 1 0 5 13 22 /

— ■>

1  0 0 1 2 \ / 1 0  0 0 1 2 \
15 С 1 0 13 29 |  | 0 0 1 0 — 2 - 1
15 0 0 1 — 13

- 2 7  Н
0 б 0 1 2 3

78 1 0 0 78 157 / ^ 0 1 0 0 0 1 7
О твет: х =  {1; 0; — 2; 2}.У п р а ж н е н и я

Р еш и те  методом  Г аусса следую щ ие системы  линейны х
уравнений:

1. 2 X! — х 2 — 3 х 3 —  х 4 =  2;
3 X] — 7 х 2 +  х 3 4- 4 х 4 =  3;
4 х, — 5 х2 — 3 х 3 +  х 4 =  4;
— X] +  4 х2 — 2х3 — Зх4 =  — 1.

О твет:

I *1 =  х2  х 3 +  1; 
( х 4 =  х2 —  х 3 .
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2. -—2 Xi 4“ x2 4" 2 x3 4" Л-4 — —4;
Л1 — 2 х2 4- х3 4- 4 х4 =  5;
2 Xi — х2 — х3 — х4 =  2;
—Х\ 4" х2 —* х2 — х4 =̂== 3.

3. 2%1 — 3 х2 4- х3 — х4 — — 1; 
—3 Xi 4~ 4 х2 — х3 4- 2 х4 =  4;
5 X] — 8 х2 4- 3 х3 — 2 х4 =  0; 
Xi — х2 4- 0 х3 — х4 — —3.

4. | ЗХ] +  х2 — 2х3 4- 4х4 =  1; 
I —5xi +  5х2 4- 4х3 — Зх4 =  —2;

2Х] — %2 — Зх3 4~ Х4 =  3;
I —Х| 4- 2х2 4" 5х3 4- 2х4 =  4.

Ответ:
Система несовместна.

Ответ:
| Xi =  2 х2 — х3 4- 2; 
( х4 =  5 — х3 +  х2 .

Ответ:
Система несовместна

5. 9xi — 2х2 ‘4* Зх8 — 5х4 =  6;
— lOxi 4- Зх2 — х3 4- 4х4 — —2; 
-—5xi 4- х2 — 2х3 4- Зх4 =  —4;
— 1 Oxi 4~ 2х2 — 4х3 4~ 6х4 ~  —8.

6.

7.

s:

9.

ЗХ] 4- 7х2 — Хз =  4;
X] 4” х? 4” Х3 =  8;
X] 4- 0х2 +  2х3 = 1 3 .

4Xj —- Зх2 4- х3 — 0;-
—2xi +  х2 — Зх3 =  —»4;
Х1 — Х2 4- 2х3 =  1.

5Х] — 2х2 4" Зх3 — 2;
4X1 +  х2 — х3 — 11;
—2xi 4~ Зх2 4- 5х3 =  — 11.

—ЗХ] 4- 2х2 — х3 +  4х4 — -1; 
2X1 — х2 -4- 2х3 — х4 =  4;
■—5xi — Зх2 4~ Зх3 4“ 2х4 =  — 11; 
tfi 4- 4х2 — 2х3 — 5х4 =  —7.

Xi +  х2 +  х3 4- Х4 =  2;
2X1 — Зх2 4- 4х3 -— 5х4 — — 13;
—ЗХ] 4* 2х2 4- 2х3 — 4х4 =  2;
4xi — 5х2 —  Зх3 4". 2х4 =  — 12.

Ответ:
[ х2 ₽='ЗХ1 — х4;
( х3 =  х4 4- 2 — Хь

Ответ:
Xi =  3 — 2х2;
х3 =  х2 4“ 5.

Ответ: х — {2; 3; 1}.

Ответ: х =  { 2 ;1 ;—2}.

Ответ:

х =  {3; 0; 0’ 2}.

Ответ:

Х =  { -2 ;  1; 1; 2}.

10.
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6) РЕШЕНИЕ СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИИ 
С ПОМОЩЬЮ ОБРАТНОЙ МАТРИЦЫ

Рассмотрим систему п линейных уравнений с п неизвест­
ными:

«11 х 1 +  «12 Хз +  . ..  +  Орг Х п  —  b f ,  
а 21 -И +  а 22 х 2 +  ••• +  а 2п х п —  1М',

(4)
ащ Х\ +  ап2 х 2 + + а пп хп — Ьп.

Эта система линейных уравнений может быть компактно 
записана в виде одного матричного уравнения:

АХ — в,
/  «11 «12 ■ • ■ а т \
1 «21 «22 • • • СЦп

\« П 1 ^п2 • • Cl>nit /

— матрица системы (4). 
Хи В — матрицы—столбцы:

ное уравнение (5) имеет единственное решение
Х =  А~'В , (6)

определякйцее решение исходной системы линейных уравне­
ний (4). Следовательно, для того чтобы решить систему п ли­
нейных уравнений с п неизвестными, необходимо найти для 
матрицы системы обратную ей матрицу А 1 и по формуле (6) 
определить решение системы.

П р и м е р  1. Решите систему линейных уравнений:
2%1 —~ Зх3 -р Х4 =  1;
7Х] +  %2 +  4х3 =  —17; 
— 5xj 4- 8x2 4- 2X4 =  22;
4xj 4- 3x2 4~ 6x3 — 2х4 =  —15.14

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

 

 

 

 
 



Р е ш е н и е
В примере 3 (с. 4) было найдено:

(  76 18 — 12 26
11 92 —48 32 78

Л = 4 4 2 — 156 91 13 — 65
у — 178 237 63 —247

Решение имеет ВИД (6 ), где

Тогда:
76-1 +  18-(— 17) — 12-22 +  26- (— 15)
92-1 — 48 (— 17) +  32-22 +  78-(— 15) 
-156-1  +  91-(— 17) +  13-22 — 65-(— 15) 
— 178-1 +  237-(— 17) +  63-22 — 24?- (— 15)

/7 6  — 306 — 264 — 390 \ / —884
 / 92 +  816 +  704— 1170 I 1 I 442

442 I — 156— 1547 +  286 +  975 . I “  442 I —442 
\ — 178 — 4029 +  1386 +  3705 ) \  884

У п р а ж н е н и я
Решите с помощью обратной матрицы следующие системы

линейных уравнений:
1. | Х[ +  2%г +  2%з =  ■—1;

I 3%1 +  Хз =  4;
I Xi +  2x2 +  Зх3 =  0.

2- i Xi +  х2 +  Хз =  1;
Xi +  2хг +  Зх3 =  1; 

I X] +  Зхг +  6х3 =  3.

Ответ: X =  {1; —2; 1).

Ответ: ,х =' {3; —4; 2}.

3. | ЗХ[ +  4хг +  Хз — 3;
I 2Х] +  Зхг +  Хз =  3;. 
( 5х, +  2x2' +  2хз =  1.

— 1Ответ: х =  {— 1; 1; 2}.
15

 

 
 

 



4. ( 4%i +  2хг ’■— х3 =  3;
I 5xi 4- 3x2 — 2х3 =  3', 
'• 3X1 +  2хг — Хз == 1.

5- I 2xi 4“ 7x2 4" Зх3 =  2*, 
■ ЗХ] 4- 9хг 4- 4х3 =  2; 
I Xi +  5хг 4- Зх3 =  1.

Ответ: х =  {2; —3; — Г}.

Ответ: х =  {— 1; 1; — 1}.

Ответ: х =  {2; 0; —3; 1}.

в) РЕШЕНИЕ СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИИ
МЕТОДОМ КРАМЕРА

Рассмотрим систему п линейных уравнений с п неизвест 
ным'и (4). Определитель, составленный из коэффициентов си 
стемы, называется определителем системы и имеет вид:

Ц Ц Й12 . . аХп

0  =
«21 Й22 • • ^2 п

.............................

ЙЛ1 Cln2 • • • &пп

Здесь D b D2, Dn — определители,

(7)

полученные из опре­
делителя системы заменой соответствующего столбца коэф­
фициентов при неизвестных столбцом свободных членов.

Решение системы (4) определяется ф о р м у л а м и  К р а
м е р а :

D j . __ D2, . _  Dn
x 2~~d , ' - ‘' X n ~ ~ D ' (8)

При 7)=#0 формулы Крамера определяют единственное
решение системы (4). Если D =  0 и хотя бы один из опреде­
лителей Di, D.2, Dn не равен нулю, то система (4) несов­
местная. Если D =  0 и Di = D2 = ... = D„ = 0, то система (4) 
неопределенная.

П р и м е р  2. Решите систему линейных уравнений мето­
дом Крамера:

5X1 — 2х2 4- х3 — х4 =  1;
2xi 4” Зх,2 4“ Зх3 4~ х4 =  —2: 
—2Х! — Зх2 — 4х3— 2х4 =  2;
3xj 4" Xg — 2X3 4- Зх4 = 1 3 .

16

            

 

 
 

 

 

 



Р е ш е н » е
Вычислим определители D, D\, D2, D3 и D4 и воспользуем
формулами (8):

5 —2 1 — 1

D =
2 3 3 1

—2 —3 —4 —2
3 1 2 3

7 1 4 7 1
— 12 1 —6 -19 0

18 —5 1 53 0
(—!)-(—399 +  530) =  —131.

5
7

—2
1

1
4

— 1
0

— 12 1 —6 0
18 —5 1 0
4 — 19’ — 1010 — — 53 2121

Так как D = —131 =#0, то согласно теореме Крамера си­
стема имеет единственное решение. Опуская промежуточные
вычисления, приведем окончательные значения остальных оп­
ределителей:

=  —131;

1 —2 1 — 1
—2 3 3 1

2 —3 —4 —2
13 1 —2 3
5- 1 1 — 1
2 —2 3 1

- 2 2 —4 —2
3 13 —2 3
5 —2 1 — 1
2 3 —2 1

—2 —3 2' —2
3 1 13 3
5 —2 1 1
2 3 3 —2

—2 —3 —4 2
3 1 —2 13

= 0;

=  262;

= —262.

По формулам Крамера находим значения неизвестных:
. _ -131 t . „ D2D ~  -131 —  X'2 D U’

17

                     

                     

 

 

 



D3 _  262 D 4 _  - 2 6 2
Х з  ~  D ~  — 131 ~  D  ~  - \ 3 \ ~

Ответ: x =  {1; 0; — 2; 2}.

У п р а ж н е н и я
Реш ите методом К рамера системы линейных уравнений:

1. Xi —  2х,2 +  Зх3 — 4х 4 =  —4;
— 2х, +  %2 — 4х3 +  х- — 2; 
3%1 4~ 2x2 — Хз. +  2х4 =  4; 
4xi ~  5хз' +  2х3 — Зх4 =  4.

Ответ:

1; 1}.

—-5%1 Ч-  2%2 Ч* Зх3 — 4%4 =  3; 
3xj — 4x2 — 5х3 4" 2X4 === — 17;
— 2xi +  х2 +  2х3 — Х4 =  4;
4xi — Зх2 4- х3 — 2х4 =  — 5.

Ответ:
7 = { 1 ;  3; 2; 1}.

I 2Х( — 5x2 4" 4х3 —-3;
I — ЗХ] +  4x2 — х 3 =  7;
' 4xi — Зх<2 +  2х3 == — 5. 
 — 3xi +  2х2 — х3 =  0;

1 2xi — 4х2 +  Зх3 =  — 3*, 
I 5X1 — Зх,2 И-  2х3 =  1.

5. I 2xj — Х2 4- 0х3 =  3’,
I — 3xi 4“ 2х,о 4~ Хз ~  —2* 
' — 4X1 4~ 3x2 4~ 2х3 =  4.

6. I 3xi — 2 Х2 4” 5х3 =  2 ’,
 1 Xi — Зх2 4~ Хз =  —3;

’ 2X1 4~ Х2 4~ 4х3 =  1.

Ответ:
7 =  { - 2 ;  1; 3}.

Ответ; х =  {1; 2; 4}.

Ответ? Система несовместна.

О тв ет: С и с т ем а н ес о в м естн а .
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