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ОПРЕДЕЛЕНИЕ КРИВОЛИНЕЙНОГО /ИНТЕГРАЛА 2 -го  РОДА

Пусть Г  -  ориентированная кривая в пространстве; ггСМ )- не
прерывная функция, заданная на кривой Г  (р и с. I ) .

По определению, криволи
нейный интеграл 2 -го  рода от 
функции uf/i)  по кривой Г  есть

7= J 'и (М ) d x  =. 
г

Л

= dim 2  и (р к )а ^ а ,

гд е  -  мелкость разбиения 
кривой Г  ; л*?к -  проекция 
к - г о  участка кривой Г  на
ОСЬ Ox, AXx — ̂ Xi-f 
Pfc -  любая теч к а , принадле

жащая к. -му участку кривой. Указанный предел должен существовать 
и быть одним и тем же для любой последовательности разбиений кри
вой г  . удовлетворяющей условию: п£--*"-^при а и при любом
выборе системы точек Рл .

З а м е ч а н и е .  Аналогично определяются криволинейные ин
тегралы 2 -го  рода вида f  гг(м ) dp и fvs -(/4)d z  .

Общий вид криволинейного интеграла 2 -го  рода:

Р и с .  I

7= f u (M )d x  v f w d p  -t- u r (k f)d z  . (2)
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Криволинейные интегралы 2 -го  рода обладают всеми свойствами 
определенных интегралов. Величина у  криволинейного интеграла
2 -го  рода меняет знак на противоположный при смене направления ин
тегрирования вдоль кривой Г  .

ВЫЧИСЛЕНИЕ КРИВОЛИНЕЙНЫХ. ИНТЕГРАЛОВ 2 -го  РОДА

Криволинейные интегралы 2 -го  рода сводятся к криволинейным ин
тегралам I -го  рода.

Пусть Г  -  ориентированная кривая в пространстве, z-  -  век 
тор касательной к кривой Г  С рис.2 ) .  Имеем

Вычисление криволинейных интегралов 2 -го  рода сводится к вычис
лению определенных интегралов.

Ч а с т н ы е  с л у ч а и :

I .  Кривая Г  задана параметрически:

М тг

д Т г =  co^ocds ̂  d y - tasjzd -, 

d z -  cos frd$у

P и с .  2

f  гг d x  *- Trdty f- го- d J f гг cos oC г  ггглгр  *- z ircos f)d s - ^

J иf/i)d z  i-?r{/i)dy 1- 2tr('M)dz= / (u f f l x 'f t )  t-
Г  oC

+- го- ( t )  z  Y t) dfr ■



2 .  Плоская кривая Г  задана в декартовых координатах:

В этом случае имеем

Г f
f u (M )d x  = f  Z ifx )dx ; fv-(AT)(/u=. f ir (x )f r '(x )d z '.

Г  a r  *■ (5 )

Пример I -  вычислить f i f Z r d x + - x p d z r  

по винтовой линии x =  /Г c o s t  , U ^ /?sin tr  , f  от

Т О Ч К И  t =  О  ДО точки C t  .
гг  2

/ у  0 2  2
Решение: , 7 =  —— J"o -fctnЗц- +- rTcoszt   ̂s //i  t  cos t )  г/ t — 

ft* ^
=  § & J '*-<” *2 *4 * -.

о
О твет: J - —

/ос

Пример 2 . Вычислить f y 2t/x+-x*ifyпо кривой у 2= х  от точки

А (0 ,0 )  до точки В ( 1 ,1 ) .  Г
Г 3/2

Решение: у = f  j ~  )  d x .
о 
у

О твет: у -  — ,
°  ГО

КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 2 -го  РОДА,
НЕ ЗАВИСЯЩИЕ ОТ ПУТИ ИНТЕГРИРОВАНИЯ

Если выполняется условие 

К с ( х  +~гсг/г^ +- т г / г / х  ~ г /  ( б )

то для любого пути, соединяющего точки /Г и В  , имеем

f  и  d x  ч- гг-г/и ч- zo-dz ■= y’ fB ) -Р/ГГ) .
Я8 а С?)

1/2 2-1435



Необходимые и достаточные условия независимости криволинейного 
интеграла 2 -го  рода от пути интегрирования записываются следующим 
образом:

0W Btr 0?tr p -р- (0 )

/2^ &2 '  &Z- d x  ’ Вх

З а м е ч а н и е .  В случае выполнения необходимых и достаточ
ных условий (8 )  для любого контура В :

ф u d x  +■ +■ urdzr= О . ( 9 )
с

Пример 5 . Вычислить f i - Z 1' )dx i -  (£yz-i-x*)В у  i-(2zxi-y2)Bst

по конической винтовой линии х  =  B c o s i , Bsc/гt , z - В  от 
точки В=-2В до 0 = 0  .

Решение: J = * f d (x 2y.-i-p*Z + z 2x ) ,  /70- jr , 0, j r ) ,  000,0 ,0 ). 
яв~

Ответ: J=7 T 3.

Пример 4 . Вычислить f  У ^х
г  C x i -7 )* + p

по параболе 1^=2 х *  от точки А ( 0 , 0 )  до точки В 77,2J .

Решение: J =  J d а 

О твет: J=
4

r - x-t-7

ФОРМУЛА ГРИНА

Пусть В- -  односвязная плоская область; С -  контур,огра
ничивающий 0- ; z /fx ,^ ) , г^0х,у ) -  непрерывно дифференцируе
мые в В- функции.

Имеет место следующее равенство:

ф и У х  ^ *-</у= / /  ( с 10)

Это— формула Грина.



З а м е ч а н и е .  При положительном направлении обхода по кон
туру й область в- остается слева (р и с .З ).

Пример 5 . G помощью формулы 
Грина вычислить

по окружности А?2.

Решение:

t y -

*- а 0„ „ яг#4О твет: J— --------  •

ПРИЛОЖЕНИЯ КРИВОЛИНЕЙНЫХ 
ИНТЕГРАЛОВ 2 -го  РОДА

Работа силового поля

Пусть Г  -  траектория движения материальной точки /4 в си
ловом поле; fT  -  сила, действующая на точку /У  : F  =*Х~с +

\yj +. z k  > AZ~ ~ перемещение точки /У (р и с. 4 ) .  Работа,со
вершаемая силой Р~ при перемещении материальной точки /У вдоль 
кривой Г  , равна

г
й= f  F ’-dz  = f x d x

г

СП)

Ч а с т н ы й  с л у -  
ч а и. Если силовое поле Ф'см}- 
потендиальное, то 
где -  потенциал поля.
С ледовательно, работа, совер 
шаемая потенциальным силовым 
полем при перемещении матери-

Р и с ,
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альной точки At от точки At до точки В  вдоль любого 
пути, соединяющего эти точки, равна

Д = f p - d z  = If (В ) -  У  a At) . (1 2 )

ж ?

й м ача_1 ... Поле образовано силой, имеющей направление отрица
тельной полуоси ординат и равной квадрату абсциссы точки приложения. 
Найти работу поля при перемещении материальной частицы по параболе

f - x  от точки AtAO.f) до точки ВАА.А?) .
Решение: Г . - * л ,

С

Ответ: А?=* —  •
IS

Задача 2 .  Вычислить работу силы Р  (яи -у*2& у-8 )  при пере
мещении материальной частицы из точки ( 2 ,0 )  в точку ( 0 , 2 ) .

Решение: У А * ,# )  =  ~  •»- в у - ;  УААГ)=£; УАВ) — /6.

Ответ: АГ=-1в•

Восстановление функции по ее полному дифференциалу 

Пусть
at у  =  и  а!ас +- vdp. +■ гггеВу.

Имеем:

<А>(М) --- / u d x  -  гпа^с *- « ' я ' г ,  13^

где МаМ ~ любая кривая, соединяющая произвольную точку Af0 с т е 
кущей точкой At ) .

3 а м е ч а н и м: I .  Функция у  A At) находится с точностью до 
произвольной аддитивной постоянной.

2 .  На практике интегрирование в формуле ( 1 3 )  удооно вести  по 
пути, состоящему из отр езк о в ,  параллельных координатным осям; точ
ку Но выбираем >'л соображения наибольшей простоты вычисления ин
т е гр а л а .
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За,аача_3^ Определить функцию у  fee,у )  , если 

/ •хгйу. -О се (/Осе

Решение: Мр ( f , О) = * >  <fC-Z',y) =  f  .

у
О твет :  У С & .у )  =  а г гО у ф т  +• С •

Задача_4. Найти функцию У (сЕ ,у ,2 )  , если

Решение: А/0 (  0 ,0 ,0 ) -  

О твет :  у (а ? , у ,& )  -ь у •*!£ -г- СЕ1? 2 *- О ■

Вычисление площади плоской диг.уры, ограниченной контуром

Пусть О- -  одноовнаиая плоская о б л а с т ь ,  ограниченная конту
ром С . Площадь плоской области £f- может быть вычислена по 
одной из следующих трех формул:

S = £ - y d x ;  S ^ f c r O y ;
С  С

S = у ф л й у - у й * .  (W )

З а д а ч а _ 5 ^  Бич ас лить площамь ,.игуры, ограниченной одной аркой 
циклоиды с е  ~ <7 ( f ,  -  S e n  0 )  , у  ~ а  ( у  - c o s  0 )  и осью О с е  .

2-ГГ 2 JT
Решенис: S - -  фуОсс  -  f  у  СО) cz 'сО) а'О — a  Zf СО - zos  Оf d О ■

£ О о

О т в е т : S = , j j v a z -



Задача_6д  Найти площадь фигуры, ограниченной эллипсом

Решение: «? =  jp  ;

cc^a -M st- ;  y = ^ ' / ? z f ;  ; -= а'Яа'т̂ .

Ответ: J ”=  jrcrff.

К о н т р о л ь н ы е  в о п р о с ы

1 . Определение криволинейного интеграла 2 -го  рода как предела 
интегральных сумм.

2 . Физический смысл криволинейного интеграла 2 -го  рода.
3 . Основные свойства криволинейных интегралов 2 -го  рода.
4 . Сведение криволинейного интеграла 2 -го  рода к криволинейно

му интегралу I -го  рода.
5 . Вычисление криволинейных интегралов 2 -г о  рода.
6 . Криволинейные интегралы 2 -го  рода, не зависящие от пути ин

тегрирования; необходимые и достаточные условия.
7 .  Формула Грина.
8 .  Работа силового поля. Случай потенциального силового поля.
9 . Восстановление функции по ее полному дифференциалу.

1 0 . Вычисление площади плоской фигуры, ограниченной контуром, с 
помощью криволинейных интегралов.

ЗАДАЧИ И УПРАЖНЕНИЙ

1 . Д оказать, что для криволинейного интеграла 2 -го  рода спра 
ведлива оценка

I $ P d x  м е,

где /  -  длина дуги кривой Г  ; /У  =  тсгя: i  ,
г

2 .  Оценить интеграл . ,  -иа'ио -  жаи
J (# )  — ф {'2 * +. д: а +. у  *■)

где С -  окружность . Показать,что £im асл>=0-
СО



3 . Вычислить интеграл

4 . Вычислить интеграл

Г " огде £  -  правый лепесток лемнискаты /> = a  &0S2 tf*.

-5-. П оказать, что если f  {& ) -  непрерывная функция и £  -  цсу-
сочно-гладкий контур, то

ф f f * 2̂ y z) ( rJ?£/y +■ у * * )  = О.
£

6 . Определить функции Р£аг,у) и P££?,yJ так , чтобы криволи
нейный интеграл

у=.фр(Х1-оС , у-'-'/З)*/*: i - P C ^ ^ o C , y - h / ) ^
£

для любого контура С не зависел от постоянных ос и у  .
7 . Каким условиям должна удовлетворять функция P£ar,yJ , чтобы 

криволинейный интеграл J=  fF{<x,>y)(yd<z:-,~&dy) не зависел от пути 
интегрирования Г  ?

8 .  С помощью формулы Грина преобразовать криволинейный интеграл

где С -  контур, ограничивающий область &■ .
9 .  Вычислить интеграл

если: а) контур £ охватывает начало координат; б) начало коор
динат не охватывается контуром С

10 . Найти потенциальную функцию силы Р — (X ,Y , Р )  и опреде
лить работу силы на данном участке пути, если:

а) ?С- Y~0  > (си л а  тяжести); материальная точ^а пе
ремещается из положения Р  (&f, j/i, ? t )  в положение 3 (х 2,yz>&z)l

«7= ф л/л21-у2 'efx +■ i-f/zte-t- \ZzPyPJ) Р у ,

I I



6) -у* fs  > > г ~ ^  г 3 ’
г д е рг~ const  (сила ньютоновского притяжения); материальная точ
ка перемещается из положения P f a , f ,  с )  в бесконечность;

где /с = c o n s t  (упругая си л а); материальная точка перемещается

I I ,  Вычислить площадь петли кривой

(а  > О ,<?>/?, о  О )  .

12 . Вычислить площадь, ограниченную лемнискатой

а * Г  я 3- у 2) .

ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ

R. Применяя формулу Грина, вычислить криволинейный интеграл

3 —ф  P d x  +■ & dp  :

1 . Р = ~ х 2р  , & = х р х ; Я -  окружность x z+ p z — В 2.

ffz-XX
2. Р=е f 6L~£ s2/i2 ;  £ ; &2+-  ̂/?3.

2.
3 . P  = (x - r p )  , Р . = - ( х 2+-р2)  ; С -  контур треугольника ABC, 

fl(f. 1) , Be3,2) , C(2,5).

д . p =  e ^c r - co s p ) ,  a = e xrs 2n p - p )  . ^  ■■ y ^ o ,  p ^ s t n x ,  
Os x s  or-

12



5 .  P — } &-yPxyi-P/грх *- vZc*+y* '))  ;  С -  контур пря

моугольника, ограниченного прямыми х  = I ,  х  = 4 , у  = 0 , u  = 2 .

B. Вычислить площадь фигуры, ограниченной контуром С  :

р. с : x = a s tn t , y = / >s^a2B.

2. с : х  =-acost, у — f  s/л 3fr.
3. С : x = a c 0s£> y= - f s /л

С : x  =  acos36 , y ~  as /л  3B- 

5 .  С : x  =  x(2ce>s£-cos2t~),у ^ а /Р х /л В - s/л2£) .

C. Вычислить площадь фигуры, ограниченной петлей кривой Г  ■

I .  г  : y * ~ x / x - f ) * .

г. Г :  4 (y * -J C * )* -sc *=0 .

Ъ. Г\  х 3= у 2- х * .

Ь. Г : х 3*-у 3 = З а ху .

5 .  Г  : (л /х ' -  л/у ) Т*~ *у -

д .  Найти потенциальную функцию y>fx,y,zj силы F  /х ,  у , я )  и
\ определить работу силы при перемещении материальной частицы из точ-
L ки Р  в точку В  :
>

1 . F ~=  ( х 2~2у2 ; у 2- 2 х р  ; F * ~ P x y ) -  /?/Г,2, f ) , £{2, / , 2).

2. ( 1 - j  ; ~ ~ ^ )i  *PA f>V . В //,2 ,3 ).

3. P ~= (y s t ; z x -  x y )■, /rrr, f , f ) , £ / 3 , 4 . S ) .

4. p = ( § ;  # ;  § ) ;  ( г = х■ x ' + f - z * '); A(/,0,2) , В(2у //2).
13



;  /ГГ/, 0>2), й /2 , / , / / £ ) .

ЗАДАЧИ ДЛЯ УСТНОГО РЕШЕНИЯ

1 . Вычислить интеграл . / = ; С : =  aces / ,  у =  fist л £-

2 .  Вычислить интеграл у=. эс', С : 2:2 +-у 2 = й г -

3 .  Вычислить интеграл У -ф  х 'й у  *-уйл: ; С : J?=4cos zf- , у*=
- a s / a 3/*

4 . Вычислить интеграл у=флг2 /лха/^: -y22Sydy  ; й  

контур треугольника ЙВС ;  й/0 ,0/, В /2 , / ) ,  £ Г/,2) .

ИНДИВИДУАЛЬНОЕ ЗАДАНИЕ

Индивидуальное задание содержит две задачи на вычисление криво
линейных интегралов 2 -го  рода. В первой задаче кривая интегриро
вания Г  задана явным образом, а во второй -  параметрически. В слу
чае необходимости индивидуальное задание может быть дополнено зада
чами из раздела "Задачи для самостоятельной работы".

Задача_Ь  Вычислить интеграл У - f Р й х  ̂ At/y  по кривой Г}
заданной явным образом, от точки й  до точки В  :

1 . P = v - y i  ;  г  ; y ^ * s ; й / т,п .  в г2 ,й )-

2 . Р= я  у ,  а  -  x -hy  ;  Г  : У  =  2 / /г я ;  ж# =  nr, j?s =0.

14



Ъ .Р ^ у 2 , 0 = х * ;  Г -  лон&н&ЯГЗС; Я(0 ,0 ), В(2 ,0 , 3(3,4) ■ 

И .Р = х * -у  . £L=y2+ x  ; Г  ~ ломаная Я8 С± 0 (O,0 ),0/2,f),Cfa).

5. Р -  л у -у 2, 0 - х - ,  Г - у = 2 х ,  ^  = 0, Яд  =  /•

6 . Р = х у - х ,  4 - х 2- у -  Г : у = 2 х 2 ̂  xfi = /, х?а - з .

7. Р = Я>у2+у, 0 = х 2- у 2-, Г :у  =2л/х ; /7(0,0), 3(0,2). 

в . р =  d  aas**-y*s Г * у - 2  т/Г-а:1  V

9 .  P ^ 4 x s / a Zy  - 4 = y / 0s 22 x ;  Г  -  отрезок ЯВ;  Я(0,О).8(3,0)

I Q . P = - X f 00y  , 0 = y s ( n x \  Г  -  отрезок /ТВ)  Я(0,О),3(яг,2$

1 1 .P = x -2 x y ,  а ^ х у + у 2- Р ; у - х 2̂  Я( ( f ) ,  0 (2 ,4 ) .

12 . P—s in y  , 0 — S(/i х  ; Г  -  отрезок ЯВ, /7(0, OV), 3 (ОТ/,О),

1Ъ .Р = х + у 2, 4 = x * -y s  r :2 y ~ V 4 -x *  )  x „ = 0t х в = /. 

l k . P = x 2+ y 2-, 4= .х 2- у 2; r : y = f - / f - x / ; x /, ~ 0 > х л ~ 2 .

1Ъ . Р = х * - 2 х у , в ~ у 2- 2 х у ,  Г :  у х 2 ; & *= -? ) -*з  = Р

1 6 . 0 = 0 = ------—.  ; Г  -  ломаная ВВС;  Я (f,D), 8(0,f ) ,
I r l + ly l  0/-f,O ).

17 . А =  cosy  » O^Si/iX ' Г  -  0ТРез0К Я В Я ( 0,яг), 3 ( 0г, 0 ).

18. Р=. у, 0=. -у  +х 2< Г :у  =2х -х *  •, Х/г=0, х й =2.

1 9 . Р * £ ,  P . - y r f ^ ? .  * „ - 0 ,  х й = 2 .

2 0 . Р = Х 2у ,  а ~ Х * )  Г . Х ^ у 2; я ( 0, 0 ) ,  0 ( ( f ) .

21. Р= х у  , 0 ^ y 2~xz\ Р  -  отрезок ЯВ)  Я/ГЯ), 3 (3 ,4 ).

2 2 . Р ^ у 2, 0 - х 2- у - ,  Г :  у = х ~ х 2;  &/? =  ( ,  х# = 0.

23. Р = у 2- х 2, 0 =  х у  • Г :  X  -  у / Р у ? / * =  0 , y s =,f.
24. Р= j/2+xy ,  4  =  хр  - х * ;  Г: у ^ Х 3- • Я/Г, 1), 3/2 ,4 )  ■ 15



25. P = x y  t д= х -у ;  Г :у =  s/а X; =0, xg~ f  ■

26. Р= х ^ л 2у ,  Q = y * ~ x 2; r :  y ^ V x ;  М О Л ),  8 (4 ,2 ).
27. Р ^ х г+2ху , 8 = 2 я у -у 2-, Г :&=&*' , Я Ш ), 8(2,4).

28. Р= х у 2, Q = y s; р : х = у 2 ;  у „  =р, y g = /.

29. p = z -y \  e ^ s ry ; Г : я = у * ; /7(0,0), 0(4*2).

30 . Р = Х 2у 2,4 ~ х 2+у*\ Г  -  отрезок Р В Ш / ) , 0(2,3).

3a^a 4 a _ 2 i Вычислить интеграл J —f Р8х +■ Р 8 у  110 паРаметРически 

заданной кривой Г ~ { х = л ( 0 ) ,  y ~ y / 0 ) ;  аС/Р/ J) }  •'

I . Р= 2 -у  , 0  = &  ;  Р : л -  Р -  Sen Р ,у =  f - c o s t ;  0 /  0S XT

, в = £ щ п  Г : * = г , е п * . у - / с , , / . ,
о 0 0 /  0 /  ж/2 .

Ъ . р ^ у ^ л ,  £ ^ х - у ;  Г : *г>= Sc/г0 , у= -2 ?00р  ;
0 \< Р /  JT/2.

Ь .р ^ у 3-, 0  =  ас*i Г :  л?= cost-, у =  2sc/i Р ; О/ P / ж/2 .

5 - Р ~ ’ a ~ я 1+у1 ’ Г :Х  2cos* ’
ЯГ/2/ 0 /  j r -

в. Р = х  у ,  а ^ -л у  .

О\< Р / ж/2 .

7* P " ~ J '  ^ с х } Г  •' х  ^ с ° 2 0 , y ^ s i n p  ; 0 / Р / Ж .
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8. Р = у ( 2 х - 1 )  , 0 = х ( х * - 1 ) ' 7 Г : х - 3 r o s O ,  y = 3 sO u  О ;
04 O4 ЯГ/2 ,

9 . P = x 2i-yz, 5  =  л ? У ;  Г : x = s l / i t , y = c o s * л ,

10. P ^ x + y V x 2*y z\ a ^ y - x v x * ^ ? , t Г :  x ^ c j j t r , y = ^ O j ,
04 Os jr.

11 . P = y z~y, 0 ^ 2 x y + x  ■, Г  : x = 2 s 2 n 0 , у = 2  c o s t  ;

jr s  Os 2  j t  • 

x z 
12. P= x y - x ,  <2 =  —  ;  r : x ~ O l, y~20 ; OsOs:/.

13. p =x2- y z, 0 = x z+ y 2} Г: x  = 3rosO,y~2s2aO'!>
jP~ v  2/ ^  £

14. p - y 2- x z, /2= x 2- y Zi Г: x  = Si/гО, y ~ 2 JJsO±
0 4  04 Jr.

15. P  =■ у  0x - y ) , 0 = x ;  Г  : x -O ,  y=.20*; О4 04 f.

16 . P = ( X i - y f ,  Q = - ( * Z<-y2)  i O’: J Z -2 0 2,y = 0 ;  O4 O4 P

I? . P= их, & = y + x z} г  : x = 0 ,  У  = 0-00-0); 04 04 / •

IS. P= &~~y  ’ Г : х -2?osO , у ~ 2sOnO'y 04 04f -



19. р = х 2у , а ^ х 3 ■, r  I x=> , y =  t  s 04 t -4 f  •

20. Р -  X - у2, 0~ху; Р iX=POS0t y-Sl/10; ЯГ4 042ST-

2 1 .  Р = * ~ у '  > Г : Х = 0 , у ^ 0 2 ’, 7 4 0 ( 2 -

Ы . Р = х ,  в. = х у ,  Г :  х  =2 (1 i -cost ) ,  y ~ 2 s t n 0 ;  04042Г.

2 5 . Р= ~  У. . , £ = 4 *4 . ; Г: x=cos£, y^scat-

2 6 . Р ^ х * - у * ,  0  = я? 1- у  ;  Г  : х  =  st/1 0 , у  -  3 s o s0  ■,
04 0 4 jr.

2 7 . Р ^ х 2*-}/2, а *  у  2- х 2; Г ; X = c o s 0  , y=2S t/i0J .
0 4 0 4 . 2

2 8 . Р - х у 2, Q - у х 2 , г : х  — л/t r a s t ', у =  у / ]^ з 7 ;
04  04  JT/2.

18



2 9 . Р =  ж C2fi-1 ),  ;  Г :  х  u ^ 2 c o s t ;
0 4  0 4  ST-

30. P - x  (у  Я ) , О.- х * -у  ; Г: х  = cost , 2s2n t~;
04  1 4 £Г.

2
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