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ОПРЕДЕЛЕНИЕ КРИВОЛИНЕЙНОГО ИНТЕГРАЛА 1-ГО РОДА

Пусть Г  -  кривая в пространстве ( р и с Л ) ,  а 7/СЮ- заданная
непрерывная функция, М с Г  .

По определение,криволинейный 
интеграл 1-го  рода от функции ■и С АС) 
по кривой С’ есть

У -  f u ( M ) d s  -
Г  л

в. С  С,77 %  СС3* )  Л $  к  >
Jm -  * ~ 0

'до С~т -  мелкость разбиения кривой Г  ;
4 £а - длина душ  к  - го  элемента кривой;

-  точка,принадлежащая отому элементу.
Криволинейные интегралы Х-го 

рода обладают всемр1. основными свой
ствами определенных интегралов.

Величина <7 криволинейного интеграла I - г о  рода не зависит
от направления интегрирования вдоль кривой Г  ,

ДИФФЕРЕНЦИАЛ ДЛИНЫ ДУГИ КРИВОЙ.

Пусть Г  -  кривая в пространстве (р и с .2). Дифференциал, длины
дуги кривой Г  равен ;

d У =  j/d ie  3 +■ d ^  2 -t- d я  2 ' •

Рассмотрим частные случаи.
I .  Пространственная кривая /*  задана параметрически: Т~ г?С) 

В этом случае имеем
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F и

it S' -  \/a c7 t 11- *-2S i )  ‘

прямая в пространствеНапример, Г  - 
С р и с .З ) . Параметрическое уравнение 
прямой:

ОТ = Л'а тs  COS ос ,  у  =■- у  о < ff#  S J? , 

2  * * S f O S y  ,

где координаты начальной
точки прямой; £  -  расстояние меж
ду начальной и текущей течками Л/а  
и /У прямой; C0Sас, C O S /. C # S f -  
направдяваде косинусы примой; 
r o s  X  ♦ COS!jg *■ C #S*  f  -- / .

Для пространственной прямой имеем 

У  .г  e.'V У ? '
У х  -

2 .  Плоская кривая / *  задана  
явным образом в декартовых координа
тах; у  (sr)  С риз.1* ) .  Дар-реренцкал 
ДЛИНЫ луп* ОТОИ кривой

У х  =  V  Г г у  'Уяг) У с г  ■

ч



Э. Плоская кривая Г  задана в полярных координатах: С у )
рис. 5 ) .  Дифференциал длины дута кривой

Js  -

Если кривая -  окружность />  = R (р и с .6 ) .  то d s  -  /Р d  у
Для окружности /> -  a e f iS y 7 (р и с .7 )

d  S- a d  у  •

вучнслевйз крдво лж еднух  интегралов i - го рода

Вычисление криволинейных и нтегралов  1~го рода сводится  к вычис
лению определенных и н т е г р а л о в .

1 .  Если кривая зад ан а  параметрически:

5 ~  г ~ П )  , £<■ У >

f U  ( М )  d s  =■■ j  U  f t )  у х '* С  С) ->ас'ЯСС) <~У}Г) d i  •
Г  ас
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то

2 .  Если плоская кривая задана в декартовых координатах: 

f
fu(Af) УХ -- fU Г яг) Л УУ .
г  a  J

) .  Если плоская кривая / ’ задана в полярных координатах: 

/>*-/> С у ) ,  °с* УЧ<У ,

то
у    — ,

f  ' / ( A D d S  -  / ' /  ( у )  \ ' f i  ' *(</■) ^  /> *у)  У у \  
Г

Замечание .  Бели кривая Г  задана уравнением f i (л~,у) =  0  
то для вычисления криволинейного интеграла f  f Y ,r ,y ) J s  сл едует  пе
рейти к одному из рассмотренных выве способов аналитического задания  
данной кривой.

П р и м е р  I .  Вычислить J =  f г  y d s  ;

У  -  дуга гиперболы я?2 - у 2 = f а  << .дч< ~ а  •
с/

Решение:
■яг -- a c / t t , у  = G S / it ; 0\< t  X Л? Jy Ух -  сг гУХх/’У/ =->

АЛ
—> j -  a "  J  сЛ А  s A t д '/У х х  У х .

У
/У ̂

Ответ: У =  —  ^ y - J  - / j •

П р и м е р  2 .  Вычислить у '*a?sy , / s  ,

X  -  д уга  округлости л '2г у г - /р г ,  находящаяся в первом квадранте.

Ревение: до =  f i c # s y f у = fis t's?  у  ■ У  s -- / ? у у  ^
-- '

4 ^ — /? /* S'S) О 3 i f  с / ntJPs/tP



П р и м е р  3 ,  Вычислить у*. jC O S > T t/S ,
г

Г  -  дуга  кривой / п  s /a c x \  заключенная между прямыми ctr = Sir
X * .fT /2 .  -Г-2

Решение: с/S ~ r - J  f  eSy~rr с /ct- .

Ответ: У~ / я  "^2 •

ПРЯЛОШШ КРИВОЛИНЕЛНУХ ИНТЕГРАЛОВ 1-ГО РОДА 

Масса тяжелой_нити

Пусть Г  -  кривая в п ро странстве  -  м атериальная  нить; y * Y A t) .  
линейная плотн ость  кривой, M e  Г  . Масса нити р а в н а :

т = /  / /  (М) c/s •

З ам еч ан ие .  Масса однородной кривой с линейной плотностью / е = /  
численно равна длине дуги этой кривой.

З а д а ч а  I .  Найти массу дуги кривой •& vG’ от точки
( 0 , 0 )  до точки ( ч , 1 6 / 3 ) ,  если линейная п лотн ость  кривой пропорциональ 
на длине ее  д у г и .  ,f

Решение: / с  « A s  —> - a j ' s с/S  •=■ /  ‘

t ~ r W ^ S c c - * f s n - o -•г О

/f /__ '
О т в е т : т  *  j  / '  / '£ 3  ~ О V S  )  ■

Ст а т и ческие моменты и центр тяжести кривой

Пусть Г  -  м атериальная  кривая ( р и с . 6 ) ;  ^ /M J  -  линейная 
плотность кривой; сп -  масса  кривой; С - центр  тяжести кривой 

С татические моменты кривой / “  относительно  координатных плос
костей вычисляются по формулам

Myy-S/tf/Dzt/s, ~f/(M)cvc/S, Mgr - f/cf /V)c/ i/s .
Г Г.  г



Статические моменты плоской 
кривой /*  относительно осей коор
динат

Мх  •cf / t ( K )  VO'S, 
г

М у -  J у / SM) зг*/S  . 
г

Центр тяжести кривой /~

r* B£ f s f * ) r ‘- s -г
Замечание. Лмевт место равен

ства

/nj?e  *. ^утг > ^ У с  ~ ,Лг  л • W X  £• -  у  •

Ь случае плоской кривой 

/тгл'с -  Му ,  / 7 7 -  м г .

о а д я ч а  2 .  Найти статические моменты и центр тяжести одно
родной полуокружности у \  0 .

Несение г Мж= j / / y * s  * f y t  * * ’, Мж~ / м * 4 $ * 0 .
Г Г '

Ответ: •*> -  О ; у е Жу -  Я •

Момент инерции кривой

Пусть Г -  материальная кривая; j t f fM )  -  линейная плотность  
кривой; /  -  некоторая прямая; 4 ГМ} -  расстояние от точки Л'<г/~ 
Г,о прямой /  (р и с .9 ) .

Момент инерции кривой Л относительно прямой определя
ется  формулой

*5- s J f /t (M )A * (M )4 s ,

s



В частности , моменты инзрции 
кривой г  относительно координат
ных осей равны:

Г

Jy  - J / г  {И) ( г *  S s ,  

V = fjU  (М) C*'**- у 2)  J s  •
г

Полярный момент инерции кри
вой Г  отн о сител ьн о  н ачала  коор
динат вычисляется  по формуле

J , - f ? *  +**)*■*•

З а д а ч а  3 ,  Найти моменты инерции однородной полуокружност 
#*■*■ у*  ~ # г, У > '0  относительно осей координат ,  а  также полярный 
момент инерции,

Решение: --- / r V f  ; - f / s P X

О твет: Jx  = 7y = j r ^  /  Z>~ 'Z Z  ^  '

Сила притяжения точечной массы материальной кривой

Пусть Г  -  материальная  кривая ( р и с . 1 0 ) ,  ^  (  PJ  •• линейная 
плотность кривой . Р е  Г  ,

Сила, действующая на  единичную 
массу , расположенную в точке  /*/ ,
равна

F ~=-A  f —~ ~ T c (S ,

где г ^ г А, ~ г / 0 \ 
циоиная п о сто ян н ая ,

г р а в и т а -
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Л а д а  ч а Найти силу притяжения бос коночной однородной 
прямолинейной питы» единичной точечной кассы , находящейся на р а сст о я 
нии .г от  нити .

Роьчжио: А  = A y r f  = ~ f f  M S t f J y ' '
'M

J?A y s —*
О твет :  / V  -  - • сила r

/1
н аправлена  x сек  0Z- ,

Илзаадь цилиндрической поверхности

Пусть & -  цилиндрическая п о вер хн о сть ,  обрахуесио  которой п а 
раллельны оси л;-* И Проходят через точки кривой S ' , лежащей в 

плоскости  . Л г у  ; *  - / ( '  * у )  - длина образу сдой данной поверхности 
Срис . 1 1 ) .

Площадь цилиндрической по
верхности равна :

S =  //-{■/-,< /}</S- 
г

I I

З а д а ч е  5 .  Найти плоаадЬ 
части п оверхности  цилиндра «***»- 

У  ~ ^ У  * заключенной, внутри 
сферы jr * + y *  я *  ^ с ^ Ъ .

Реиекие: у'У/'с~УУ -$>

•=> S=2 J  х ' в у а - у )  J s  ; 0
окружность /у -  а  У /V/ у  ~Р

=> S = £  a 1 J  /  ' / /  у  / S y .

О твет: S  -

пситрслькы е вопросы

I .  Определение криволин ей ное  
и н т е г р а л а  i - r c  рода как п редела  
а н т е г с а л  ьных с умх.



с. Физический смысл криволинейного и н т е г р а л а  I - г о  ро да .
3 .  Н езависимость  криволинейного и н т е г р а л а  I - г о  рода от н ап р ав 

ления и нтегрирования  вдоль кривей .
Ц. Свойство линейности криволинейных и н теграл ов  I - г о  рода .
5 .  Теорема о среднем для криволинейного и н т е г р а л а  i - г о  ро да .
6 .  Вы чи с ле н ие  к рив олине йных и н т е г р а л о в  1 - г о  р о д а .
7 . Масса дуги материальной кривой.
С. С татические моменты и центр тяжести материальной кривой.
9 .  Моменте инерции материальной кривой.

1C. Сила ирит-иония точечной, массы материальной кривой.
I I .  Вычисление плода;;;: цилиндрической п о вер х н о ст и .

сдес.ч;: л упражнений

1 . Канти ц е н т р  т я ж е с т и  о дн ор одной  д у г и  л о г а  рис ми ч ес  кой с п ир ал и

и’е ' г *  - ~  < У *  :Х ■’ л ' х:?-
Р

2 . Найти с т а т и ч е с к и й  момент д у г и  п а ра б ол ы
о т н о с и т е л ь н о  при мой Д Р А -

2 .  Вычи сл ит ь момент  инерции п е р в о г о  в и н т а  в и н т о в о й  линии ли =. 
reread? , о т н о с и т е л ь н о  ос и л?,®-- .

4 .  О п р е д е л и т ь ,  при каком; зн ач ен и и дб б у д е т  мак сима льной  с и л а  

п ритяжения  т о ч е ч н о й  м ас сы,  р а спол ож ен ной  в т о ч к е  со с т о р о 
ны одн оро дно й ок ру жн ос ти  Ct’ - V /Д -  / ? ' г , к" =  У  ,

5 .  Вычислит ь площадь п о в е р х н о с т и  т о л а ,  общего дв ум цилиндрам 
р а д иу с о в  7" я / f  , е с ли  оси ци линдров  п е р з с с к а д т о ч  г.од прямым

У Г Л О М . Г Г Д Ч ' ~ ч  ,-ы у  ,

6 .  Вы чи сл ит ь  и н т е г р а л  Г а у с с а  О:( л?, i f )  = J ...................■..........  •'

е сл и С -  п р о с т о й  к о н т у р ;  2 =  / ’/ А р

,4{ х', и -) ; р ( ? ,  {■’)£- С ■

7 .  Вычнс;  т ь  и н т е г р а л  3  = /  ( & C 3 S  ( п  , 1 ) л; ».л Уд’ о?,

г д е  У -  п р о с т о й  к о н т у р ,  ог рсишчи ва дц нй  конечную плоскую о б л а с т ь  
ум ; /? -  в ч д ч ч л д  н о рм а ль ;  / - орты о с ей  к о о р ди н а т  Р а.' п

Oil- С аОТД т. д - ДПС.
г а - л  / / У,гч кхуЗ я в л я е т с я  г ар ы он ич е ск с , .  т о г д а  

дл я  --ь е г о  к о н т у р а  *'7 ныпеяыдот ед  р а л е и о т в е
Г. 9,0д. 

ь г: ько то г,да,

j rf-S О ,  г д е  -л -  Б ч о д я я ч  н о р м а л ь .
11



9 .  Д оказать , что если дуга  однородной кривой Г  симметрична 
относительно некоторой прямой, то центр тяжести дуга необходимо л е 
жит на отой прямой.

1 0 . Д оказать , что'для лгбого гладкого Контура С выполняется 
равенство f t ’OS (c 0 a  ) d j -  q  , где у -  производный вектор, / г ~  
внешняя нормаль к 0  .

ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТУ

I .  Найти координаты центра тяжести однородной дуги плоской кра- 

д г  V  у 2-  Я 1 ;  - л \ < у \ < «  • р .  у г~ -?* г ,  г * .?  ,  у  >' 0  ■
вой: 

i

■) т дг-a 00 - j v  а £ ), y-*a0Z-aas0), ч щ у -  г? г  А ~  г 0 ч< а\< л  •
А.< t  37".

5 . *- ^  - / ,  х > ' 0 ,  у у - 0 . 6 . s c ' - y *  ~ Я 2,

!._/>=■ i1 0 *  у - ■( У  ̂  УГ, ь. у  r a s x  ,  - * '/2  * у  *  •

9 . - s i / t t , y ~ f - c i > s . t ; 0 * U 2 j r % i c .  / > = a ( t * - c c s y ) ,  0 * y \< j r .

2 .  Найти силу притяжения однородной материальной кривой единич
ной массы, расположенной в точке 0 / / х . у ) .

I .  0 2. у > 0 ;  0 / 0 0 .0 ) .  г . / г /  +-/у/  а = 0 ; 0 / 0 0 , 0 . 0 )

л-’ V2 */* *,ъ */з
3 * Д 7  *5  = /■ ; 0 /-< рУ «!/с , А. -г’ ^  , л ' * 0 , у » 0 ‘,

*  ЛГ00. У ) .

5 . у - -  0 ,  - £ 4  «  У ; ЗУ . 6 .  у 2 = 0 р х  ;  к» /-  у г л у  с .

7 . Р  = 0  ~ * J 0 /0 0 ,0 0 . 6 . •&* г  у *  =, а  у  ; 0 /0 О .0 ) .

9 . •• 000,0), 30-а, А), 00а, А)’ 10. у  - А,  04 сг*0 ■ Л/0а 0).
H0C.0).



3 .  Найти площадь части цилиндрической поверхности  А р А д у  )  — /J , 
вырезаемой другими поверхностям и.

1 . у 1 = 2  р  л '  ■ г= .0 , z  ^ v P o r - f z 1 . 2 .  ( j r - f A .

3 .^ - /Г /- ) ;  z=- 0 , z =  — о , Ц' #*1- /? * . z ^ -0 ,  z = .

x =  a , y -  0 .

3. y ~ \ / a * - * 2 '; z  - б .  V -  \fe/> о  '; z= 0 .? = # . -T =- I T />
у. -  о  . ~

7. х * * - у * - 2 * * 1  *=*> 0> V - O . y - f i ,

9 .  • * " # * ; 2 - 0 >  * * * • р е .  4 х ;  х * + у * - ,  r 2~ .

ПРИ?-1Е?Ы 11 ЗАДАЧИ ДЛЯ УСТНОГО РЕШЕНИЯ 

А. Вычислить и нтеграл  J7=f f / M ) d s  :

i . /  С M )  -  у ; Г  : х  '?/'V  г? ̂  -г’ .

г. / г м )  -  v P / A 7 ; с : 3? * Г г-  /Р'  •

3 . / Г ” )= € * ;  Г  :  S  = * ,  аС4 У 4 у9 .

H ' j P f / y ) * * ? ;  Г :  Х г ^ < / =  ГГ*, 

b . f ( M )  = x ; г  ■■/>---/?, 0 « у * л г / г .

6. / Г м )  = v ^ 7 ; г? ^

7 .  / ( М )  ~ v # 2- x z ;  ( ? : / > = # •

ь. /Гм) = -г Зу  ; с :  ̂а  Сr-c  o s у ) .
Q. f ( f i ) =  f>Z ; А  •• у  = -Х, 0 4  со 4 / .
К . / Г М ) = Х ' У * ;  Р ;  / * / * - / у /  = а .

и



t

Б . Найти массу кривой Г  :

Г :  У ^ о с ,
■ . I : ' : " , '  1 .

э . / Y / V j  = Д г у / ;

4 -  / »  ;  £  : х 2+ у г = а ^ .

5 . / е Г Ю * х л;  4 !

b . / £ ( Н )  = # ;  Г :  р - 2 я >  t  0 < > ж / .

7 .  / /  /У/.3 -  у  ;  Г  •' 0 /я р е 3 0 Х  & 0 0 / ’ 2)* £  (3 .6 )•

Ъ * ^ ( Ю * / Л;  a  * ■

9 . / * ( М ) ~ у 3 ’> Г :

Ю. /*' -  J? *; С / у - / ? .

В , Разные задачи:

1 .  Найти-координаты центра тяжести однородного отрезк а, о т с е 
каемого осями координат от прямой J -

2 . Вычислить статические моменты инерции полуокружности
иная плотность в каждой точке которой пропорциональна ординате, 

л .  Найти полярный м е д н т  инерция однородной окру :г.;астя а?*+у*Я*
а . Вычислять величину силы пргтяже'-'ня контуром прямоугольника 

/;> '/.*'/f / '  ^ ' . аа.::.!'с. . очки массой /7  , расположенной в начале
.•.•.•ординат, если л.:.;с-и.-1ая плотность в г. ;  дой тонко контура яропорцпс- 
г.а.г. ьа модуля аЗс.Цйсон,

'■>■• Вайти п лод-дь  части лсг.орхностя Цилиндра от*+//*= /?* , вы р е-  
:..д: Пг'..зкостдкй ■ Z - р  и & - J ?  . „,• г-, ^ г-:‘

c. , вычислить к ; рдкнати цэнтра тя>::ост.ч обвода  эллипса —v * - £ ;- - /»
чЛп\ : ПЛ0П. {О0. . ТЬ В ТОННАХ КОТСрОГО равна модулю npOi-iGBC I so'op-r 

ДПпслТ ТОЧКИ,
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7 .  Найти с т а т и ч е с к и е  моменты однородного о т р е з к а
/J О < 71 \1 77 о

Ь . Вычислить моменты инерции однородного контура прямоугольника 
со сторонами а  и $ относительно  е г о  стор он .

9 .  Найти си лу ,  с которой окружность радиусом А  с равномерно 
распределенной на ней массой М п р и т я ги в а ет  материальную точку мас
сой ю  , расположенную на расстоянии г  ст  ц ентра  окружности .
Р ассм отреть  два  сл у ч а я :  a )  Z  < 7? ; б) Z ь- А .

10. Вычислить площадь поверхности цилиндра а?*+у* =  , f  , заклю
ченного внутри сферы х а г - у 2 т- «  <z"* / я  > /? ).

ИНДИВИДУАЛЬйОЕ ЗАДАНИЕ

Индивидуальное зад ани е  состо и т  из двух  примеров и одной ф и з и ч е с 
кой з а д а ч и .  В сл учае  необходимости оно может быть дополнено задачами 
из р азд ела  "Задачи  для сам остоятельной  работы ".

I .  Вычислить и н т е гр ал  J -  Г/ (  77)t/ s  :

гт- ОТ
1 . / г м )*- у .;  Ж ■

2. /ГМ) = у? - V<? г : У* = £  Г* -Гу * и  -Г А ^

3 . / -- / > , / ;  ^  • r ~ ^ l/ Z) *“ a ^ ?*> '

ц , / Г м )  = Гу-тг ; Г :  /  -  Г.о c o s  х , О с т о в у -  ■

Г Х  = £ >
5. / У М) = Я ; Г : j у  у '/Р Р ;  0 4  0 4  / .

Я - /L- •. *• ^
^    ^6 .  у ( / Ч ) =  х  ( х 1* р 2) ;  Г  :у> -  /  -  с  О S 70 > О 4 ‘/ 4 4

70 у.
Ч. у  г 77) = - =  /  ;  С :/> = s i n  3- у  , 0  < у.,<- Т уг,



/  a  c o s t ;
8 .  f (  ) -  a? • r . /  у  =  a f , 2 j t  •

[  г ш  S t ;

9 .  f ( M ) - а г с s i n ; Г :/> ^ 2 < /’> S t y ^ s r .

1 0 .  • ^ 2= 2 /? /х ,  t?\< ~  .

n . f f v )  = e ;  г :  у  = s n  /ж 2- o > -  v ^ ~ V # x< y ^

1 2 . f  ( M ) - y - x ;  /~ : у ) ^ е  ^

, [  X ^ t c o S t ;
1 3 . f ( r t )  ■= ; r : \ y ~ t i ;  2s< ' t « j  •

L г  ~ £  ;

W , f ( M )  =  -~- ;  Г  i  j> -  v ^ v - j ’y ' 1,  0 « у  ■

15. / / / / ;  =  / ; r  : x 2̂ ( y , r ) 3> - u x - « f .

1 6 . / / / / , > =  ^ / * ;  r : * S i y r ) > £ f / , # ) ,

17. / / / / ;  -  ~  ;  Г  : J> =  2 M S 2- f ; f .

13. /C M )  = ;  / ' : / / / /  / 7 /  ^ / / „ ? /  .
V /  •‘• Z’ * /

1 9 . f ( M )  = > ;  Г 1 y z = X  \  U y s< 3 .

2 0 .  / / W >  ( & / у ) 4 / л ( х + у ) - ;  С  ; y * 0 , y .

t/Z  4/2 2/2 2/3 2/2
2 1 » / f / / } ~ x + • / ;  2 :  x + - / » / г .

i f
/  ■



2 ? . /Г С /)  -  r  *+< /: Г ; /> *  S t  ’/! *-У ; C s  y s< .

,  f  te  = c c o s 3C; „
24. S t M )  -  l * y / , ;  Г :  J/ =  a j4 „ 2 s  t 4 2 s r -

2 5 .  f f V )  =- т/рТу*1 ■ C ;t/>2= a 1 Cos 2 y>,

2 6 .  /-С Ю  =  - f  -  ; Г :  / rs  ; t f f c ,  - 2 )  , < y  .

2 1 , £ f / y ) = £ &  у /  < j  j/~/z С f~ r e s t ) ;  ^ ^ 2  s r .

2S . / r w =  £fii; Г: у  = a r c c c s e * ,  — •
f  a? z, —  у  '

2 9 .  y Y / / 9  ~ ̂ ;  /" »  j   ̂ ^  0s(  A < /  ^  .
( fif ~  ^ л

30.ffH> . / Л  /у » , O’; j •** 'у ;/ " v;

2 .  Вычислить и н т егр ал  , 7 *  f f f f l f ) d s  ;
r

1 . = t r y  ■ г : /  "** =  v/^ r '

2 .  / М У  =  i '* 'i \ /tc  y 1;  ^  : y ?  = 2 } ' 'c s s 2 ^ t.

f  tc= ro sC  ;
3 . / т - Г ; и ы е л .'

_  M a ?  ;

* • / W J  “ M / ' '  ^  ‘ J'  '  F  * * T  '

5 . f r n ) . x - y ;  С : C =  M S 2 y ,  ~  А У ■
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^  ~ о ir_r y
Т . / Г М ) * *  } Г :  у  = x 3, U x * 2 .

8. ////>  - y s , r  : y -  e * ,  - o o f x c t ? -
\

f  x - c o s t  +-S/2 / ? $ :
9./('#)= у  , f "jy= s / c t ; —У / s У  ■

\.c 6  2
/- v—-— > f  x= 2cast ;

10 . / ( » ) . у £ Я } ‘ ; ‘ - { p .v T s J t

1 1 . / / / / j  = х - У г ' - у :  Г :  / x 2<~yz ) * - 2 ( ' x 2- y J)  • х з З .

2 Г х = a  c o s t ;

1 2 . / / / / ; =  - А т  > a S i'n ^ N<£ « 2 л ~ -
* У l z ±  а *  ;

1 3 . / / / / ;  = ^ * / /  3 : У ^ а 2 с а б я у } l y l ' t f -

1 ,, sV F ,» / j  ,V\. f(M) = x '+ 2  > Г :  tP = r t y - - j ~ t  , z  = t  ,
a - s t s f ’

15. f  (M)--?2* ^ i  3'.J>=2Stasy^sJ/i l/ ) -

16. ffA/)--' V^Fo-y^j S': x  =• ctst-h tsdnt,  y~ s c a t  - 1 c o s t ;
t>,< t c  2 ./r.

17.////;= ^y-; /’ •' ^ = S'VF sin t , У= л / г  / / .

i6 . / / / / ;= « v 4; * > * / = ■*'* * * ^лг  ̂ v

19. / / / '■ ;  = l&yj ;. 2 ; 2 x ^ y z 4,
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2 1 . / ( V )  = Г :  е/  -  л г с с л £ £ л,  ■

а . У У ' / >-= , Р Р ’ ;  Л ; />  = л * ^  < , ?

2 3 . / Л ‘/;  = ( c t ' - y f ;  С :  /tS C V > M O ,0 ) , 2/4,2/, 2 / 2 ,2 )  .

2 4 . х ( м )  = ь г р Р Л / / - / ( . r . / v U 1-  f a  fa?i-  Р Р Р
U  0442.

гъ. / /# ) * *  z  у г : л  *? ,  p .= e * s f /? f ,  s  -  <? *;
^  vf .24'' /  .

2 u . /2 /% »  =  > >r  : ‘r  -  ^  22 f ' / -  /404/.)  ;
2 s< £ 4  2 s r .

i Г'. J>y=2, 0 * y *  £  •

* * 2  АУ
2 ь . / / > 2;  = ; Г , -  00 < *■

2 .  /2  2/ / )  =  y'or 2  у 1 : Г ;

з о . / ( r f > = p i  r : y = a c A tf

I • / -  ( 2 )  = J r ;  Г : ?  = fi 2/4/100.
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= у*  Г: ло -  с as t ,  s e n t ,  2 - 2 2 ,
f 2 4  2 4 2  JT .

Ъ ./г (М) -  ■■/= = ?  } Г: /73 ;  /Г/а, -2), Й/4,2).
Var >-у2

6 , / i / / v )  = oc ' Г : 8 < /  = З с с 2,  3 4 0 2 4 4 .

Ъ . / 4 /Af) =///; Г ;  у 2 = 2 ас ,  Й 4 . Г 4  Г.

;  Г :  o n c o s t , ^ 4 2 * 2 ^ 2 = 2 -
4  ^  2  4  24  2  Ж.

^ . / /  2 2 /) ^Са.: г г- и 1 )~~й ’ й~ ’ У  У  ~ f  '1///5~'\< У  4  2  УУГ,

9 .у /С  Л?) — у 2J f ' Р = ^ ~ 4 а у 2;  7 4 2 4  2 .

10 . / / / - 'О  = К г  V ;  С  : 2 > ^ 2(7+ - r r s  у ) .

L I . j r / r t )  = 1 2 : /г  -  3  c c s  3  ,  ^  — 2  s 2 a  2 z - t
f  3 4  2 4  О Т ,

У . у / f A f ) - * * + ? * }  4  •' 4  •

I 3 . / K / / J  = x 2 + ? 2; Г :  or = 2 ,  l y l 4 2 V J \

I k . y t ( M )  = J '2; 2  •' y -  f /гас ,  7 4 0 0 4 2 .

Г 04= 2  c o s  2 ;

l b . / * { № )  ~z » 2 : l y = 2 s 2 a 2 ;  3 4 2 4 2 J T .

/ ? = * ;

v b . f /м)= / * у / ; ^  s J3 -

IV . A / / V )  = < ? ' * .  'л ' /  * -'- ^ > x ' *  / / 7  ■

„ г
i 8 . / 2( м ) -  / у ! ; " л



1 9 . S ( m )  -  / л г /  ; ^  - v 5 = 2 S i / i z ~  .

л:т •?/? .
y o . / W / W - * ’/ ; * /  *  * •

2i . ////■/;- ^  ; г : У  - f  * f t * 'У ’ 02  f  2 s r .
fa r  -  a e s O  а- / л ’/7 2 j  

, 2 //2 Г~ • J , s. • J. $  ̂  4 ® *'i'L.p-fM) = & *-? ; f  ■ y / - c t > s f -  t s t *  2- ;
( a  - f - s i n t  ■, 

t i . j U f f f )  = f / S ; / “ / \ y - r - S 0 S t ;  0 2 Г С 2 Г Г .

r 7
г ь . ^ Г Ю -  * ’ * ¥ ’ ■, r : j > ~ a n - y ,

r . . f t » ) - e * ” y -. r : ?  ‘ f a  f y " S i r )  - ^ h < r -

* '+ ¥ ' i  r : s = 2 / 9;  - - < * « * •

* . ,< » >  - ( *  * / ;  '  • ^  '* '• ' л

Г  •' ^  -'- z"2 t - t 3,  p > 0 .

„ / ■ - - > „ f S
& . * ( * ) = у i r :  y = 2 v J r  1 * < * * ?  ’

r - . f = 4 y ,  0 « y « f -

Ъ i iC.i.. Hi ■TliWi.'i £jUKi.*1 L. i k'i 2j  К

S e p и а н I’ .H . Сборник задач по иатеаат.-.ческоау анал изу . 
Ьаукз, 1985.

Д е в к д о в и ч  Б . . 1. Сборник зад ач  и упражнений по и а т с а а т и -  
коау а н а л и з у ,  l . i  Н аука, 1971:.

К у д р я в  д е в Л .Д . Курс и атш атк чеокого анализа. lI.sB ucw .
, Г9сЁ.
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