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I .  ДИСКРЕТНОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ

К задачам дискретного программирования относятся различные 
оптимизационные з а дач и :  с неделимыми объектами, на невыпуклых и 
несвязных о бластях ,  с разрывной целевой функцией, задачи  дискрет­
ные по своей природе. В этом р азделе  рассматриваются основные 
типы задач  дискретного программирования.

Задача  о назначении

_  Необходимо выбрать перестановку из п
i j  = t,n т а к ,  чтобы / =  2 Q . j  ~~нин(макс), г д е CLJ- 

С размером r i x n : J : ' 7

чисел < с , ,  l2  , ( j  — , i „  
задаются матрицей

I / 5 4 3 4 5 6 7 6 ' 2 . А 5 2 9 б 9 5 6 А
3 3 4 5 6 7 8 7 7 2 8 4 4 8 7 9
4 4 5 6 7 8 8 8 6 3 5 5 10 I 5 8
5 5 6 7 8 8 9 8 I 4 4 2 I I 2 7 6

= 6 6 6 7 8 9 9 8 > ( ? - 7 2 3 6 12 3 I 10
4 3 5 7 8 9 10 9 12 I I I 7 10 4 I I 12
4 4 5 6 7 8 9 9 13 14 15 8 13 13 17 14

* 5 6 7 8 9 8 V Тб 17 19 18 14 I 3 А

3./ 3 10 5 9 16 8 17 \
6 8 I I 8 18 19 20
7 13 10 3 4 14 18
5 9 6 21 12 17 22
5 4 I I 6 13 14 I I

17 7 12 13 16 17 9
I13

0 8 8 10 12 1 7 /

4 . (  5
Найти и  а  а с (Ответ 9 0 ) .
13 б 10 13 8 9 \

10 9 7 I I 8 12 I I
I I 5 8 12 4 18 4
12 6 9 8 5 8 5

9 4 4 5 6 6 7
I I 8 7 4 7 3 8

V 6 5 8 12 13 9 14 i

Найти макс .  (Ответ 1 1 4 ) . Найти т л е .  (Ответ 8 2 ) .



П р и м е р 1 . В  задаче  о назначениях найти минимум. 
Решаем венгерским методом.

( 2 0  5 12 13
9 10 I I  12 
8 4 5 4

У 10 3 7 4 ,

С =

Приводим матрицу с  . вычитая из каждой строки минимальный 
элемент, затем из столбцов -  минимальные в этих столбцах элемен­
ты .

Р езультат  -  матрица С"
3 4
6 8 
I  3
0 О

\ 1 7

1

II
с =

I ( Ь 0
2 0 I

© 4 0
4 V7 0

Полученные нули матрицы С можно вычеркнуть тремя линиями: 
пеовой, второй вертикальной и третьей  горизонтальной (их  номера 
обведены). Это значит , что не сущ ествует  системы независимых ну­
лей , которые лежат на разных вертикалях  и горизонталях т а к ,  что 
в каждой строке  и в каждом столбце находится один независимый 
нуль .

Среди в сех  невычеркнутых элементов матрицы с "  находим ми­
нимальный. Его вычитаем из невычеркнутых и добавляем к вычеркнутым
дважды. Получим матрицу

I  2
1 ( l b  О'
2 О* I
3 5 I
4 \ 7 О

4

7 \ 
2 
О

о 7

Нули матрицы С1 нельзя  вычеркнуть менее , чем четырьмя ли­
ниями. Следовательно, сущ ествует  система независимых нулей. Найдем 
и х .  Для этого  отыщем линию с наименьшим числом нулей . Это верти­
кал ь  I .  Помечаем звездочкой единственный нуль первой вертикали . 
Удаляем из Cf строку и столбец , содержащие помеченный нуль . В 
оставшейся матрице выбираем горизонталь I ,  содержащую наименьшее



число нулей. Производим пометку , удаляем строку и столбец с поме­
ченным нулем. В оставшейся матрице горизонталь 4 содержит один 
нуль .  Помечаем его .П осле  этого  о стае тс я  единственный нуль в тр еть ­
ей с т р о к е .  Помечаем е г о .  Помеченные нули дают решение задачи :
< 2 ,1 ,3 ,4 -  > . Значение у  равно сумме констант приведения:
/  = 5+9+4+3+1+1*(2-1) = 2 3 ,  /  можно найти непосредственно:

Примечание. При поиске максимума выбираются наибольшие коэф­
фициенты, а матрица с "  содержит неположительные 
элементы.

Задача  целочисленного линейного 
программирования (ЦДЛ)

Найти мин ( м а к с )  линейной формы СХ при условии АХ=3, сс;>/0, 
I «/,/? , X j  -  целые,  j e J  .
5 .  х ,  —  м а к с .

6 .  С = ( 2 , - 2 , 3 , - 3 , 0 )  (мак с . )

|. (Ответ:  24)

7 .  С = ( I ,  - I ,  I ,  - I )  ( м а к с )

8 . С = ( 1 , 2 , 0 , 0 , 1 )  (мин. )

2-СВОв



П р и м е р  2 .  Задача  ЦЛП за д ан а  условиями: х ^ 0 х 2

- X ,  + 2 х г +Х3 = 2\ [

З х ,+ 2 х2 + Хц - 6 ,  \

ми  к с ,

Xi >-0 > Х0 -  целые, L -  1 , 4 .  ( \ )
Решим е е ,  используя первый алгоритм Гомори.
а ) .  Заполняем симплекс-таблицу ( т а б л .  I ) .
Поскольку план не я вл яется  нормальным, введем Х̂  = 3 ~ ( х г +Х^1 

так  к ак  из системы ограничений видно, что х 1 ^ х г ^ з .
В строке  х3 выбираем генеральный элемент из условия лексико­

графической минимальности его столбца . Генеральный элемент под­
чер кн ут .  Результаты  пересчета  симплекс-таблицы составляют содержа­
ние таб л .  2 .

Таблица Таблица 2

X, х 2
Хд Г

- 1 -4
Х1 - I
Х? -1

2 - I 2

Ч 6 3 2

Х5 з I X  j

X, х 5

Хд 12 ; 3 4

X, : - г
х 2 3 ! I I
X, 1 ■£- 1 К

М -2
I L -2

Решаем задачу  максимилизации х д  лексикографической модифи­
кацией метода уточнения оценок [ I ] .  Генеральный элемент о с -  вы­
бираем из условий: 4
I = м и н  [л/осла СО}, 1-3,

Пересчитывая т аб л . 2 ,  получаем т аб л .  3 .
Выбираем в т аб л . 3 генеральный элемент: пересчитывая т аб л .  3 ,  

получаем т аб л .  4 .
Получена точка максимума х 0 , но она не я вл яется  целочислен­

ной. Используя первый алгоритм Гомори [ i ] ,  вводим отсечение по :

х 6 = - 1 / 2 - ( -  (з/в)х3 -  ( 1  /8 )х„).



XS
Л Q 8 I 2

4/3 -1/3 2/3
Х? 8/3 1/3 1/3

Х3
-4/3

- I
р/з

Xi З-ч
•Ẑ 7 5/4 3/4

I -1/ 4 1/4
3/2 3/8 1/8

-гз
х ч

- I -1

х 6 - 1/2 -3/8 - 1/8

Полученную задачу решаем также лексикографическом модифика­
цией метода уточнения оценок ( т а б л .  5 ) .  По X, вводим отсечение: 
х  = _ 1 / 3 - ( -  ( 1 / 3  ) Х6 -  ( f /З ) х / )• Решая новую задач у  линейного 
программирования, получаем т а б л .  6 . Она со о т в е тс т в у ет  оптимальному 
целочисленному плану ( 1 , 1 , 1 , 1 ) .

Таблица 5

Х6

Х д 16/3 10/3 1/3

X, 4/3 -2/3 1/3
X , I I

*3 4/3 -8/3 1/3

х ц “ 1

х 7 -1/3 -1/3 - 1 / 1

Таблица б

х 6
5 3 I ;

I -1 1 1
.2) I 1
X , 1 . -3 I i

1 1 - 3 !

б ) Решим этот же пример методом Лэнд и Дойг [ i ] .  Согласно 
т аб л .  4 , оптимальное нецелочисленное решение задачи с о о т в е тс т в у ет  
Х°=<1,3/2, 0 ,  0 > j F = 7 .  Следовательно, оценка ^ ( е  ) множества 
планов G-g , задаваемых системой равенств  ( I ) ,  равна 7 (% (G0 )  — 
- J F (  X°)\ i т ак  как  гарантировано целое значение F/

Разделим Q0 на непересекаициеся множества и С/ ■.

G, = 1 X 6 G„ \хг  ч</ У  С, = \х£ G0 Хг  >2



- . г ,  i - . \ r , =

3 г ,  + 2 х ,  + .т^= 6,
■т2 + x s = u .  

x t > 0 ,  с  = С5 .

Максимизируя Х , ч - 3 х ,  при ограничениях ( 2 ) ,  получаем

Х = (4/3,1,1,1 ,0) ;  F=5^- ,  % ( ^ ) = [ f (X')\=5.
Множество з а д а е т с я  системой:

- х , + 2 х г + х 3 = 2., 

3 х 1 +2 х г  +• х^= 6, 
х , -  х - = 2 .

x L>.-0, с = 1,2, 3 ,4 ,6 . ( 3 )

Система несовместна в области неотрицательных значений, поэ­
тому 0? = ф ■

Разделим с ]  на G* и G*

GJ = \xe G \x ,< 1 > G 2 = \xeG1

Множество Gt
- X ,  + 2 х ,  + X j  = 2 ,  

З х ,  * 2 х г  +Хц = б ,
х 2 + х $ — /.  ̂

X, + х 6 =1. и 
Максимизируя F

з а д а е т с я  системой:

( * )

при ограничениях ( Ч ) ,  получаем

Х2= < Щ 1 , 0 , 0 > ;  F=5,<s(Gf)=5 .

Поскольку оценка„ ЩХ-G, )  совпала с % ( G ' )  . т о она является  
наилучшей. С ледовательно ,<1 , 1 , 1 , 1 > -  оптимальный целочисленный
план задач и .



Задача  о ранце

Дано п  предметов, каждый из которых имеет цену с е и
вес  а с .  Т ребуется  выбрать К предметов т а к ,  чтобы их суммарный 
вес был не больше А, а суммарная стоимость максимальна.

9 .  Cj ! IQ ! I I  ! 2 ! 3 ! 5 ! 7 ! 5 !
(1L ! 8 ! 7 ! I ! 2 ! 4 ! 3 ! 2 !

10 Cl ! 2 ! 3 ! 5 ! 7 ! 5 !
aL\ I  ! 2 ! 4 ! 3 ! 2 !

XI Ci '- 2 ! I ! 2 ! 3 ! 6 ! 8 ! 7 !
а  с ! 4 !  5 ! 3 ! 2 ! I ! 6 ! 3 !

I2> 4c!  7 !  6 ! 6 ! 5 ! 3 ! 8 ! 9 !
a L\ 5 !  4 ! 7 ! I ! 3 ! 4 ! 5 !

Введением переменных j r  =
ЦЛП:n
2 малс, ;
L-t 

a

I  a Lx iS< /7.
L"1 В этой постановке она может быть решена методами Гомори.Лэнд 

и Дойг.
П р и м е р  3 .  Задача о ранце:

£7_ !_2_ ! 3 ! 3 ! 7 А = 9
di  ! I  ! 2 ! 4 ! 3

Решим эту  з а д а ч у ,  используя общий алгоритм метода ветвей  и 
границ [ I ] .  Оценку % ( G )  будем вычислять как  целую ч асть  от макси­
мального значения формы в транспортной з а д а ч е ,  в которой поставщи­
ками будут предметы, а потребителями -  ранец и фиктивный потреби­
т е л ь .  Определяем коэффициенты транспортной зад ач и :

Oi, . —
С с f д  > Ct 2 — 0 > о — 1, п .

Решениз транспортной задачи ( т а б л .  7 )  найдено методом наибольшей 
стоимости [ 2 ] :  F = 15 ,7 5 ;  1 5 .  Ветвление будем произзо-

^ задач а  о ранце сводится  к задач е

А = 18 ( 0 т в е т : 3 1 )

А = I I  (Ответ :2 0 )  

А = 9 (Ответ :2 0 )  

А = 12 (О твет :2 2 )

3 -6606



ди ть ,  р азд ел яя  решения, содержащие некоторый предмет и не содержа­
щ е  е г о :  -  решения, содержащие предмет I .

решения, не содержащие пр едм ет/ .
Таблица 7

------------------ 1-------------
Предмет | Ранец i Фиктивный 

! потребитель !

I  ! 2 ’ 5 1 I
! 0 ! ! u ! 1 1 i

П | I - 5 2
! 0 ! 
! !

ffi j I *25
3 ! °  i |

и  ; 2 , 3 ( 3 )
3

! 0 ! 
i i 3

tij ! 9 i i  1 10 !

Очевидно, что '( (о\  ) =  ̂ (С° )= /J.
Решая транспортную за дач у  для П, Ш, I J  предметов, получим 

Г  = 1 5 , 0 ,  y(G ’)= 1 5 .  Причем предметы П, Ш, П  целиком помести­
лись в ранце . Оценка f  ( а'2 )= $(&'■,)= 15 я в л я е т с я  лучшей и со ответ ­
с т в у е т  значению функции для решения, содержащего предметы П,Ш,1У. 
Следовательно, на основании принципа оптимальности метода ветвей  
и границ выбор предметов П, Ш, U  явл я е т с я  решением данной задачи .

Задача комивонжера

Задана матрица ЦCLJ\rixn  расстояний между городами i , j  . 
Среди замкнутых маршрутов /7 =  ,  проходящих через каждый
город только один р а з ,  необходимо найти кратчайший.

1 3 .
35 
56 
43 
25

(О твет :  74 )  (О твет :  95)

o o 31 15 19 8 55 \ 1 4 . /  °° 39 45 2 51
19 O O 22 31 7

35 / 30 c o 20 33 40
25 43 O O 53 57 16 54 16 С » 55 22

5 50 49 C O 39
9

19 36 25 0 0 18
24 24 33 5 O O 14 / \ 29 8 8 12 O O

34 26 6 3 36 o o  / \ 16 47 31 14 8



15 . f СТО 41 27 54 46 5
42 оо I I 32 58 21
36 5 о о 33 22 33
46 24 59 ОО 49 59
48 58 I I 44 ОО 47
26 50 35 19 27 оо

(Ответ : 129)

Р и м е р 4 . Пусть 1

\ 16 .

С=

(  СЮ 21 40 28 60 52 \
58 оо I I 39 22 56
22 12 ОО 23 14 19
25 47 51 ОО 20 54
47 43 18 42 СЮ 52 I
44 49 50 52 29 СЮ /

(О твет :  147)

имеет вид

С =

6 5
3 00 4
2 3

,2  3 I

Решаем за дач у  с помощью алгоритма Литтла [ i ] ,  t
Приведем матрицу, вычитая сначала из с тр о к ,  затем  из столбцов 

минимальные элементы. Получим матрицу с°  •

С =

I 2 3 4
О̂О 2 2 0"
0 оо I I
0 0 оо I

V I 0 о о ;

1
2
3
4

Оценка исходного множества циклов будет  равна сумме вынесенных 
элементов -  констант приведения: % (G ')  = JO •

Выбираем О в  С“ т а к ,  чтобы сумма 9  минимальных, кроме
него,коэффициентов его строки и столбца была максимальна:

9  ( 1 ,+ )  = 3 .
Пусть -  множество циклов, включающих переход I  —- 4 .

Такие циклы определяет матрица
I 2

С

I
С,=

О
О
оо

Так к а к  С] приведена,

3
I

ОО
О

то

2
3
4

п



Второе множество q!  -  множество циклов, не имеющих пере­
хода  1 — 4.  Ему с о о тв етств ует  матрица С'г  :

I 2 3 4
ОО 2 2 оо
0 ОО I I
0 0 ОО I
I I 0 оо

%(<%)= %(0°) + 6(/,4)=13.

Рассмотрим множество циклов с лучшей оценкой -G'f  • В С}
выбираем 0 с максимальной 0  : Q ( 4 , 3 )  = 2 .

Пусть G* -  множество циклов, включающих переходы I — 4 
Вму со о т в е тс т в у ет  приведенная матрица С г :

I  2
ОО
0 / 3

С2 = / О °о \ 2

%( &* ) =% ( в ! )  = Ю.
2

Тогда G -  множество циклов, содержащих переход 1 — 4,  
но не содержащих 4 - * -  3 .  Ему с о о т в е тс т в у ет  матрица <?/

I

4 -

Множество £* содержит единственный цикл ( 1 , 4 , 3 , 2 ) ,  длина 
которого равна наилучшей оценке . Следовательно, этот цикл я вл я е т с я  
кратчайшим. Схема ветвления решенной задачи показана  на рис. I .



Р и с .  I

С в е д е н и е  з а д а ч  р а з л и ч н о г о
т и п а  к з а д а ч а м  Ц Л П

В зависимости от причин, диктующих условия целочисленности 
переменных, различают задачи с неделимостью и задачи с альтерна­
тивными переменными [ 2 ] .

Задачи с неделимостью

1 7 ,  Составить модель задачи по определению оптимального плана 
производства п  типов машин при заданных объемах a i ( с  = 1 т  )
р есур сов ,  норм расхода й ц  ( i =  , i  = Tmi ) I - г о  ресур са  на
производство одной А -й  машины и величинах ( А — /, п  )
-  прибыли при реализации одной машины А - г о  типа. Предполага­
е т с я ,  что к концу планируемого периода не должно быть незавершен­
ного про изво дства .

1 8 .  Имеются с у д а  п ) типов в количествах ср ( L = f^ lh  ) ,
на каждом из которых имеются п  грузовых емкостей грузоподъем­
ностью d lK ( о = 1 т  , к  = ~ i ) • Подлежат перевозке р  видов грузов  
в количествах  8. (  j  = 1 ,р  ) • Составить математическую модель з а ­
дачи по выбору оптимального с о ст а в а  с у д о в ,  если затраты  на эксп луа­
тацию одного судна  I, - г о  типа равны

4-(iG0l>



П р и м е р  5 .  Имеется п  маршрутов, по каждому из кото ­
рых необходимо совершить бц  рейсов (И  = /, п  ) ,  и т  типов
автомашин, каждая из которых может быть использована в течение Л; 
часов ( ь  = 1 , т ) .  На выполнение I  -й  машиной рейса по А -му 
маршруту тр еб уется  t,^  часов при з а т р а т а х  руб . Составить
модель для определения оптимального распределения машин по маршру­
там .

Введем переменные -  число рейсов / -той  машины на
маршруте А .
а Общее время использования с  -й  машины определится к ак  

j  tL i  • Эта величина должна быть не^болыпе а ;  , Общее
число рейсов по А -му маршруту равно £  х ^  .  Эта величина 
равна . Суммарные затраты  определятся "как 2  У х ^  .
Тогда общая постановка задачи б у д е т :  i  *

2  х ц  ■ ,

• п

Ае Xi-i ^  = h X :п-1
т

XL $_ — & 1 А= 1, Л ,
L-1 *

0 ,  х ^  -  ц елы е  ■
Задачи с альтернативными переменными

1 9 .  (Транспортная з а д ач а  с фиксированными доплатами).
В транспортной за дач е  [ 3 ]  с ресурсами сц ( i  = I т ) , пот­
ребностями d j  ( j  = 1, /ь )  и матрицей за тр ат  Цс^Ц вводится до­
полнительное усло ви е ,  согласно которому у с тан авли вается  дополни­
тельная оплата з а  эксплуатацию каждого маршрута ( c —j  ) в размере 
d 4  ’ если л -  >0  « и ,  равная нулю, в противном с л у ч а е .  Составить 
модель для нахождения оптимального плана пер евозок , минимизирующе­
го суммарные за тр аты .

2 0 .  (З ад ач а  с логическим условием "либо-либо") . Фабрика может 
производить п  различных продуктов, р асполагая  для этого  S  
видами ресурсов в количестве  d i ( i  = J~S )  • Для производства продук­
тов могут быть использованы т  технологических способов. Заданы 
величины d i t ( c  = f~s, А = 1 , п ,  j  = Urn ) ,  характеризующие нормы



расхода I - г о  ресур са  на единицу я  - г о  продукта при из готовле ­
нии его  j  —м способом, и цены единицы А - г о  продукта .

Составить модель задачи по определению оптимального набора 
продуктов и способов их производства из условия максимизации то­
варной продукции при дополнительном условии, согласно которому 
любой А -й  продукт либо должен производиться в количестве не мень­
шем , либо совсем не производиться .

2 1 .  (З ад ач а  с невыпуклыми областями) .  Привести к целочисленной 
за дач у  максимизации в  = х ,  + х 2 в области,  заданной двумя много­
гранниками:

/ •  3 x f - 2 х г  4  2d,  э с , » 5 ,  хг >/0;

2. х ,  +• 2хг 4 16, X, > 0 ,  х ,
2 2 .  (З ад ач а  на конечном м нож естве ) .  Свести задач у  поиска ли­

нейной формы X j + 2Xg -  ЭС3 при усло виях :

а
2 С : Х : —  MUH ,

п

Z  (I ; ; X: &i , ly 1, /77 ,

Тогда Xj = J ( X j e ^  . 
е-1

fa
с- i

Подставив значения Xj  в условия ( 5 ) ,  полу чим

Z  I  Cj Kje frje "  м и н ,

Z I a tj c ( j  е  l = ,

Os y Je 4  1 , y j e  -  ц е л ы е , j  = 1,n ;  С = 1, A .



М е т о д ы  п о с л е д о в а т е л ь н о г о  
а н а л и з а  в а р и а н т о в

Для решения задачи дискретного программирования на конечных 
множествах используются комбинаторные методы последовательного 
анализа вариантов [ ч ] ,  в частности аддитивный алгоритм Балаша [l\

Задачи псевдобулева  программирования

23 ■ ~2х1 -х г + х, t — - макс.,
Х1 ~-х?2х3-х^< 2 ,

2 х 1 + х2~3 х3+ х^ 6, 
х 1 ~3 х2~2х3 - х^ -2  ,

23. 2 Xj -  х2 +- 3 -  6 Хц — макс.,
2 х ^ х г -  х3 +2х^4 1,

X) 1-Х2 -  х г 2 о ,

2 х 1 +2Xj +3x^43,

2 5 . х гкЗхуЗXj - х„ —макс., 
х, *■ хг~Зх3 ~х  ̂\Ч -  j  ,

JO 2 Xj

с - 1 , 3  .

X,- = О
1,

I = 172,

- А 0, .

L = 1 3 .

( О твет : 2 )

(О твет :  4 )

(О твет :  3 )

26. 2х1 - Х2 +■ х 5 - х  ̂— макс.,
3 х 1 - х , 1-2 x4 4 2, хс={°1 ,
- х 1 ~2хг 1- х3 1- 2хч < 3,

-  X. -Зх,1~ Хь 4  0 ,  I —1,3 • (О твет :  2 )



П р и м е р  7 .  Дана з а д ач а  псевдобулева программирования:

Z = x f - x e  + 2 x J  —  MuH., - b  = l f  i  = / J .
х ,  +х2 -i-Xj  > ,2 ,

3 x 1 -  xz + ^x3 >/3,

а ) .Д л я  того чтобы решить эту  задач у  с помощью аддитивного ал­
горитма [ i ] ,  сделаем замену переменных:

и перейдем от неравенств к р авен ствам :

Z = -1+t,*-t2 + 2t3~  мин, j . - { °1 , С=1~5,

h ’ b * ' 0 -

В к ач еств е  начального пробного плана возьмем Т = ( 0 , 0 , 0 ) .
При этом линейная форма принимает наименьшее значение, но ^  и 
у 2 отрицательны. Положим t j  = I .  Так как  сумма коэффициентов 
при t j  в строках  с отрицательными у с максимальна, этот план 
с t r - t z =0  достр аи вается  до допустимого плана Т = ( 0 ,С Ц ) ,  л =1, 
у ,  =0 , у 2 = 0 .

Значение рекорда для Т равно I .
Вернемся к и с х о д н о м у  пробному плану.
Полагаем t ,  -  I .  Так к ак  у 2 < 0 ,  то частичный план с t ,  =1

не достр аивается  до плана со значением л  , которое лучше рекорда ;
для частичного плана с t2 = I  имеют место аналогичные усло ви я . 

Следовательно, план Т = ( 0 , 0 , 1 )  оптимальный:

Хх = 0 ,  Х2 = I ,  Х3 = I ,  л  = I .

б ) .  Решим э т у  задач у  методом Демке-Шпильберга [ 5 ] .  Исходный 
план -  X = ( 0 , 0 , 0 )  Он не я в л я е т с я  допустимым: по критерию предпоч­
тительной переменной (КПП) перейдем по дереву  решений (р и с .  2 )  к 
вершине ( 0 , 1 , 0 )  (коэффициент при X? отри цателен ) . 'П лан  ( 0 , 1 , 0 )  не

5-6 60 6



( 0, 0, 0)

уровня с меньшим значением ?, 
анализированные переходы, н е т .

явл я е т с я  допустимым, необхо­
димо увеличение Xj или Х^.
По КПП переходим к плану 
X = ( 1 , 1 , 0 ) ,  так  как  он 
удовлетвор яет  первому огра­
ничению и коэффициент в 

,7 при Xj- меньше, чем при 
X j .  Поскольку план Х= ( .1 , 1 ,0 )  
не является  допустимым, пе­
реходим к Х=( 1 , 1 , 1 ) .  От Х= 
= ( 1 , 1 , 1 ) переходим к допус­
тимому плану Х= ( .0 , 1 ,1 )  с 
меньшим значением ?  .План 
Х=( 0 , 1 , 1 )  я в ляется  оптималь­
ным, т ак  кяк  вершин верхнего 

, в которых еще остались не про-

П. СЕТЕВОЕ ПЛАНИРОВАНИЕ

Сетевое планирование -  раздел  исследования операций, в ко ­
тором рассматривается  решение задач  управления техническими и ор­
ганизационными системами. В основе моделей с етево го  планирования 
лежит ориентированный ациклический гр аф -сеть .  Большинство задач  
этого  раздела  -  задачи на с е т я х .

Задача поиска критического пути в сетевом графике

2 7 .  Найти критический путь для сети,изображенной на рис .З .  
(Ответ : 4 7 ) .

2 8 .  Найти критический путь для с е ти ,  представленной на рис.А 
(О твет :  4 3 ) .

П р и м е р  8 . а )  Рассчитаем в се  временные характеристики 
сетево го  графика просчетами с начала и 
с конца [ б ] .
Просчет с н ачала :



Р и с .  4

Р и с .  5



■О- .0 и ,  ! рн \и, ! ) - ! „ ,  Тр н  ( U , 2 )  = TpH ( 0 , 3 ) ,

Трк ( 0, 1 ) =  Три (0,1)1-  =  12, аналогично ТрА(0,2)=5, Грк (0,3)= /5 ,

г/~  н ак с Гр ,  ( j j ) =  Тр ,  (0 , 1) = 12,

Грн (1 ,2 )  = г/ =  12, Трк  (1 ,2 )  = Тр н  ( 1 ,2 )  -  t „  ,

Г2 Р-  макс гр ,  ( j , 2 )=Гр к (  1,2) = 2 5 ;  Тр н  (2 ,3 )  =  Т/= 2 5 .

Рассчитывая аналогично, получим:

Г / = 35 , Тр н  ( 2 , 0 )  = 12, Гр, ( 2 , 3 )  = 3 5 ,

r f = 4 2 ,  Гр н ( 2 , 0 ) = 2 5 ,  Гр ,  ( 1 , 0 ) - 3 0 ,

r P _ , R Тр н ( 3 , к ) = 3 5 ,  Тр к ( 2 , 0 ) = 0 2 ,

U ’ Трн  ( 0 , к ) =02, Тр к (3 , к )= 5 8 ,
Трк ( 0 , к ) = 0 0 -

Просчет с конца:

£  *  т;=58,  Тпк ( 3 , а )= ТПк ( 4 , л ) - К  =58 ,

Тпн (3, к )  — Тпк (3 , л ) -  5jk —35, Тпн (0 ,  а )  = Тпк (0, а ) -  Гр,=56,

С - м и н  Тп н
с

( 6 , 1 )  = T  ( 01ПН 1 а )  =56, г3п= 3 5 -

Рассчитывая аналогично , получим:

= 2 5 , Т/7 к ( 2 , 3 ) = 35 , 3-пн ( 2 , 3 ) = 2 5 ,

= 1 2 , Т / 7  К ( 2 , 4 ) = 56, Т пн ( 2 , 4 ) = 39 ,

Т / 7  К ( 1 , 4 ) = 56, Т пн ( 1 , 4 ) = 34 ,
Т пк ( 1 , 2 ) = 25 , 3 пн ( 1 , 2 ) = 1 2 ,
Т / 7 * ( 2 , 3 ) = 35 , Т пн ( 2 , 3 ) = 2 5 ,
т ПК ( 0 , 1 ) = 1 2 , Т / 7 / / ( 0 , 1 ) = 0,
Т пк ( 0 , 2 ) = 25 , 3 пн ( 0 , 2 ) = 20 ,
Т / 7  Л ( 0 , 3 ) = 35 , Т / 7  Н ( 0 , 3 ) = 20 .

Операции, соединяющие вершины с одинаковым ранним и поздним 
временем, -  операции критического пути : O - I - 2 - З - Л "



Р п
Обозначения: Т£- Т£ -ранн ее  и позднее время наступления о  - г о  
события;

Трн ( i , j )  , Трк ( L , j )  -  ранние времена начала и конца операции
i  -  J  ;

Тпк ( i , j ) ~  поздние времена начала и конца операции

(■ ~ j ’
б ) .  Сформулируем задачу  поиска критического пути как  задачу  

линейного программирования. Для этого  будем с ч и т а ть ,  что единич­
ный поток входит в нулевой у з е л ,  а выходит из конечного. Пусть 
y . j  -  поток по ребру i - j  .

Тогда условие  баланса з а д а е т  ограничения на потоки для сети 
( с м . р и с . 5 ) :

У01 tyoz * У  оз=1 *

У о Г  УН + У-12 '

Уо2 + У,2 = У-23^У24 ’

Уоз^ Угз = Узк ’
У» +  У г 4 =У/<к *

Если потребовать 2  t-ij y tJ м а к с , то поток распределится
LJ

по критическим п утям . Таким образом,максимизация формы

и  % , "  Н о 2 + 15 f a "  щ п + 10 f a  + щ п "  i 7 f a + 2 3 h « + ц * *
при ограничениях ( 6 ) формулирует за дач у  поиска критического пути 
к а к  за д ач у  линейного программирования.

Задача  составления календарного плана операции 
при ограничениях на ресурсы

2 9 .  Для 20 единиц р е су р с а ,  которым организация располагает  в 
каждый момент времени, с е тев о го  графика из задачи 27 и потребнос­
тей работ в ресурсах  ( в  каждый момент времени),  заданных т а б л .8 ,  
со стави ть  оптимальный по времени календарный план выполнения ра­
бо т .



Т а б л и ц а  8

работы I0" 1 !0- 2 j0" 3 0-Д 1-3
-----r - —i
2 - 5 !3-Д

i

г...... Т ' 1
Д -5 ! Д-6 ! 5-7 

1 1
6-  л 7 -  л

! ! ! 
Ресурс j 5 j 3 j 6 8 2 Д | 10 7 ! з j 2 8 | 10

3 0 .  Для 5 единиц первого ресур са  и 10 единиц второго р есур са ,  
которыми р асп олагает  организация в каждый момент времени, с е т е в о ­
го графика из задачи 28 и потребностей в р есурсах  ( в каждый мо­
мент времени), заданных т аб л .  9 ,  состави ть  оптимальный по времени 
календарный план выполнения оабот .

T а б л и ц а 9

гэаботы I0 ' 1 ! 0-2 !1_3 ! 1 - 5 ! 1 - ^
I Т |

2-Д !3 -Д !  3 -6  1 i— /г
I I  1

Г "  1

5 - д- ! 6—?
I

7 - А

Ресурс 1 !  5 ! 2 ! 3 I 2 ! 3 
1 1 ' 1

4 ! 2 ! I  ! I  
1 1 L

3 ! Д 
1

I

Ресурс 2 j I j 8 j 3 ; 5 j Д 2 ! 6 ! 2 ! 4 2 ! 5 3

П р и м е р  9 .  Для с е т и ,  представленной на рис . 5 ,  и потреб­
ностей работ в р есу р с ах ,  которые постоянны в течение времени вы­
полнения работы o - j  и заданы таб л .  10 , со стави ть  календарный 
план минимальной длительности . В каждый момент времени имеем 5 
единиц ресур са  I и 3 единицы р есур са  2 .

Т а б л и ц а  10

Номер j Q_r  
работы I

1
'! 0-2 0 -3

г ----------
i i -2 
1

т  1
i 1-Д ! 
1 1

! ! !
2 -3  ! 2-Д 13-/V1Д—АГ

Ресурс I ! 2 ! 3 д ! 2 
|

! I ! 
| 1

I ! I ! 2 ! 3
_ I I 1

Ресурс 2 | I ! I 1 2 ! 2 ! I  ! 2 1 2 1 I  1 2

Решим э т у  з а д а ч у ,  используя субоптимальный алгоритм Брукса [б ] .  
Вычислим ДМОЧ работ , воспользовавшись временами, рассчитанными в 
примере 8 :

ДМОЧ ( 0 , 1 )  = з '  -  Тт  ( 0 , 1 ) = 38-0=58, ДМОЧ ( 0 , 2 )  = 3 8 ,
ДМОЧ ( 0 , 3 )  = 3 8 .  ДМ0Ч(1 , 2 )  = Д6 , ДМ0Ч(1,Д)=2Д,
ДМОЧ ( 2 , 3 ) - 3 3 ,  ДМОЧ (2 ,< 0= 19, ДМ0Ч(3, к  )=23, ДМОЧ ( Д , Д ) = 2 .



Т а б л и ц а  I I

Номер
работы 0 - 1 1 - 2 0 - 2 0 - 3 2 - 3 1 -4 3 - Л г - ‘, 4 -  А

ДМОЧ 58 46 38 38 33 24 23 19 2

Длительность 12 13 5 1 5 10 2 2 23 17 2

Потребный 
ресурс I 2 2 3 4 I I 2 I 3

Потребный 
ресурс  2 I 2 I 2 2 I I 2 2

Время начала 
работы 0 12 0 25 40 12 50 50 j 67

Текущее j п 
время t  ; 5 12

1
25 j 34 40 50 67

Располагаемый 
ресурс в мо­
мент t  1

i l l
0

3 U 3
2

4 1 0 I 5 1 4 51 3 
2

3 1 0

То же для 
ресурса  2

312
I

2 3 II  
I

2 | 0 I З Ц 312
0

2 | 0

Допустимый
набор

!

0 - 1
П Е К
0 -3

0 -3 0 - 3
1 - 2
1 -4

0 - 3 2-3
г - 4

\

2 -3 — Л
4 -  Л2 - 3

г - 4
2-"Ц

!

г - 4

В начальный момент времени ( текущее время t  =0) могут на­
ча ться  работы 0 - 1 ,  0 - 2 ,  0 -3  ( с т р о ка  10 т абл.  I I ) .  .выбираем из них 
работу с наибольшей ДМОЧ. Корректируем располагаемые ресурсы 

( строки 8 , 9  т а б л . I I  ) .  Вносим в строку 6 ( т а б л . I I )  время начала 
работы 0 - 1 .  По оставшимся ресурсам проходит работа 0 - 2 .  Вносим в 
э т у  строку время начала работы 0 - 2 ,  равное текущему времени.  Кор­
ректируем ресурсы ( третьи числа в 8 -й и 9 -й строках  таблицы).

До момента t  -  5 (окончание работы 0 - 2 )  ресурс I  от су т с т ­
в у е т .  Вносим в столбец 3 новое текущее время .  При t  = 5 допусти­
мый набор состоит из работы 0 - 3 ,  т ак  как  работы, предшествующие 
остальным, еще не закончились .  Работа 0 - 3  не проходит по ресурсу I .

При t  = 12 (окончание работы 0 - 1 )  ресурсы полностью высво­
бождаются.  Допустимый набор ( ст р о ка  10)  содержит работы 0 - 3 ,  1 -2 ,



1 - 4 .  Из них наибольшую ДМОЧ имеет работа 1 - 2 .  Считаем текущее вре­
мя временем ее н ач ал а .  Корректируем ресурсы . По оставшимся ресур­
сам из допустимого набора проходит только работа 1 - 4 .  Начинаем ее 
также при t  = 1 2 .  Корректируем ресурсы .

Следующий момент времени t  = 2 5 .  Допустимый н а б о р -0 - 3 ,2 -3 ,
2 - 4 .  Поступаем аналогично и находим остальные времена начала ра­
бот .

Задачи обмена стоимости на время

3 1 .  Для операции, заданной сетевым графиком из задачи 2 7 ,  про­
вести  сокращение общей длительности на 7 единиц при минимальных 
дополнительных з а т р а т а х ,  используя данные т аб л .  12 -  з а т р а ­
ты на л t i  единиц сокращения длительности работы на I -том ша­
г е ) .

Т а б л и ц а  12

. . . .
Номер
работы a t 1

!.....
; & Of ! л tp

!
I А с г

0 - 1 2 2 I 2

0 - 2 I 2 - -

0 - 3 3 2 2 2

0 - 4 2 I I I

1 - 3 I 3 - -

2 - 5 2 I 3 2

3 -  4 - - - -

4 - 5 2 3 I 2

4 - 6 3 4 2 3

5 - 7 I 2 - -

6 - К 3 2 2 I

7 - Л 2 3 I 3



32 .  Для операции, заданной сетевым графиком задачи 28 ,  про­
ве сти  сокращение общей длительности на 5 единиц при минимизации 
дополнительных з а т р а т .  Необходимые данные представлены в т а б л . 13. 
Обозначения такие  же,  как и в предыдущей з а д а ч е .

Т а б л и ц а  13

Номер
работы ! л t ,

I
1 л С!

Г |

I !1 л  с ?

0 - 1 2 I I 1
0 - 2 I 3 - -
1 - 3 2 I I 2

I -  5 I 3 -

<1‘—4 - - - -
2 - 4 2 5 - -
3 - 4 7 I 2 I
3 - 6 5 2 3 2

4 -  А 7 2 2 2

5 -  Л 2 3 - -
6 - 7 2 2 I 2

7 -  Л I 3 - -

П р и м е р  10 . Для операции, заданной сетевым графиком 
( ри с .  5 ) ,  сократить время выполнения на 16 единиц при минимальных 
з а т р а т а х ,  пользуясь  данными, приведенными в т абл .  14.

Т а б л и ц а  14

Номер 
работы j Л tj

г 1

i л  б’; I л  h й  Ср

11О

3 2 5 7
0 - 2 I 2 - -
0 - 3 2 3 3 5
1 - 2 4 2 6 8
1 - 4 10 5 5

О

2 -  3 3 2 3 3
2 - 4 I 2 - -
3 - Л 5 6 5 5
4 -  А - - - -



а ) .  На основании решения примера 8 критический путь з а д а е т с я  
цепочкой событий -  0 - I - 2 - 3 -  л , Длительность его (ТД/у ) равна 
58.

Среди вс ех  работ критического пути выбираем работу с минималь­
ным отношением Это -  работа 1 - 2 .  эффективность обмена для нее
равна • Обмениваем 4 единицы длительности на 2 еди-Л *1 ( Л с ) 2 , /
ницы стоимости.  Получаем новую длительность работы 1 - 2 :  ^ = 1 3 - 4 = 9 ,  
Тлп =54. Критический путь не изменился,  Ьыбираем наиболее эконо­
мичный обмен: 3 единицы длительности работы 0 - 1  на 2 единицы стои­
мости -  fj\ - = j .  t'g i =12-3=9,  /лп =51.  Критический путь
тот же.  ‘ '

 ̂ Поступая аналогично,  обмениваем 3 единицы времени работы 2 -3  
( t 2 5 = 10-3=7,  = 48)  на 2 единицы стоимости.  Среди в с ех  о ста в ­
шихся обменов наиболее экономичен обмен трех единиц времени рабо­
ты 2 -3  на 3 единицы стоимости:

4  = 7 -  3 = 4 ,  Тд„ = 45 .

На последнем этапе  обмениваем 5 единиц работы 3 - л  на 6
единиц стоимости:  i  = 23-5= 1и,  Тл/7 = 40.

Суммарные затраты составили :  У , & с - л с  ( Т  2  ) + & С ,(0 !  ) *

+■ д с ,  ( 2 , 5 )  + л Сг  ( 2 , 5  )  +■ л с 1 ( 2 ,  а ) = ? > + 6 = /5 .

б ) .  Сформулируем задачу  обмена стоимости на время как з адачу  
ЦЛН. Длительность t Lj  каждой работы может принимать дискретные 
значения :

t ( J € | t c j ,  tLJ - a  i ,  ( i j  ), 4y - & t , (  52 j  ) - a 1 2 ( l  ,y)j 
при соответствующих дополнительных з а тр ат а х

c2j  e jo ,  a с, ( i , j ) ,  а с , ( L , j ) +  л с 2 ( c , j ) ) .

Для у ч е т а  с в язе й  сетевого  графика необходимо наложить ограни­
чения -  Трн ( L , j )  т t i j *  Три ( j  • С), j=0jr ,K- Эти ограничения связывают 
работы, заканчивающиеся или начинающиеся событием j \

Поступая ,  к ак  в примере 6 ,  введем переменные Це = { (  и 
С, ? о <, ‘ и 4/ I /

запишем ограничения 2. Ч ■ — IV,  • ./•„/ OLJ L,J



Тогда з а д ач а  обмена стоимости на время для данных табл.  14 
запишется в ви де :

* о Г Г2/о1+9 / о , ^ ,  ’ Трн  (0,1)= ТрН ( 0 . 2 ) = r pH( 0 . 3 )  = (h

1 %  = 1 Трн (O,1) + t01«  Грн ( J , 2 ) ,

= 2 / ,  -  (</0 1 ; ТРН (0’ 1) * 4 /  *  ТР Н ■ 1 * }’С01
, _  с. 1 а  г  Т р и  тр н  ( 2 ,3 ),

f J - Г  ! * '
Tp „ ( 0 . 2 ) r f „ < - T p „ ( ’ , 4 ) ,

C r }f ” r 5 P ’  T „ ( U ) ’

-  T p H

C3 K  -  0

( i,k =  2 ,

C01 *  0̂1 * <̂7J +' C12 r  *74 Ь C23 *  ^ MUH'

Ш. МАТРИЧНЫЕ И БИМАТРИЧНЫЕ ИГРЫ

Матричные и биматричные игры -  модель конфликтных ситуаций 
д вух  лиц с конечным числом альтернатив их поведения. Матричные иг­
ры соответствуют ситуациям, к о г д а  выигрыш одного равен проигрышу 
д р у го го .  Когда выигрыши и проигрыши участников конфликта не равны 
между собой, применяются биматричные модели.

Найти оптимальные стратегии  игроков в антагонистических и г ­
р а х ,  заданных матрицами:



( ъ
3 4 2 С

- 1  \
34 .  / 2 - I -2 4

8  \4 3 5 0 - I 2
(  7

3 2 I 5

2 I 3 3 4 - I  / > 5 4 6 6 4 ) >

V 3
0 I 2 2 4 / V 3 3 - I -2 о /

36 .

Зо.

ад.

2 5 3 - I 3
6 4 5 8 4
3 7 6 6 7
2 6 4 - I -2

2 - I 3 -2 \
4 I 5 - I \
3 -2 4 - 3
3 - I 5 2 J
4 5 8 7 9
3 4 6 5 6
7 6 10 8 I I
2 5 4 7 3

П р и м е р  I I .  Найти решение матричной игры с матрицей

/ 5 2 3 4 I N
1 4  3 2 5

I 2 2 2 2 2 /

а )  Так как  ьщас мцн Ulj ф- п и н м ш с а ^ , то матрица не имеет 
седловой точки [7] . Поэтому решение будем искать  в смешанных с т ра ­
т е г и я х .

Используя соотношение превосходства  [ ? ] ,  сведем исходную игру 
к игре с матрицей

X П III /у V
I f  5 2 3 4 1\
П \1  4 3 2 5 )  ’

так  как  третью строку  строго превосходит линейная комбинация первых 
двух  строк с коэффициентами 0 , 5 .



Решим полученную и гр у ,  используя сво й ства  оптимальных с т р а т е ­
гий [ ? ] :

E(l, Y * ) 4 v , l = 1,2 ;

E ( X : j ) * v ,  j =  f~5, ( ? )

где  £ -  математическое ожидание выигрыша,
у  -  цена игры,

Добавив к ( 7 )  условия

U'
X j  + Х2= I ,

г д е  tj,t  и XL -  I  - е  компоненты оптимальных с тр ате ги й ,  получим
для рассматриваемой игры си стем у :

Ь + Ч г  + Зу 3 + 2 f i + 5 y s < v ,

5х1 г х 2 >у V,
2х ,  ^ х ? >,гг, ( 8 )
5 х 1 +• Зх2 >/ v,

4х,*-2хг > v, 2и-~1,
х £  5 х2 > гг, и  jL

Х £ Х 2 = 1.

Предположим: Xt f O,  Хг ? 0 , О,

тогда система ( 8 ) превратится в си стем у :

5х1 1-х г = v ,  
2хг Ч х г = v ,

Vi + f c  = 1.
X] +• х 2 — /, 

3 х 1 +3х2>/ ТГ, 
4х }+2л:2>уг-,

X, + 5хг i- у .

гэ

С 9 )



Из первых пяти равенств  системы ( 9 ) 1  находим ^  = ~L~ , ^

V-Ъ > x t = х2 =■ - j -  • Пятое равенство в ( 9 ) и в се  неравен ства

выполняются, значит , найденное решение я вл я е т с я  оптимальны!.
Для исходной задачи с учетом вычеркнутой строки

° ’0 ’ 0 >

б) Поскольку игра с в ед ен а  к игре 2 x 5 ,  то ее можно решить 
графически. Построим i j  = £ ( Х ,  6 ) .

Из рис .  6 видно, что v = 3 ,  = x 2 = - j - ‘

“ ■... ..............
"  I

^  г г1L

0,5

Р и с .  6

1.0 X

В к а ч е с т в е  решения для второго игрока можно выбрать чистую 
стратегию 3 ,  т ак  к ак  при этом выигрыш игрока 2 не зависит  от с тр а ­
тегии  первого игрока и равен цене игры.

в )  Найдем в с е  решения игры. Для этого  нам достаточно найти 
в с е  крайние точки множества решений [ 7 ] ,  которые соответствуют
подматрицам £• матрицы игры.

Выделим Вт .

о  «/ 1 1 i  ,  ( a d j B , ) *  Л У М Ы !  у 1 К  
Ч М |  й *  i K a d j B j V i  2 2 ‘

' i l l  11-1 511II "И 1

у  (ad jB, ) ' o> 1 2 !В,\ _
Y j ; ( a d j B , ) O z  3 ’ 3 ?  * 3 ; ( a d j B 1) J z



= < i ,  i - >  
2 2

I 2< j ,  j , 0 , 0 , 0 > .  Эти векторы удо влет ­

воряют свойствам оптимальных с тр ате ги й .  Выделим В^:

Ч ’ к--
Y ' - < 0 , 0 , 1 , 0 , 0  >■

Подматрица В3 не со о т в е тс т в у ет  никакому решению, так  как  
Y содержит отрицательную компоненту:

Выделим остальные подматрицы:

В,

V

1|Г 
5 II

I
3» !
з у
&
4

Ь < М > ,  
2 2

>,

V -  Л  1ч 
Х < 2  ’ 2 >f

<f X '

у
2 2

y ; = < i , о ,  о ,  о ,  1 > ;

X = <0 , 1 >, У = У •Ц l 2 >

*7= 1 *

У % < ° ,  *  . о ,  I  , 0>:
5 '2  ' 2 '

( B j  не с о о т в е тс т в у е т  никакому решению);



X# = < j ’ j > ,  Y8* = < 0 . 0 , 0 , j > j > -

Итак, для первого игрока в исходной задаче  сущ ествует  един­

ственная  с т р а т е г и я  X 

ленное множество с тр ате ги й :

У = х , Y’ r  x p Y? \ c c s Y3%  i-c(s  У/,

= / i  , i  , 0 > , для второго -  бесчис-
2 2

CXL» 0 ,  1 - 1 , 5 ,
I X

4 1 .

44 .

Используя приближенный способ,  найти цену игры. 

42 .

3 2 -
I 3 2

)
п

[ 4  2 I  \ 43 . Г 1 0 2 )
1 I 3 I ) \ 2 - I I ;

П р и м е р  12 .  Решить приближенно игру с матрицей

Пусть первая итерация-партия начинается с выбора игроком I 
с трате гии  сС ,.  В т аб л .  15 приведены результаты  первых четырех
итераций-партий.

Т а б л и ц а  15

--------1----------------------р --------------------

А  (  К) \JM-1 (х )A \a i ( K ) \ u . p i ( K j \ j L p 2 ( K ) Р, (А) Р? (  « )

I оС, 2 4 2 А 2. 1 3
2 (Хг 5 5 2 . 5  А 4 6_ 3
3 а , 8 6_ А 8 7 2 ,6 6
4 ос, ш 10 2 , 5  а ш 10 2 ,5

Введены обозначения:
А -  номер итерации-партии,

х  ( X ) -  чистая с тр ате ги я  игрока I в А -  й итерации-партии,
и  в - ( а )  -  суммарный выигрыш игрока  I  з а  А итераиий-пчотий при

“L1 выборе игроком П стратегии  J)-  ,



О , ( л ) -  оценка снизу для цены игры,
f i L( а) -  чистая страте гия  игрока П в л -  й итерации,

суммарный выигрыш игрока I з а  л итераций при вы­
боре им стратегии  

\>2 ( к )  -  оценка сверху для цены игры.

А  и • • • / , - -

Некооперативные игры

Решить следующие игры как  некооперативные:

4 5 .  / ( 2 , 1 )  ( 3 , 1 )  ( 4 , 1 )  \
( 3 , 2 )  ( 3 , 2 )  ( 4 , 2 )

V  ( 3 , 1 )  ( 4 , 0 )  ( 3 , 0 )  / ’

4 7 .  / ( 1 , 1 )  ( 0 , 1 )  ( - 1 , 1 )  \
I ( 2 , 2 ) ( 2 , 1 ) ( 5 , 0  ) ] ,
\ ( 4 , 4 )  ( 3 , 2 )  ( 2 , 0  ) )

4 6 .  /  ( 1 , 4 )  ( 2 , 3 )  ( 3 , 2 )  \ 
( 2 , 5 )  ( 4 , 1 )  ( 2 , 2 )  

\ ( 3 , 6 )  ( 4 , 5 )  ( 3 , 2 )  /

46.' /  ( 0 , 0 )  ( 1 , 1 )  ( 2 , 2 )  \
( 2 , 2 )  ( 3 , 3 )  ( 1 , 1 )  ) 

V ( 4 , 4 )  ( 2 , 2 )  ( 0 , 0 ) J

П р и м е р  13 . Решить некооперативную игру с матрицей

I / ( 1 , 1 ) 12 , 2 ) \ .
! ^ ( 3 , 3 )  ( 1 , 1 ) ) ]

Пары стратегий  (П, I )  и (1 ,П )  являются уравновешенными [ 7 j , но не 
взаимозаменимыми, поэтому игра не разрешима в смысле Нэша. Так как  
пара П,1 совместно доминирует над парой 1,П , то игра разрешима 
в строгом смысле.

Кооперативные игры.

Решить следующие игры к а к  кооперативные:

4 9 .  / ( 1 , 4 )  (2 ,3 )  ( 3 , 2 )  \ 5 0 . / ( 5 , 5 )  ( 4 , 7 )  ( 3 , 6 )

[ m m W  К / !



51 / ( 2 , 0 )  ( 0 , 2 )  ( 2 , 3 )  \ 5 2 .  /  ( 1 , 3 )  ( 0 , 4 )  ( 1 , 4 )  \
( 3 , - 1 )  ( 1 , 5 )  ( - 1 , 6 )  ) ( 1 , 2 )  ( 1 , 3 )  ( 1 , 2 )

^ ( 4 , - 1 ) ( 2 , 3 )  ( 4 , 4 )  /  \ ( 0 , 2 )  ( 0 , 2 )  ( 2 , 3 )  )

и,-

П р и м  е р  14 .  Решить кооперативную игру с матрицей

( 1 ,0 ) (0 , 1 ) 
( 2 , 1 ) (0 , 2 )

Построим выпуклую оболочку множества платежей игроков 
(ри с .  7)

Множество Парето платежей -  линия, 
соединяющая точки ( 2 , 1 )  и ( 0 , 2 ) .Выделим 
из него переговорное множество,для этого  
найдем минимаксные платежи каждого игро­
к а .  Для игрока I  матрица условной ан таго ­
нистической игры имеет ви д :  / I  О

I 2 О
Она имеет 2 седловые точки, минимаксный 
платеж первого игрока равен 0 .  Анало­
гично определяется  равный I  минимаксный 
платеж второго игрока по матрице /О I

I 2

ЧУ/////. г/////%\

О 1
Р и с .  7

Таким образом, точка минимаксных платежей на рис . 7 со о твет ­
с т в у е т  точке ( 0 , 1 ) ,  следовательно , переговорное множество есть  
множество Парето без точек ( 0 , 2 ) ,  ( 2 , 1 ) .  Переговорное множество -  
решение кооперативной игры.

1У. НЕПРЕРЫВНЫЕ ИГРЫ

непрерывные игры -  модель конфликтных ситуаций двух  лиц с 
бесчисленным множеством страте ги й  поведения.

53 .  Задача защиты двух  объектов .
X -  мощь нападения, 
у  -  мощь защиты,
/* -  количество единиц мощи нападения, уничтожаемых единицей 

мощи защиты.



Объект сч и тается  захваченным,  если мощь нападения,  направлен­
ная на н е го ,  превосходит увеличенную в г  раз  мощь защиты на 
этом объекте .  X и У д ел ятся  на оба объекта в любом отношении. 
Найти оптимальные стратегии  защиты и нападения.
У казани я: сформулировать игру к ак  непрерывную с критерием, учиты­
вающим оставшуюся мощь нападения:

а )  X = 10 , У = 8 , Л = 2 ,

б) X = 10, У = б, г = 3.

П р и м  е р  15 .  Пусть непрерывная игра задан а  платежной 
функцией

Для оптимальных стратегий  G* и Г  “ [  7 ] должно выполняться 
соотношение:

м  ( х ’ Я  = ( ( 1+ х  ^  )**
Проверим, что решение этой игры имеет вид :

О О
Действительно,





У. ДИСКРЕТНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ИГРЫ

54 . Решить антагонистическую игру на уничтожение.  Терминаль­
ная поверхность -  оси координат. На них нанесены значения плате ­
жей для игрока Е .  Вектограммы игроков приведены на рис.  8 .

55 .  Решить игру преследования. Вектограммы и область з а х в а т а  
приведены на ри с . 9 .

П р и м е р  1 6 .  Рассмотрим игру преследования с векто гр ам -  
мами, заданными на рис. 10 , в редуцированном простран стве ,  приве­
денном к центру Р .  На рис . I I , а  показаны точки редуцированного 
простран ства ,  попадающие на терминальную поверхность з а  один полный 
ход  (сн ачала  ходит Е, потом Р ) ,  на рис . 1 1 ,6  -  з а  2 полных х о да ,  
на рис . I I , в -  з а  3 полных х о д а .

Результат  решения приведен на рис. 12 (линией выделен 
барьер Е ) .
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