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Ц е л ь  р а б о т ы :  изучение алгоритма цифровой фильт­
рации сигналов в частотной области, ознакомление с особенностя­
ми его практической реализации и исследование алгоритма посред­
ством выполнения машинного эксперимента на ЗЗЙ.

I .  КРАТКИЙ СВЗДнМЯ из ТЙОЙШ

1 ,1 . Вводные замечания

Из теории цепей известно, что отклик y ( t )  некоторой ли­
нейной аналоговой системы на воздействие s c {t )  во временной об­
ласти можно получить с помощью интеграла свертки 

£
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о
где A  ( t )  - импульсная характеристика линейной системы. Б даль­
нейшем мы сузим понятие "система” и будем под системой подразу­

мевать фильтр.
Воспользовавшись преобразованием Фурье, отклик jj{& )  можно 

вычислить и з частотной области:
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здесь Х 0 Ш)  , y f j& )  - спектры входного и выходного сигналов, 
H ( Ju i)  - комплексная частотная характерно така фильтра.

Ясно, что уравнения ( I )  а (2 ) по-разному описывают один и тот 
ае процесс, имеющий место в некоторой физической системе - аналого­
вом фильтре. Рассмотренный подход возможен и в цифровой уильтрации. 
Однако код цифровым фильтром (ЦФ) обычно понимают алгоритм, позволяю­
щий определить отсчеты выходного сигнала ь функции отсчетов входного 
сигнала, а не некоторое техническое устройство. Алгоритм цифровой 
Фильтрации обычно на связан жестко со структурой процессора, с по­
мощью которого ЦФ реализуется. Более того, при реализации ЦФ на ос­
нове микропроцессоров иди ЗШ различного ранга алгоритм фильтрации 
полностью определяется программой, внесенной в процессор, а не его 
структурой. Ясно, что алгоритмы цифровой фильтрации во временной и 
в частотной областях реализуются с помощью различных программ, тре­
буют разных аппаратурных и иных затрат.

1.2. Методы вычисления цифровой свертки

Основу цифровой фильтрации сигналов во временной области со­
ставляет линейная дискретная свертка

£-*
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Выражена© (5) является дискретным эквивалентом выражения ( I ) .
Здесь а далее, если не оговорено особо, принимается шаг временной 
дискретизации 1=1 » Для физически реализуемого фильтра должно выпол­
няться условие h fn ) а о spa Л  « ' 0. Заметим, если последователь­
ности х (п )  и A fn j имеют длину /У к <4/ отсчетов соответст­
венно, so длина свертки составит ?}•+ М  - I отсчетов.

Для реализации алгоритма (3 ) можно написать очень простые,хотя 
не очень эффективные е точки зрения скорости обработки программы.
В самом деле, spa A/ — i  4 Л  для вычисления одного отсче­
та выходного сигнала необходимо выполнить А/ умножений чи­
сел. и /I'W- сложений. Такое большое количество арифметических опе­
раций ка один отсчет выходного сигнала и является причиной, низкой 
эффективности алгоритма (3 ) при большом А£ . До этой причине пря­
мое вычисление свертки в большинстве практических случаев оказывает­
ся целесообразным лишь яри небольшой величине // , не превышающей 
нескольких десятков»



Для реализации процедуры цифровой фильтрации можно использовать 
косвенный метод, который в большинстве случаев обеспечивает сущест­
венно большее быстродействие, чей прямое вычисление свертки. Метод 
косвенной свертки строится на основе теоремы о циклической свертке 
для дискретного преобразования Фурье, Эффективность этого метода до­
стигается благодаря использованию в нем алгоритмов быстрого преобра­
зования Фурье (Бпф), обладающих высоким быстродействием /1,2,3/. Та­
ким образом,ЩФ составляет основу метода фильтрации сигналов в час­
тотной области.

циклическая свертка изучается в лабораторной работе "Дискретное 
преобразование Фурье", поэтому, не останавливаясь на существе теоре­
мы о циклической свертке, отметим, что циклическая и линейная сверт­
ки (3 ) приводят» вообще говоря, к различным результатам. Однако суще­
ствует способ преобразования свертываемых последовательностей, в ре­
зультате которого циклическая свертка (на одном своем периоде) и ли­
нейная свертка тождественно совпадают. Напомним суть этого метода.

UjCTb задан сигнал X (t t )  , П, =0 , 1 » ...»  М  - I»  который сле­
дует обработать с помощью ЯЦФ с ис пульс ной характеристикой 4ifi% ) . 
Фильтрацию сигнала T fr t )  в частотной области можно выполнить с по­
мощью следующей многошаговой процедуры.

Шаг I .  Выберем число L  - минимальную степень числа 2, превышаю­
щее или равное /, и дополним последовательности £(г*)и  ну­
левыми отсчетами до длины L  . Иначе» образуем.новый сигнал

Xfn), пяО,
X . f f % )  s  э с { п . )  п р и  п  =  О , . . . *  М " 4  > 

X ( n . ) z &  я р и  Л  2  p f ,  •

и импульсную характеристику 4г (л .)„ £  '4  , причем

■к(п,)  *• k,fr%) л * 0 , . . . 9 /*Л/„

k ,{n ) s О п р и  п  & л /„ 1-4 . (5 )



( ? )

Шаг 3. Вычислим комплексное произведение У (к )  и 

У (к) * Х(к) НО<) , х * О , , В */, ^

представляющее собой дискретный комплексный спектр выходного сигнала.
Шаг Д. Вычислим обратное ЕПФ для последовательности У (к )  

и получим
-/ , 4 X l П КУ ( п ) г  — Z  У {х )£  *• ,  П е /, ... 3 £ “ /.

*  " « . О  (9 )

Последовательность у  f o )  f /7 =0 ,1, 2 - I в соответствии
с теоремой о свертке из ЛИФ является циклической сверткой последова­
тельностей х (п . )  и У г,{л .) .Последовательность y f n ) совпадает 
с линейной сверткой %(**■) в /У-‘Л ' _ j  в -очках. В остальных точ­
ках на интервале (М+АУ-/,..̂  L4 )  отсчеты этой последовательности 
нулевые. Иначе

u fn .) s и  fn .)  п р и  П  - 3, A i+ A/-29
*  . j  (Ю )
t j f n ) z O  п р и  *7 ~ А14- УУ-У,.. ~

Сразяиа алгоритмы прямой и косвенной сверток с точки зрения вре­
мени их выполнения на ЭВМ. Для этого необходимо выбрать критерий срав­
нения. Как видно из выражения (3 ), для получения линейной свертки не­
обходимо выполнение операций сложения _и умножения. Полагая значения 
комплексной экспоненты W L П*г £ - J{**/*• ц  у ^ ~ ‘г7У<ъ выражения 
( 6 ) ,  ( 9 ) вычисленные заранее, , мокко заключить, что алгоритм кос­
венной свертки таете реализуется с помощью операций сложения и умно­
жения. При практической реализации алгоритмов на ЭВМ возникает таете 
необходимость,выполнения операций, связанных с организацией вычисли­
тельного процесса: пересылки команд и данных из памяти в процессор к 
обратно, управления устройствами ввода-вывода и других.

Из всех этих операций операция умножения многоразрядных чисел 
является наиболее медленной. Для ее выполнения программным способом



ка микроЭВМ требуется время в несколько десятков pas больше, чей на 
слогение. Поэтому в качестве критерия качества (по быстродействию) 
алгоритмов цифровой обработки сигналов часто берут число умножений, 
необходимое для. их выполнения. Используя этот показатель качества, 
объясним, почему процедура свертки в частотной области (4 )- (9 ) может 
быть более выгодной с точки зрения времени обработки по сравнении с 
прямой сверткой (3 ).

Можно показать, что для выполнения свертки двух действительных 
последовательностей длины М  и /V по формуле (3) требуемое коли- 
чество умножений составляет

П - М  Л/' ( I I )

Покажем справедливость выражения ( I I )  на примере. Возьмем после­
довательности ос fo ), xCJ ), 30(2.) (  М z3) u h (o ), h/'4)/#•£)$вертка этих 
последовательностей содержит М *  ОУ -1=3+2~1=4 отсчета.

Вычислим множество этих отсчетов по формуле (3 ) ,  учитывая, что 
к  (п.)- о при о. < о, подучим

у  Со) - к  (о ) ос. Со)
у  (О  Г А / с }  xC s) + к ( ( )  so fa )  ^

и ( г )  г hfojozfs) +h(4 ) - * / < )

у / з )  - k A J x . C s ) .

Как видно аз формул (12), для вычисления последовательности 
* y / f )% y/2),}/(3) необходимо = М-ЛС = 3*2 = 6 умноже­

ний. _  _________
При фильтрации в частотной области время на вычисление ЛПФ импуль­

сной характеристики (7 ) можно нз учитывать, так как это ДПФ можно 
вычислить заранее один раз и навсегда для данного фильтра. Таким об­
разом, в случае фильтрации в частотной области требуется вычислить 
дза БПФ (БПФ по формуле ( 6) и ОБПФ по формуле (9 ) для L  точек) и, 
кроме того, выполнить L  комплексных умножений в соответствии с (8 ) . 
Учитывая, что алгоритм БПФ (ОБПФ) содержит комплексных ум--
ножений [1 ,2 ,3 ] , получим число комплексных умножений 

п - ъ /■ к. Спп / J  ф ;



а число действительных умножений

С136}

Нетрудно заметить, что эффективность свертки в частотной области за- 
зисит от соотношения величин £ и M*sV-{ . Наихудшее условие для 
эффективности такой фильтрации имеет место, когда ,М+ A/- f  ^  £  и, 
вместе с тек, £ z  2 )  , тогда как наилучшее условие, - ког­
да суш а ~ i меньше степени числа 2 , но очень близка к ней (или 
равна этой степени). Анализ, выполненный на основе соотношений ( I I ) ,  
(13) показывает, что при наидучших условиях эффективность метода свер­
тка в частотной области выше прямой свертки при числе коэффициентов 
фильтра более 4Q. Отметив, что в некоторых случаях имеется возможность 
дальнейшего увеличения скорости обработки в частотной области. Е са­
мой деле, в большинстве практических ситуаций фильтруемый сигнал яв­
ляется действительным ( кекокпдекскш).

В алгоритмах БПФ, однако,сигналы полагаются комплексными. Исполь­
зуя это обстоятельство, за один проход ШФ можно обработать две дейст­
вительные последовательности. Для этого достаточно из двух последова­
тельностей сформировать искусственным комплексный входной сигнал,ре­
альную часть которого составляет одна действительная последователь­
ность, а мнимую - другая последовательность. Таким образом, число опе­
раций умножения дополнительно сокращается примерно в два раза. Подроб­
нее этот метод увеличения скорости обработки ш  рассмотрим в п .1,3.

1.3. Методы секционирования косвенной свертка

В рассмотренной вше фильтрации в частотной области при обработ­
ке длительных сигналов, длина последовательности которых М сущест­
венна больше длины шпудьснвй характеристики &  ) г могут воз­
никнуть трудности. Поясним суть этих затруднений. Для этого рассмот­
рим особенности прохождения сигналов через фильтр. Обратимся сначала 
к алгоритму (3 ) фильтрации сигналов во временной области. При работе 
в реальном масштабе времени фильтр выдает отсчеты выходного сигнала 
в теше поступления на вход отсчетов входного сигнала. Память такого 
фильтра равна длительности импульсной характеристики ££ . Соответст­
венно этому запаздывание сигнала при прохождении через фильтр состав­
ляет Евличину, пропорциональную длительности импульсной характеристи­
ки.
8



В отличие от этого процесс обработки з фильтре, использующем 
алгоритм (4 ) ,  ( 6) ,  ( 8 ) ,  (9), полет начаться лишь только после того,_i ' 
как в запоминающем устройстве (ЗУ) фильтра накоплена вся выборка 
входного сигнала объема /У отсчотоз. В самом деле, как отмечалось 
выше, для выполнения ШФ предварительно необходимо сформировать мас­
сив чисел с размерность» L -5 в котором М  чисел суть отсче­
ты входного сигнала, а остальные - нулевые. Вследствие этого в та­
ком фильтре отсутствует возможность выдачи выходного сигнала в тем­
пе поступления отсчетов входного сигнала. Сигнал на выходе образует­
ся не раньше окончания реализации входного сигнала. При длинных 

* ( квазибесконечных) входных сигналах такая задержка в выдаче выходно­
го сигнала недопустима. Кроме того, для запоминания длинной последо­
вательности может потребоваться большой объем памяти, превышающий 
наличный ресурс.

По отмеченным причинам при длительных реализациях входного 
сигнала применяется секционирование свертки, суть которого состоит 
в разбиении последовательности входного сигнала на секции ограничен­
ной длины, вычислении сверток каждой секции а отдельности с импульс­
ной характеристикой фильтра и последующем объединении частных ре­
зультатов в единую выходную последовательность.

Существует два метода секционирования свертки: метод перекры­
тия с накоплением' и метод перекрытия с суммированием.

Рассмотрим метод перекрытия с накоплением. Алгоритм этого ка­
тода удобно представить в виде следующей многошаговой процедуры £ l j .

Шаг I . На первом шаге выбирается размерность БЯф L  . Ери реа­
лизации алгоритма основные показатели, такие как количество арифме­
тических операций, затрачиваемых на его выполнение, задержка з вы­
даче выходного сигнала относительно времени поступления секции вход­
ного сигнала, требуемый объем памяти вычислителя, зависит о т  выбран­
ной размерности БПФ. Величина ^  выбирается сообразно длине импуль­
сной характеристики А/ , которая полагается заданной. Ясно, что 
пра этом должно выполняться неравенство й > ^ % Существует опти­
мальное соотношение между величинами Z  и Л/ , при которой 
требуемое количество операций умножения* минимально. Выполнение ус­
ловия оптимальности по этому критерию приводит, в большинстве слу­
чаев, к неравенству L » t f .  Если оптимальная размерность ШФ слиш­
ком велика для доступного объема памяти, можно выбрать субоптималь- 
ное значение. Естественно, при этом снижается эффективность алгорит­
ма (см.ниже).



Шаг 2. На этом шаге вычисляется ШФ импульсной характеристика. 
Предварительно импульсная характеристика к  (п .), П , А/-{  
дополняется кулевыми отсчетами до длины L  , т .е . преобразуется к • 
виду h ( n , )  - h f r t . )  п р и  / ? - • ( ? , . „ ,  л а - 7 j

k , f n , ) s O  п р и  П - У ,  Л / * / , . . . ,  *  ■

Ясно, что искомое преобразование
7  / 1 - J /2 Л / 2 . )п к  Н(к ~ И  kfn)£ J 0 Л.£

л ?а  ’ '

Шаг 5. Выбирается секция входного сигнала -*V Сп.) f состоящая 
из L a  общем случае ненулевых отсчетов, и вычисляется преобразова­
ние Фурье Кс ( к )  = £ г  £■ (n )a ~ jr £ *U  1-1.

Шаг 4. Вычисляется комплексное произведение YL /*■)-Нfx j У- f< ) 
для К : 0 , .

Шаг 5. Вычисляется обратное преобразование Фурье для У*' )  .
В результате получается выходная последовательность

</; (п-)  , n s

Шаг 6 . Объединяются частные результаты U; (п-)  в единую выходную 
последовательность % (*■ ). Правило такого объединения нуждается в 
пояснениях.

Вначале напомним, что практический интерес представляет линей­
ная свертка, так как именно ев описывается продето фильтрации  ̂сигна­
лов. В рассматриваемом методе, однако, вычисляется циклическая свертка. 
Вено, что необходимо создать условия, при которых на периоде цикли­
ческой свертки вое ее отсчеты или часть их совпадали бы с отсчетами 
линейной свертки. В последней случае для формирования единой выход­
ной последовательности могно использовать только верные отсчеты.

Как отмечалось, линейная свертка двух последовательностей с дет­
кой L и А/ отсчетов имеет длину отсчетов. В рассматри­
ваемом алгоритме циклически свертываются секция сигнала, состоящая 
из L  ненулевых отсчетов, и икпульская характеристика, также шею- 
щая L отсчетов, из которых только А/ отсчетов отличны от куля, 
а остальные l -Л/ отсчетов - нулевые. Получаемая циклическая сверт­
ка имеет период ^ отсчетов. Как видно, длина линейной, евгртни 
больше длины периода циклической свертка. Это означает, те© не ас®



отсчеты циклической свертки верны. Нетрудно убедиться в том, что пер­
вые V -   ̂ отсчетов последовательности ^ ifa )%  ^  -0 ,1 , . . . ,  Л? -2 
неверные, тогда как отсчеты от Л/~ 1 до L  */ соответствуют отсче­
там линейной свертки. Заметим, что число верных отсчетов равно числу 
нулей в импульсной характеристике h fa ) плюс единица, т .е . ,
откуда очевиден смысл соблюдения неравенства L »  Л/ при выборе 
величины L

Таким образом рассматриваемая процедура на каждом шаге итерации 
получает L-M+- / отсчетов искомой линейной свертки от 1 до Д - / . 
Эти отсчеты включаются в выходную последовательность У  fa )  . Обозна­
чим число правильных отсчетов в последовательности у с- f a )  через 
М = и + i   ̂ Секции no М правильных отсчетов аз частных свер­
ток </; fa } должны примыкать друг к другу и составлять единую, нераз­
рывную последовательность у  fa ) , Очевидно, что последовательное ть у (п ) 
можно составить из отрезков по а правильных отсчетов, когда пос­

ледовательные секции входного сигнала перекрываются на точек.
Действительно, если даже первые У- / отсчетов частотной свертки 
Ц- (п .), полученные на текущем шаге итерации, неверные, то в этом слу­
чае вклад з свертку у  (п .) , соответствующий этим отсчетам, мож­
но получить на предшествующем i- i  шаге итерационной процедуры. Это 
позволяет отбрасывать первые <V-f отсчетов, полученные на L -й ите­
рации, и объединять оставшиеся М /  отсчетов с последователь­
ностью, полученной на предшествующих циклах работы алгоритма. На рис JL 
показан принцип описанной процедуры, в частотных свертках iji ( п )  
неверные отбрасываемые отсчеты помечены крестиками.

Рассмотрим возможность увеличения скорости вычислений путем 
обработки двух секций сигнала за один проход БПФ. Как уже отмечалось 
вш е, ДЦф двух действительных сигналов можно вычислить совместно, ис­
пользуя один из них в качестве действительной части, а другой - в ка­
честве мнимой части в комплексном преобразований. Нетрудно также по­
казать, что свертки двух действительных последовательностей ,
ОС2 (п ,) , п - О ,.., ,  L - {  , о одной действительной последователь­
ностью можно получить, используя только однократ­
ное вычисление свертки. В самом деле, пусть Н (*) ,  суть
БПФ последовательности £ (п  полученное на шаге 2 описанной выше 
процедуры.

Сформируем комплексную последовательность 

х ( п )  = X sC n .) * J- X t (n .), п = 0 , ■
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ДДФ этой последовательности имеет вид
и - ̂  .jf27 i/L )п к  £■* ~jf23/jt.)nx

Х ( к )  = 2- я / л )  г  ' = Z  ccfan.)&
/1-0 Л -0

, ] ¥  осг { п ) е {г Л и )п <  ■- X , ( « ) * J x‘ M  ■
О: С

Далее, как обычно, вычисляется комплексное произведение

х (к ) И fa) * *2 (к) Н fa) +JX2 ( к) И fa) ■

Последовательность Ч f a ) , n x O , . . . , L ~ i  ; которая соответствует
свертке c c fa j и fi(n - ) , можно подучить, выполнив обратное преоб­
разование Фурье пооизведения 'А (к ) И  ( х )  ;

, /-/ ~ , / [2ff/6)O K
и (гг )  - 2Г ^  ! Ху ~ '  =

Х-О

- t / i f a )  + J  $  г С П-) .

Последовательность у  (п . )  - комплексная. Эту последовательность
необходимо разделить на две компоненты, соответствующие сверткам по­
следовательностей 2j(n-)s £ (r- )u  Z s fa )k (n ). Нетрудно показать, что 
этими свертками язлявтся

J  ijO  л jfa F / iJ/ 7*Г л
iU W T & X t t o W e

- t  £ * . ( * ) * *  f a * " " *  }
X-O

3 самом деле, свертка двух действительных последовательностей 
CCjfr.)  и (п .) является последовательностью также действительной.



В комплексной последовательности У (r< I  реальная часть_- это yv /л.J  , 
следовательно,^-^/ является сверткой Зн(п-) и h ( n ) . Ясно, 
что У г ( п )  - зто свертка сс2 'г-)ц h. (п ) „

Таким образом, для разделения у (п  )  на компоненты необходимо 
выполнить операции

у  у ( п ) - [ ч (п )+  у  {■ '• )]/2  ;

у , Гп ; [ i f c * ) -  y * ( r - ) J / 2 f

где *- - знак комплексно-сопряженной величины.
Обратимся к задаче обоснованного выбора размерности БПФ в мето­

де фильтрации сигналов в частотной области. Пусть задан фильтр с им­
пульсной характеристикой из А/ отсчетов и используются преобразо­
вания длины й . Тогда на каждом цикле итераций фильтруется только 

отсчетов. Следовательно, чтобы отфильтровать отсче­
тов входного сигнала, необходимо выполнить £  {L~ A /+ f)  циклов ите­
рационной процедуры. Вели числе операций умножения з каждом цикле за­
дается формулой <135), то полное число таких операций составит 

rf
п ■ -21— Г -fi £ + / 7  ,

К а.: видно, при заданных >У и Л / . полное число операций умножения 
является функцией У

Результаты расчета оптимального значения £> в зависимости от 
длины импульсной характеристики приведены в табл. 1 [ l j .  ■

Т а б л и ц а  I

;Длина ИХ А/ 
(Оптимальное У

3’ 2

I I —17 
64

!16-25 
128

30-52
256

55-94 
512 |

1 /|Длин 2. ИХ
«Оптимальное Z
1

95-171
1024

I72-3IO
20 43

311-575
4096

■

576-1000
8192

1
:

!

Анализируя содержание табл. I ,  нетрудно заметить, что оптималь­
ное значение У растет с увеличением А/ не з прямой, а более 
высокой пропорции. Вместе с тем, как утверждается в работе [ I ] ,  чис-



ло операций умножения "не очень быстро" возрастает при отклонении 
выбранного значения Ь  от оптимального. Поэтому, когда доступный 
объем памяти вычислителя недостаточен для оптимального L c/rr, можно 
использовать субоптимальное значение без резкого снижения эффектив­
ности. Так например, если выбирается L  & 2 /V t то число операций ун- 
ножения возрастает лишь в 1,33 раза.

2» МАШИННЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ И ПРОГРАММА

з настоящей работе исследование .алгоритма фильтрации сигналов в 
частотной области выполняется на основе частотно-избирательного не­
рекурсивного (ЮВД цифрового фильтра (нижних, верхних частот, полосе- 
вого яла заградительного). Такое исследование проводится посредством 
машинного эксперимента, в процессе которого рассматривается прохожде­
ние сигналов через фильтр, а также определяются характеристика фильт­
ра. В результате анализа данных, полученных в машинном эксперименте, 
студенты должны убедиться в соответствий "механизма" фильтрация тео­
ретическим положением, или наоборот, установить наличие несоответст­
вия экспериментальных данных ожидаемым теоретический..

В эксперименте цифровой фильтр реализуется программный способом 
на ЕС ЭВМ. Программа цифровой модели, с помощь» которой выполняется 
эксперимент, предлагается студентам в законченном виде. Приведем не­
которые сведения о программе.

Для' наглядности сущность машинного эксперимента раскрывается с 
помощью структурной схемы его алгоритма. Последовательность выполняе­
мых операций приведена на рис.2. Рассмотрим работу цифровой модели 
по этой схеме. Как видно, эксперимент выполняется в два этапа; на пер­
вой исследуется прохождение сигналов через фильтр, на втором - опреде­
ляется его амплитудно-частотная характеристика.

Цифровой фильтр задается своей импульсной характеристикой. Способ 
расчета импульсной характеристики фильтра не рассматривается в настоя- 
шем пособии.Этот расчет может быть выполнен известными методами £l,2,3J. 
В частности, в качестве исходной можно взять импульсную характеристи­
ку, полученную в лабораторной работе "Расчет и исследование нерекур­
сивных (НИХ) цифровых фильтров". В программе используется метод сек­
ционирования свертки с запоминанием. Существенным моментом в реализа­
ции алгоритма этого метода является выбор размерности ШФ, составляю-



Размерность
БПФ

Частоты
тест-сигналов'

Импульсная характеристика 
фильтра |

Вычисление Д1Ф и м п у л ь с н о й 1 Вычисление
характеристики кь идр&тв

мод.> л к

Получение"
тест-сигналов

и ечать

вычисление реализаций 
выходного сигнала

Печать
получение тест-сигналов 
на сетке частот

Вычисление ЛП©

... ....... ......... ..Л- ---Вычисление комилексного Вычисление
спектра входного сигнала квадрата 

модуля |1
i9 I Печать

Получение комплексного 
спектра выходного 
сигнала

- 1
Вычисление | 
квадрата 
модуля jт

1
i

{
t

Вычисление спектра н-~
выходного сигнала |

Вычисление реализаций 
выходного сигнала—---

в оз в едение в квадрат 
и усреднение

Определение эксперимента- 
льяой АЧХ-фильтра_______

Р и с . 2



щей длину секции входного сигнала. Так как импульсная характеристика
полагается заданной, и, следовательно, определена ее длина, для вы­
бора размерности БПФ можно воспользоваться данными, помещенными в 
табл. 1 .

Размерность БПФ /v вводится через параметр М  .связанный 
с величиной А/ соотношением /V- 2 ^ .  По максимуму размерность 
БПФ ограничивается выбранной в программе размерностью массивов чисел, 
в частности, должно выполняться условие //&■ 128 или М S  7,

Первым шагом эксперимента, как видно из структурной схемы (см. 
рис. 2 ), является вычисление ДПФ импульсной характеристики. Зта опе­
рация выполняется в ЭВМ. Попутно вычисляется квадрат модуля ДПФ им­
пульсной характеристики * {< }*£ # 2  М (к )]г  + С1тН (к)3\ где 
Jm  r j _ реальная и мнимая части ДПФ. Массив чисел А£Ю К  =0,1, 
. . .»  L - I выводится на печать. Нетрудно видеть, что дискретная функ­
ция А( К ) представляет собой квадрат амплитудно-частотной характерис­
тики фильтра. Отсчеты этой характеристики выдаются с шагом по часто­
те Ps J/ (£ T j% где L  ~ размерность БПФ. Ясно, что при шаге дискре­
тизаций по времени Т = I  величина Р-^/6  , функцию А(Ю следует 
рассматривать как расчетную частотную характеристику фильтра (по мощ­
ности), вычисленную по заданной импульсной характеристике. В отличие 
от этого, нище будет определена экспериментальная АЧХ фильтра, осно­
ванная на сравнении амплитуд выходных к входных сигналов при различ­
ных значениях частоты этих сигналов.

Характер преобразования сигналов при их прохождении через 
фильтр определяется при гармонических входных сигналах. Таких сигна­
лов формируется .два на разных частотах. Частота одного из них берет­
ся в пределах полосы пропускания фильтра, другого - в полосе яепро- 
пусканин. Длительность отрезков этих дискретных синусоид выбирается 
произвольно. Однако для реализации секционирования свертки эта дли­
тельность должна заметно превышать, например, в 4-8 раз размерность 
БПФ (длительность одной секции). Максимальная длительность реализаций 
сигнала также ограничивается выбранной в программе размерностью мас­
сива чисел и не должна превышать 512 отсчетов.

Б программе реализации гармонических тест-сигналов формируются 
с помощь» цифрового синус-косинусного генератора £4]. Прохождение 
сигналов разных частот через фильтр моделируется раздельно» В прог­
рамме последовательно реализуются все шаги алгоритма секционирования 
свертки с накоплением {см. п .1.3 в рис.2 ). Вначале выполняется ДПФ 
над секцией входного сигнала и вычисляется таким образом его комплекс­



ный спектр. Затем вычисляется комплексный спектр секции выходного сиг­
нала как произведение входного спектра на ДДФ импульсной характерис­
тики фильтра. Далее выполняется обратное ДПФ и вычисляется секции вы­
ходного сигнала. Эти операции циклически повторяется до тех пор,пока 
не закончится обработка всей реализации входного сигнала и ке будет 
получена полная реализация выходного сигнала. Попутно вычисляется 
квадрат модуля спектров входного и выходного сигналов^ На печать вы­
водятся реализация входного сигнала (200 отсчетов), кзадрат модуля 
спектра входного сигнала и спектра сигнала на выходе и реализация вы­
ходного сигнала (также 200 отсчетов). Данные, выводимые на печать, 
используются для анализа работы фильтра. Заметим, что моделирование 
сигналов двух частот, одна из которых, как отмечалось, берется з по­
лосе прозрачности фильтра, а другая - вне этой полосы, позволяет уяс­
нить прохождение сигналов через фильтр в этих двух характерных слу-
Ч afi.X. •

Описанная процедура составляет первую часть машинного эксперимен­
та, в которой исследуется фильтрация сигналов в частотной области.
Во зторой части эксперимента определяется амплитудно-частотная харак­
теристика фильтра. Способ измерения этой характеристики подобен обще­
принятому. На вход фильтра подается гармоническое колебание. Ясно, 
что выходной сигнал по завершении переходного процесса также будет 
гармоническим колебанием. Это колебание возводится в квадрат и усред­
няется. Нетрудно видеть, что операции квадратировакия и усреднения 
эквивалентны кзадратичноау амплитудному детектированию, Величина по­
лученного таким образом сигнала пропорциональна коэффициенту переда­
чи фильтра по мощности на частоте входного сигнала.

Для получения амплитудно-частотной характеристики частота вход­
ного сигнала скачкообразно изменяется с некоторым шагом и на каждой 
частоте определяется коэффициент передачи фильтра. Ясно, что получае­
мая таким образом частотная характеристика является эксперименталь­
ной, так как она определяется в результате анализа амплитуд сигналов, 
"пропускаемых11 через фильтр. В программе гармонические входные тест- 
сигналы в этом случае, как и ранее, формируются с помощью цифрового 
си нус -ко с и ну с но го г е не ра т о ра,

Как видно, частотная характеристика получается в дискретных точ­
ках час тн ой  шкалы, на частотах, на которые "настраивается" синус- 
косинусный генератор. Ясно, что точность определения, "детальность" 
получаемой амплитудно-частотной характеристики зависит от шага по 
частоте, с которым перестраивается генератор. Для возможности управ­



ления шагом по частоте в программе предусмотрено разбиение всего час­
тотного диапазона на три поддиапазона. В качестве исходных данных за­
дается граничные частоты поддиапазонов и количество точек в каждом из 
поддиапазонов.

Отметим возможность получения качественно различных результатов 
в рассматриваемом способе определения А ЧХ и на основе дискретного пре­
образования Фурье импульсной характеристики, ДПФ импульсной характе­
ристики дает значения частотной характеристики в дискретных точках 
частотной шкалы с равномерным шагом f--/(Ь  Т)  . Яри этом вынести
какое-либо суждение о характере частотной характеристики на промежу­
точных частотах, отличных о т/ *  - ti Р  , <-Ог , невозможно.
В экспериментальном методе, варьируя шагом изменения частоты входно­
го гармонического тест-сигнала, можно определить частотную характе­
ристику в произвольных точках частотной шкалы. Полученная частотная 
характеристика нормируется и вызодится на печать.

Общее представление о программе модели, ее сложности можно по­
лучить по распечатке, приведенной в приложении. Программа написана 
на языке Фортран и состоит из основной программы и трех подпрограмм 
типа M B A O U 7 W  , имеющих имена Р  PTLTf{ t Р Р Т  , GE/Vc%. 3 под­
программе Р Р Г  запрограммированы алгоритмы прямого и обратного БПФ. 
Основное отличие втих алгоритмов от других, получивших широкое рас­
пространение, состоит в том, что в них не используется представление 
сигналов в виде комплексных чисел»

В подпрограмме СЕМ Е%  реализуется цифровой синус-косинусный 
генератор гармонических колебаний.

3 подпрограмме P P lL  TR запрограммирован алгоритм секциониро­
вания свертки с накоплением. В основной программе сосредоточены опе­
раторы ввода-вывода, а также выполняются вспомогательные операции, 
обеспечивавшие выполнение машинного эксперимента.

3. ПОДГОТОВКА НАБОРА ИСХОДНЫХ ДАННЫХ ДЛЯ ЭВМ

"Техническая" часть настоящей работы состоит в подготовке на 
основе выбранных исходных параметров набора входных данных для ЭВМ, 
вводе этого набора в ЭВМ, прогоне программы и последующей обработ­
ке выходных данных по полученной распечатке результатов. Ясно, что 
любая неточность в значениях входных данных или формате их представ­
ления приводит к ошибочному решению или аварийному завершению зада­
чи, позтомч рассмотрим организацию ввода данных подробно.



В программе используется форматный способ ввода данных. Опера­
торы ввода и сопутствующие им операторы F O F H A 1  имеют следующий 
вид

Я Е А Ъ  3 , А/G Я , я  А Н  
з  F O R  Н А Г  (Т О ,  '2  А / )

Я Е  AT) S , AS,  /Н , А4, A T  A SЯ , А/Н, A J./V
S Г О Т  /4 Я  Т г 3 1  А / Т  F  7 .3 / А 1 4  J  

Д£ДТ> /О, { * * £ / ! ) .  /, А А )

■tO F O R  A tF  Г  / 2 2  /  F T  ГО . t o  / J  j

В табл. 2 перечислены идентификаторы, встречающиеся з операторах 
ввода; приведены их тип. Формат и смысловое содержание. При подготов­
ке набора данных различаются случаи линейной и нелинейной фазочастот- 
ной характеристики (.ОЧХ) Фильтра. При линейной ФЧХ, в силу симметрии 
импульсной характеристики, нет необходимости вводить повторяющиеся 
значения отсчетов импульсной характеристики. Поэтому при L - /V - / 
зводится только половина длины их, включая центральный отсчет при 
нечетном L Н  , Рассмотрим структуру набора данных на конкретном при­
мере. предположим, что

Т а б л и ц а  2

1еатификатор|Тип и формат Смысловое содержание

FAM

' сЫ X/
L
/7

Р  7  tO I

F A R  (о )

; Целое, 24
|Литес"ьчая строка 
!длиной не более 
j 62 символов, /гА /
! Целое, - У
\ Целое  ̂ JO
\ Целое, - У

' Одномерный массив,
: вещественные числа 
■ с фиксированной 
‘ точкой, F7.3
Одном есный масс ,:з, 
вещественные числа 
с фиксированной 
точкой, V 7. 3

Номер академической группы 
Первые 12 букв фамилии студента!

I

Длина реализации сигнала
Длина импульсной характеристики!
йаваметр, хасактеоизувший 
размерность ВПФ
Частоты двух тест-сигналоз

! Граничные частоты трех частотны* 
1 поддиапазонов,в которых опреде-| 
i лязтся частотная характеристика!
! фидьтоа * ’ I



(Идентификатор Тип и формат Смысловое содержание
! A/XTSJ
!
| U M  

H R E f/ г а )

Одномерный массив 
целых чисел, 2 *

Целое число, J У

Одномерный массив, 
вещественные числа 
с фиксированной точ­
кой, Ffe.sD

Числа отсчетов частотной харак­
теристики в каждом из трех под­
диапазонов
Признак линейности фазочастот- 1 
ной характеристики фильтра, 
дТ’/Р'.-у - фчх линейная

Отсчеты импульсной характерно- 1 
тики фильтра. Длина ИХ не бо­
лее 126 отсчетов

M R  =551; RAM = СИДОРОВ ; LS =256; £tf =24; M=6; Llf/-1\
^T(2)=0.04,0.25; FOR (4)=0,0.08,0.160,05; ЫК (3)= 10,10,10;Первые 

12 отсчетов импульсной характеристики:
0.0023920360 0.0150285624 0.0II0566728 0.0028986638 -.0153561793
-.0339030288 -.0384369567 -.0153459944 0.0393749401 0.II5I3394I2
0.1888467073 0.2343263626

Учитывая, что косая черта б операторе FORMAT 0зЯацает пере­
ход на следующую строку, для данного примера набор данных запишем 
в виде f/ff-О. S 'f $ 2 ■**

^  - пробел на одну позицию

^551СИДОРОЕ
tj256uw24u„ u6 »

Q-0uu^i; 0,08^^^ 0.1Ьыыи 0.5

0.00239206600.0I50285b240.01105667280.0028966838- .0153561793 
-.03390 30288-.0364369567-.01534599440.03937494010.1151339512
0.18864670730.2343263626 

/ *



Результаты эксперимента выводятся аа печать. Соответствующая 
распечатка, полученная при прогоне программы, выдается студентам. 
Анализ полученных результатов рекомендуется провести з следующей по­
следовательности.

I .  Рассмотреть расчетную амплитудную характеристику фильтра 
(квадрат модули БПФ импульсной характеристики). Определить полосу 
пропускания фильтра по уровню - ЗдБ, частоту среза. Выбрать (по соб­
ственному усмотрению) граничную частоту полосы непропускамня и опре­
делить минимальное затухание, вносимое фильтром в этой полосе. Опре­
делить также другие характерные параметры фильтра, в частности, на­
личие и уровень пульсаций АЧХ.

д. По АЧХ определить коэффициент передачи фильтра на частотах 
тест-сигналов.

i .  Рассмотреть входные и выходные тест-сигналы. Определить со­
ответствие фактического значения частоты тест-сигналов заданным вели­
чинам, определить величины амплитуд а фаз выходных сигналов (входные 
сигналы имеют единичную амплитуду и нулевую начальную фазу). Опреде­
лить коэффициенты передачи тест-сигналов как соотношение выходных и 
входных амплитуд. Проверить соответствие значений этих коэффициентов 
передачи величинам, полученным ранее из АЧХ.

4. Рассмотреть спектры входных сигналов. Предварительно, учиты­
вая выбранные размерности БПФ и шаг дискретизации по времени, опре­
делить величину шага дискретизации по частоте Г  . Определить номер 
отсчета массива чисел БПФ (как отношение частоты сигнала к величине 
шага F  ) ,  предположительно соответствующего максимальной энергии
в спектре входного сигнала. Проверить соответствие фактического но­
мера отсчета с максимальной энергией в спектре вычисленному номеру.

йз теории сигналов известно, что спектр неограниченного по дли­
тельности гармонического колебания частоты /о имеет вид дельта-фун­
кции Дирака &(■?-fo ) .  Исходя из этого можно было бы предположить, 
что в БПФ гармонического сигнала только один отсчет имеет сущест­
венное значение, а остальные близки к кулю. Однако практически часто 
наблюдается "растекание” спектра. Проверить, наблюдается ли з спектре 
тост-сигналов упомянутое растекание,и, если наблюдается, то, учиты­
вал свойства БПФ, объяснить причину.

5. Рассмотреть спектрограммы зыходных сигналов. Определить со­
отношение спектров зыходных и входных сигналов з полосах прозрачное-



ти и затухания фильтров. Сравнить соотношение спектральных компонент 
со значениями АЧХ на соответствующих частотах.

ь. Сравнить преобразование спектров двух выбранных тест-сигналов 
в фильтреJ 1 оказать предметно на основании фактических данных сущест­
во фильтрации сигналов.

7. Сравнить амплитудную характеристику, полученную в результате 
анализа прохождения сигналов через фильтр, с расчетной характеристи­
кой (квадратом модуля ШФ импульсной характеристики). Дать свое суж­
дение о причинах расхождения этих характеристик, если таковое имеет­
ся.

Для наглядности рекомендуется построить графики частотных ха­
рактеристик и спектров. Все графики следует совместить на одном чер­
теже. Необходимо сделать заключение по сути работы. В отчет по рабо­
те следует включить постановку задачи, исходные данные и основания 
для их выбора, анализ полученных результатов и заключение, а также 
машинную распечатку.

Вопросы для самопроверки

1. Какова сущность алгоритма фильтрации сигналов в частотной 
области?

2. Какие существуют методы вычисления цифровой свертки?
3. Каким образом можно обеспечить тождественность линейной и 

круговой сверток?
4. Какова процедура цифровой фильтрации сигналов в частотной 

области?
5. Каковы достоинства и недостатки метода фильтрации сигналов 

в частотной области?
0. В чем сущность секционирования свертки методе* сереернпк 

с накоплением?
7. Какова возможность увеличения ешрастж ш атсм тт  свертки 

при действительных входных сигналах ж. хашзс ойреав* евж реаяигуетаа?
ь . Как выбирается размерность ШФ в методе- фкякграанк о п в ж  

ь частотной оАвастк?
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/ / r o r т . s i s : n do «
с •i i/ i t lPAUMfi  СИГНАЛОВ Я ЧАСТОТНОЙ О Б Л д С T И НЕт С дС 1
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с е к л о ч а * с р е ц н й я  о т с ч е т •

о! чь м s 2 s I с < ч I г > . h r e  t г. в) t н 1 н f 12 в ; , * r e  ( J 2 а > i X l4<i2a j ,F SR<4>
OlH£»«s;CN эЕ < J )  l 2 S i  .6 12в > ff  Т I 2) )УН< J  .251 « А 1 I 128» ,01 I 128)
Т П Е С Е Н  NK 1 3 > t г A -1 ( 13;
PESO le tNST 

i s  FORMAT( I 1I
CO I SBF  J S a l i N S T
001 1=1,312

1 s ! : i i )=e,
002 J = 1i 12 8
►i re  i ! i = e.
H iM (1 I=B.
XR£<I i  « I .

2 xIn( : ; *e.
NEa D J . N C R . F aM

3 RCRM*f I  К  I i i f t l i
READ 5,LS.LH.*liFT.Fe*i4h,L»NS F0RMAT(3IA/4FT,3/4141 
(.(.'О Ч
I F I l I M . E e . i l  U * L M - l * / 8  
RE lC  1 8 . IH#E « I ) , I = 1 I L L !

I »  FORMAT(22 I *F l l . 10/ > I 
PRINT 6 
PRINT 6 

t f o r m a t ( I X . I 2 0 ( 1N« H
PRINT 9

4 FCRHATCIH . V X . ’ K ) A И ' . У Х . ’ К A ♦ E S P A ' . » X , « R  д в И О Т Е Х Н И  
» S E С К И X « , * X , r y  S T R О К С т В ' 7 '  ' )

p r i n t  а 
i  ГГЧМАТ! I h S , 1 2 * ( 1н-! )

ВТ. I NT 7
7 FORMAT(1Ц , « X . ' h  k T 5 S Ы '  i 6 X > ' * ' . 6 * , ' • С Т Р О й С Т В  А ' . б Х . ’ Ц 

»и t Р О В 0 й ’ . б * . ' О  Б Р А о 0 7 X *> ,ЬХ ,»С  * Г н А Л О В ' / '  ’ !
PRINT А '
P R I N T S

I  FORMAT( 1и« .2 0 * 1 FрА5ОТ А I ХССЛЕВСВАМИё цИ*»080й «ИЛЬГЙАииК СИГНАЛОВ 
* В ЧАСТОТНОЙ ОБЛАСТИ’ !

PRINT 17.NjR t F *м 
17 FO RM A Td HB i i a X ,  ’ ГРУПТА f . I A i l l ,  12A 1 I

2 5



PRINT И
l i  FORMAT( IHi ,ЗЭХ . 'ИСХОЦНУЕ ftАМНЫЕI '>

PRINT 12 , 1 5 >LH , N , L I N , F T  , P E R ,ЧК 
IS FORMAT! tut,1*X> "ЯЛИНа СИ^Ца Л а 15 = ’>I 5/28< , 'ВЯи н а И4П. XA3 .Lh ='. 

• I3/20X ,  'ПАРАМЕТР S I *  N* * , 1 3/2IX t 'ПРИЗНАК ЯИНЕйНОСТЛ «ЧХ U N » ' , I I /  
•20Xi  'ЧАСТОТЫ T2CT СИГНАЛА PT в '  , j  F A . 3 / 2  3 X ,
• ' ГРАНИЧНЫЕ ЧАСТОТЫ ПЗЛЭС АЧХ F CR1 ' . 4 г А . 3 /2 * X > ' ч и С Г. 3 ЗТСЧЕТОЯ 3 п = е
• ЗЕЛАХ К A s 3 0 Я ПОЛОСЫ Ч<«* , Л  Л  
PRINT 1A I IhRE I I M ' I i U I

14 РОвмдТ( 1М0 , г 5 ж . 'ОТечгТЫ ИМПУЛЬСНОЙ Ха р а к т е р и с т и к а ' /
• 26( 10Х ,5( F12.10 , 2 Х I / ] I 
N*2• •«
I F I L I N . N E . i 1 S3T0 20 
t  2 = Н / 2
оои i»t . ia  i

i 5 HREILH-!. I ) *4«e I I »
20 c o n t i n u e

С ПРе ОЕРАЗОВАНыЕ *УРье ИМПУЛЬСНОЙ х а ' А К к в Р й СГйки 
CALL F P T ( HU E  ,Н !М , N , Ч , 1 |
KN= 1
0025 I»1,N 

25 AtIi*HRE!ll»H*e!II*Hl4<I!*HlM(I)
PRINT 33

30 Р0ЯНАТ1 l u l , 35X , 'RSAflPA T 103УЛЯ ЗПР ИчПУЛ,СНСй ХАРАКТЕРИСТИКИ *ИЛьТ
• Р А т |
PRINT 35,( i ! I  I >1ч1,N|

35 pORMAT(1H1.1II1X,EU.3II 
00 « I  I f l iN 

40 A I I I <0.
0035 J t l . J  
P a m  j)
£»U SSNgRlUS.S.iSei 
PRINT 121, Ф

121 FORMAT! ! « 9 , 3 5 » , 'SXOHNOl СИГНАЛ НА ЧАСТОТ! P » ' , F 4 . 3 I  
" S IN T  121, ( S I S U i  i l i t  i IM I  

120 P O R H A T U H l , 2 K l X . P S . 21)
00 131 I p I . N  
XRE I 11»S i С111 

133 XlHUIPC.
С ALE F F T l X i E  , X I N , N , K ,  1)
00 111 1P 1s N 

141 A I ( 11*XRS <1 1 * X R E ! I ) »XlM!  I ! » X t H (  I )
PRINT 3 » , I * t ( 11 , I «1  IN!
CALL F F l L T R ! S !5 i L S t X R f > X !M .H R E > H l N ,N ,M , L 4 .K N > A ,8 > A b 3 i )
PRINT 151 ,F /

i5t forhati iui,35X. 'выхоаызр еигнАЛ ча частоте f*»,F4 . j )
PRINT 151.1S I  С ( I ) , 1 *1,213]

150 PORNATI l«e , U I IX,EU .  J) I 
PR I NT 45,F

45 ГОРЧАТ I 1Ы0, 3 5 X , «СПЕКТР ЯХОЗИОГО СИГНАЛА КА ЧАСТОТЕ P » ' , F 4 .3 >
PRINT 35, I A I I  1 >1st ,N)
PRINT 3 5 , ( A l I ! I 11 » ! >N)
PRINT 5 0 , P

58 FORMAT ( 1НИ .35»  , «СПЕКТР ВЫХОДНОГО СИГндЛд HA ч д с Т З Т Е  » B ' , F » . 3 i  
P R INT 35 , <3(1 I >1*1,Nj 
PR INT 35 , (81 1 I ) >I * 1 iNI  

55 CONTINUE
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