
Государственный комитет Российской Федерации 
по высшему образованию 

Самарский государственный университет 
Кафедра алгебры и геометрии 

ЭЛЕМЕНТЫ 

Д И С К Р Е Т Н О Й М А Т Е М А Т И К И 

Часть I. К О М Б И Н А Т О Р И К А 

Методические разработки к курсу „Дискретная математика" 
для студентов специальностей 

„Математика" и „Прикладная математика" 

Издательство "Самарский университет", 1996 



Методические рекомендации рассчитаны на студентов 1 курса мате­
матических специальностей университетов, изучающих одно- или двух-
семестровый курс дискретной математики и математической логики. 
Первая часть содержит материал, относящийся к комбинаторике. В ней 
затрагиваются элементарные вопросы теории множеств и связанные с 
ними задачи комбинаторного пересчета. 

Составитель И.С. Фролов 

( б ) И.С.Фролов, 
составление, 1996 



* * * 

Методические рекомендации написаны на основе курса лекций, читае­
мого автором-составителем в течение ряда лет студентам-математикам. 
В них рассматриваются основные понятия теории множеств и одного из 
разделов дискретной математики — комбинаторики. 

Курс дискретной математики сравнительно недавно появился в учеб­
ных программах чисто математических специальностей. Его значение 
трудно переоценить, если внимательно присмотреться к тому, как стре­
мительно и основательно компьютерная технология вошла в жизнь со­
временного общества. Являясь логической основой конструирования и 
анализа цифровых устройств, дискретная математика становится важ­
ным элементом в общении математика со специалистом по компьютер­
ным наукам. Помимо этого, методы дискретной математики глубоко 
проникают в чисто математические дисциплины — алгебру, геометрию, 
теорию чисел. 

Комбинаторика представляет собой один из весьма важных разделов 
дискретной математики.. История комбинаторного анализа хорошо из­
вестна. Его истоки связаны с азартными играми и разнообразными ло­
тереями, популярными, начиная с XVII века. Но лишь в последнее время 
осознано истинное место и значение комбинаторики для математики и 
вычислительной техники. 

Комбинаторный анализ изучает дискретные множества. Для задач 
комбинаторики характерен отбор элементов, обладающих теми или ины­
ми свойствами, подсчет таких элементов, упорядочение их в определен­
ном порядке. Поэтому совершенно необходимым является использование 
языка теории множеств. 

Кратко изложим содержание отдельных параграфов. В первом пара­
графе изучаются операции над множествами, диаграммы Эйлера, фор­
мула включений-исключений. Второй параграф посвящен числам соче­
таний, свойствам сочетаний и методу траекторий. Предмет третьего 
параграфа — упорядочения множеств и связанные с ними комбинатор­
ные понятия: перестановки и размещения. Основу четвертого параграфа 
составляют отображения и их типы (инъекция, сюръекция, биекция), а 
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также разложения целых чисел. Изложены два важных принципа комби­
наторики — принцип произведения и принцип биекции. Понятие мульти­
множества, вводимое в пятом параграфе, иллюстрируется на арифмети­
ческих задачах. Далее, в шестом параграфе, оно же служит основой для 
построения перестановок мультимножества и доказательства мультино­
миальной формулы, обобщающей формулу бинома Ньютона. Следующие 
два параграфа посвящены основам теории отношений; рассмотрены по­
нятия декартова произведения множеств, композиции (произведения) от­
ношений, отношения эквивалентности, разбиения множеств и связанные 
с ними числа Стирлинга и числа Белла. Девятый параграф возвращает 
к отображениям, но на более продвинутом уровне, и, наконец, в десятом 
параграфе изучаются числа Фибоначчи как введение в метод решения 
линейных однородных рекуррентных уравнений. Всюду последовательно 
проводится принцип: сначала определить теоретико-множественное по­
нятие, а затем на его основе построить и изучить соответствующую ком­
бинаторную конструкцию. 

Поскольку методические разработки написаны в расчете на студентов 
I курса, только приступающих к изучению математических дисциплин, 
комбинаторная техника рассматривается в них на достаточно простом 
уровне параллельно с введением теоретико-множественных понятий. Из­
ложение сопровождается большим количеством примеров и иллюстраций 
основных понятий и методов. В тексте также содержится ряд упражне­
ний, предназначенных для самостоятельного решения, а в виде отдель­
ного параграфа собраны задачи, которые могут быть использованы на 
семинарских занятиях. 

Для более углубленного изучения комбинаторики следует обратиться 
к литературе, указанной в последнем разделе. 
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§1. Множества и операции над ними 

1. Предварительные замечания 

Предполагается, что читателю известны такие понятия, как множе­
ства, элементы множества, способы задания множеств, число элементов 
конечного множества. 

В дискретной математике одной из основных является следующая за­
дача: как, зная количество элементов некоторых множеств, вычислить 
количество элементов других множеств, составленных из первых при по­
мощи некоторых операций. 





4. Диаграммы Эйлера 



Наглядно операции над множествами можно иллюстрировать, изо­
бражая множества в виде кругов, так называемых диаграмм Эйлера (см. 
рис. 1 и 2). 









































§5. Мультимножества 









§6. Биномиальная и мульти­
номиальная формулы 

1. Формула бинома 



2. Мультиномиальные коэффициенты 







§7. Бинарные отношения 











S. Отношения эквивалентности и 
разбиения множеств 







4. Числа Стирлинга и числа Белла 
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3). На сколько частей делят плоскость эти прямые? 
4). Сколько среди них ограниченных частей и сколько — неограничен­
ных? 

29. Сколько имеется способов написать последовательность из р еди­
ниц и q нулей так, чтобы никакие две единицы не стояли рядом? 

30. Сколько кратчайших путей ведут из точки (0,0) в точку (4,5)? 
3 1 . Никакие 3 диагонали выпуклого 10-угольника не пересекаются в 

одной точке. На сколько отрезков диагонали делятся точками пересече­
ния? 

а) Тот же вопрос для п-угольника. 
32. Сколькими способами из множества [1,300] можно выбрать 3 чи­

сла так, чтобы их сумма делилась на 3? 
33. Колода карт содержит 4 масти по п карт (п ^ 5) в каждой с 

номерами 1,2,..., п. Подсчитайте, сколькими способами можно выбрать 
5 карт, что среди них окажутся: 
а) пять последовательных карт одной масти; 
б) четыре карты из пяти с одинаковыми номерами; 
в) три карты с одним номером и две карты с другим; 
г) пять карт одной масти; 
д) пять последовательно занумерованных карт; 
е) три карты из пяти с одинаковыми, а остальные с разными номерами; 
ж) две карты из пяти с одинаковыми, а остальные с разными номерами. 

Перестановки 

34. Сколько имеется перестановок множества [1,2п], в которых ка­
ждое четное число стоит на четном месте? 

35. Сколько существует перестановок из п элементов, в которых дан­
ные 2 элемента не стоят рядом? 

36. Подсчитать число перестановок множества [1, п], у которых числа 
1,2,3 стоят рядом в порядке возрастания. 

37. Сколько существует перестановок из п элементов, в которых 
между двумя данными элементами стоят г элементов? 

38. Сколько имеется подстановок из 4 элементов а, 6, с, d, если 6 долж­
но следовать не ранее а? 

а) То же для п элементов. 
39. Подсчитайте число способов переставить элементы множества 

[1,п] так, чтобы любое число, кратное 2, имело бы номер, кратный 2, 
а любое число, кратное 3, — номер, кратный 3. 

40. Сколько существует перестановок множества [1,7], у которых 7 
не остается на месте? 

59 













Список рекомендуемой литературы 

— по дискретной математике: 

1. Кемени Дж., Снелл Дж., Томпсон Дж. Введение в конечную мате­
матику. М.: ИЛ, 1963. 

2. Кук Д., Бейз Г. Компьютерная математика. М.: Наука, 1990. 
3. Горбатов В.А. Основы дискретной математики. М.: Высш. шк., 

1986. 
4. Яблонский С В . Введение в дискретную математику. М.: Наука, 

1986. 

— по комбинаторике: 

5. Ежов И.И., Скороход А.В., Ядренко М.И. Элементы комбинато­
рики. М.: Наука, 1977. 

6. Виленкин Н.Я. Комбинаторика. М.: Наука, 1969. 
7. Савельев Л.Я. Комбинаторика и вероятность. Новосибирск: На­

ука, 1975. 
8. Сачков В.Н. Введение в комбинаторные методы дискретной мате­

матики. М.: Наука, 1982. 
9. Липский В. Комбинаторика для программистов. М.: Мир, 1988. 

— задачники: 

10. Гаврилов Г.П., Сапоженко А.А. Сборник задач по дискретной 
математике. М.: Наука, 1977. 

11 . Комбинаторный анализ: Задачи и упражнения/Под ред. К.А. Рыб­
никова. М.: Наука, 1982. 

12. Лавров И.А., Максимова Л.Л. Задачи по теории множеств, мате­
матической логике и теории алгоритмов. М.: Наука, 1984. 

65 



Содержание 

§1. Множества и операции над ними 5 
§2. Подмножества и сочетания 11 
§3. Упорядоченные множества и размещения 16 
§4. Отображения 21 
§5. Мультимножества 28 
§6. Биномиальная и мультиномиальная формулы 32 
§7. Бинарные отношения 36 
§8. Отношения эквивалентности и разбиения множеств 41 
§5. Естественная факторизация отображений 45 
§10. Рекуррентные уравнения 51 
Задачи 56 
Список рекомендуемой литературы 65 



ЛР № 020316 от 28.11.91. Подписано в печать 14.05.96. Формат 60x84/16. 
Бумага белая писчая. Печать офсетная. Объем 3,9 усл.печ.л., 4,0 уч.-изд.л. 
Тираж 500 экз. Заказ № 994 

Издательство "Самарский университет", 443011, г. Самара, ул. Акад. 
Павлова, 1. 

АО "ПО "СамВен", 443099, г . Самара, ул. Венцека, 66. 


