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Предисловие 

Предлагаемый лабораторный практикум служит руководством для 
выполнения цикла лабораторных работ по механике. Основной целью 
этого цикла является изучение главных закономерностей в движении 
твердого тела. 

Практикум состоит из теоретической и экспериментальной частей. В 
теоретической части кратко рассмотрены основные положения кинематики 
и динамики твердого тела, изучение которых в общем физическом практи-
куме для большинства студентов опережает по времени лекционный курс. 
В этом случае отсылать студентов к рекомендованным учебникам по ме-
ханике неэффективно, так как самостоятельно разобраться в вопросах, из-
лагаемых в середине или конце учебника, можно, как правило, только про-
работав весь предшествующий материал.  

Экспериментальная часть практикума состоит из описаний десяти ла-
бораторных работ. В описании каждой работы подробно изложена методи-
ка эксперимента, приведены необходимые сведения об экспериментальной 
установке, сформулированы практические задания, определяющие после-
довательность действий при проведении измерений, даны рекомендации 
по методам обработки и представлению результатов. Кроме того, в конце 
каждой работы помещены вопросы, предназначенные для самоконтроля 
студентов при подготовке к отчету. Контрольные вопросы также помогают 
лучше усвоить сущность применяемых методов измерений, глубже осмыс-
лить полученные результаты.  

Для облегчения самостоятельной работы студентов к описанию каж-
дой работы приложен библиографический список, в котором даны ссылки 
на учебные издания с указанием конкретных параграфов и страниц.  



Движение твердого тела 

Теоретические основы эксперимента 

1.  Кинематика твердого тела 

При движении твердого тела в пространстве в общем случае изменя-
ются координаты его частиц и возникают деформации. Однако, в ряде 
практически важных случаев деформации столь малы, что ими можно пре-
небречь. В связи с этим вводится модель абсолютно твердого тела, т. е.  
тела, у которого расстояние между двумя любыми частицами не меняется  
при любых условиях. В дальнейшем такое тело будет называться для крат-
кости просто твердым телом. 

При движении твердого тела каждая частица описывает свою траек-
торию, но эта траектория закономерно связана с траекториями других час-
тиц. На каждую частицу тела действуют силы со стороны соседних частиц 
того же тела – это внутренние силы в твердом теле; к каждой частице тела 
могут быть приложены силы со стороны других тел или частиц, не при-
надлежащие данному телу, – это внешние силы. В дальнейшем эти силы 
будут соответственно обозначаться  intF  и  extF . 

Любое сложное движение твердого тела состоит из простых движе-
ний: поступательного и вращательного. Поэтому сначала следует изучить 
эти простейшие виды движения. 

При поступательном движении все линии, соединяющие начальное 
положение каждой точки твердого тела с ее конечным положением, парал-
лельны между собой и имеют одинаковую 
длину. Пример такого движения представ-
лен на рис.1. Квадрат ABCD  переходит за 
промежуток времени Δt в положение А′ В′ 
C′ D′, и при этом все точки квадрата со-
вершают одинаковые по величине и на-
правлению перемещения. Такое движение 
твердого тела удобно характеризовать век-
тором перемещения любой его точки  rΔ . 

CB 

B′ C′ 

 5

Если  – радиус-вектор некоторой 
точки А твердого тела в момент времени t, а 

1r

2r  – в момент времени t + Δt, то вектор перемещения за интервал времени 
(t, t + Δt) (или за промежуток времени Δt), как видно из рис.1, определяется 
соотношением 

Рис.1. Поступательное дви-
жение твердого тела 

2r  

r

D 

Δ
1r

O

D′ A′ 

A



 12 rrr −=Δ . (1) 

Перемещение за единицу времени 
t
r
Δ
Δ

  называется средней скоростью пе-

ремещения твердого тела за интервал времени (t, t + Δt) при поступатель-
ном движении. Предел средней скорости при Δt → 0 (т. е. производная ра-
диуса-вектора любой точки твердого тела по времени в момент времени t) 
называется линейной скоростью  v

 
в момент времени  t  при поступатель-

ном движении: 

 dt
rd

t
r

t
=

Δ
Δ

=
→Δ 0

limv . (2) 

Соответственно линейное ускорение твердого тела в момент времени  t  при 
поступательном движении  

 
dt
d

tt

vvw =
Δ
Δ

=
→Δ 0

lim . (3) 

Обычно для описания поступательного движения твердого тела ис-
пользуют векторный или координатный способы описания движения од-
ной из точек данного тела. При этом учитывается тот факт, что при посту-
пательном движении все точки твердого тела в любой момент времени 
имеют одинаковые скорости, а, следовательно, и одинаковые ускорения.  

Вращательным движением (вращением) вокруг оси называется такое 
движение твердого тела, при котором в некоторой системе отсчета сохра-
няют свое положение все точки тела, расположенные на неподвижной 
прямой, называемой осью вращения. В этом случае все точки твердого те-

ла, не лежащие на оси вращения, дви-
жутся в плоскостях, перпендикуляр-
ных оси вращения. Траекториями этих 
точек являются окружности, центры 
которых лежат на оси вращения.  

β  

О′ 
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Для описания вращательного дви-
жения удобно вместо линейных коор-
динат ввести угловые. Рассмотрим, на-
пример, некоторую точку А твердого 
тела, не лежащую на оси вращения ОО′ 
(рис.2). За время Δt она переместится в 
положение А′, повернувшись на угол 
Δϕ. На этот же угол за время Δt повер-
нутся все точки твердого тела.  

Рис.2. Вращение твердого тела 
вокруг оси 

rΔ  

А′ 

А 

r  

α

ϕΔϕΔ  

ω  

В

О 



Для учета направления вращения вводится вектор поворота ϕΔ , на-
правленный вдоль оси вращения и равный по модулю углу поворота. При 
этом направление ϕΔ  совпадает с направлением перемещения правого 
винта в случае, когда ось винта параллельна оси вращения твердого тела, а 
направление вращения винта совпадает с направлением вращения тела. 
Угловая скорость твердого тела в произвольный момент времени  t  опре-
деляется как  

 
dt
d

tt

ϕϕω =
Δ
Δ

=
→Δ 0

lim , (4) 

где ϕΔ  – вектор поворота твердого тела за интервал времени (t, t + Δt) , а 
)(tϕϕ =  – вектор поворота твердого тела за время  t. 

Угловое ускорение твердого тела в произвольный момент времени t  

 
dt
d

tt

ωωβ =
Δ
Δ

=
→Δ 0

lim , (5) 

где ωΔ  – изменение угловой скорости твердого тела за интервал времени 
(t, t + Δt). Векторы ,ϕ  ϕΔ , ω , ωΔ  и β  направлены по оси вращения и на-
зываются поэтому аксиальными. 

Вернемся вновь к описанию движения точки А и определим ее линей-
ную скорость. Вектор перемещения rΔ  точки А за небольшое время Δt ма-
ло отличается по величине от дуги АА′, поэтому 

 αϕϕ sin⋅⋅Δ=Δ⋅=′≅Δ rABAAr , (6) 

где r = OA – постоянная длина радиуса-вектора r  точки А в системе отсче-
та с началом O, расположенным на оси вращения, а α – угол между r  и 
осью вращения (рис.2). Полученное выражение для rΔ  совпадает с моду-
лем векторного произведения векторов ϕΔ  и r , а направление r  – с на-
правлением этого векторного произведения. Следовательно, вектор пере-
мещения rΔ  точки А можно записать в виде 

 [ ]rr ,ϕΔ=Δ . (7) 

Разделим обе части этого уравнения на Δt: 

 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
Δ
Δ

=
Δ
Δ r

tt
r ϕ , (8) 

и перейдем к пределу при Δt → 0. В результате получим следующее выра-
жение для линейной скорости точки А: 
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 [ ]r,ω=v .  (9) 

Для нахождения линейного ускорения точки А продифференцируем (9) по 
времени: 

 [ ] [ vvw ],, ωβωω
+=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡== r

dt
rdr

dt
d

dt
d ,  (10) 

Слагаемые в правой части (10) являются двумя составляющими линейного 
ускорения точки А. Вектор [ ]r,β  направлен вдоль вектора скорости и на-
зывается тангенциальным (касательным) ускорением, вектор [ v, ]ω  на-
правлен вдоль радиуса к центру окружности, по которой движется точка А, 
и называется центростремительным (нормальным) ускорением. Формулы 
(9) и (10) позволяют определить скорость и полное ускорение любой точки 
вращающегося твердого тела. 

Важным частным случаем движе-
ния абсолютно твердого тела является 
вращение в пространстве вокруг не-
подвижной точки. Наиболее нагляд-
ный пример такого движения – враще-
ние волчка на плоскости. Для описания 
этого вида движения используются так 
называемые углы Эйлера (рис.3). Не-
подвижная точка О (полюс) принима-
ется за начало координат. Система ко-
ординат  x0, y0, z0  неподвижна, а систе-

ма x, y, z жестко связана с твердым телом. Таким образом, определение по-
ложения твердого тела становится эквивалентным определению положе-
ния подвижной системы отсчета относительно неподвижной системы от-
счета. Пусть ОК – линия пересечения плоскостей  x0 О y0  и  x О y  на рис.3. 
Тогда углами Эйлера являются угол χ между ОК и О x, угол ψ между О x0 
и ОК и угол θ между О z0 и О z. По аналогии с терминами, принятыми в 
астрономии, углы Эйлера иногда называют так: χ – углом собственного 
вращения тела, ψ – углом прецессии, θ – углом нутации. 

Рис.3. Схема углов Эйлера 

z 

z0 

y 

y0 

θ 

χ ψ 
K 

x 

x0 

О 

Пусть в начальном положении тела подвижная система отсчета со-
вмещается с неподвижной. Тогда перемещение тела в конечное положе-
ние, заданное углами Эйлера, можно осуществить путем трех его поворо-
тов в следующей последовательности: 1) на угол ψ вокруг оси z0; 2) на 
угол θ вокруг линии ОК; 3) на угол χ вокруг оси О z. Следовательно, рас-
сматриваемое движение имеет три степени свободы и полностью описыва-
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ется зависимостями от времени углов Эйлера. Примечательно, что для 
данного вида движения имеет место теорема Д′Аламбера: всякое переме-
щение твердого тела около неподвижной точки можно получить одним 
только поворотом тела вокруг определенной оси, проходящей через эту 
точку и называемой осью конечного вращения. Таким образом, согласно 
данной теореме, всякое элементарное перемещение, характеризуемое бес-
конечно малыми углами dχ, dψ, dθ, можно осуществить одним только по-
воротом на бесконечно малый угол dϕ вокруг некоторой оси, проходящей 
через неподвижную точку О и называемой мгновенной осью вращения. Уг-
ловая скорость ω , с которой происходит элементарный поворот тела во-
круг мгновенной оси вращения за бесконечно малый интервал времени (t, 
t+dt), называется мгновенной скоростью вращения или угловой скоростью 
тела в момент времени t. При этом вектор данного элементарного поворота 
определяется формулой dtd ⋅=ωϕ . При вращении тела вокруг неподвиж-
ной точки вектор ω  может меняться и по величине, и по направлению, но 
(как и при вращении тела вокруг неподвижной оси) линейная скорость и 
линейное ускорение произвольной частицы тела относительно неподвиж-
ной системы отсчета определяются формулами (9) и (10) 

Произвольное движение твердого тела в пространстве может быть 
чрезвычайно сложным. Но его всегда можно представить в виде совокуп-
ности двух движений: поступательного и вращения вокруг оси, проходя-
щей через некоторую точку (полюс). К такому выводу приводит теорема 
Шаля: всякое перемещение свободного твердого тела из одного положения 
в другое может быть получено посредством поступательного перемещения 
вместе с произвольно выбранным полюсом и поворота вокруг некоторой 
оси, проходящей через этот полюс. 

Частным случаем движения твердого тела является плоское (плоско-
параллельное) движение, при котором все точки твердого тела движутся 
параллельно какой-либо неподвижной плоскости. Примеры: вращение тела 
вокруг фиксированной оси, качение цилиндра или колеса по плоскости и 
т.д. В этом случае движение твердого тела удобно представить как движе-
ние некоторой плоской фигуры в ее плоскости. Такое движение можно 
рассматривать как совокупность поступательного перемещения произ-
вольно выбранной точки (полюса) и вращения вокруг оси, проходящей че-
рез этот полюс и перпендикулярной плоскости движения. 
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В качестве примера рассмотрим качение цилиндра по горизонтальной 
плоскости (рис.4). Пусть А – начальное положение цилиндра, А′ – конечное 
положение. Движение цилиндра можно представить как движение какой-
либо плоской фигуры, расположенной в сечении цилиндра плоскостью, 



перпендикулярной оси ци-
линдра, например, отрезка 
прямой ОВ. Это движение 
складывается из двух: по-
ступательного движения – 
в положение О′В′ и пово-
рота вокруг оси цилиндра, 
на которой находится по-

люс О. Поступательное движение характеризуется вектором перемещения 
, вращательное – вектором поворота orΔ ϕΔ . Элементарное перемещение 

любой точки цилиндра, например, точки В будет 
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 [ ]BoB rrr ,ϕΔ+Δ=Δ ,  (11) 

где составляющая  одинакова для всех точек твердого тела, а состав-
ляющая 

orΔ
[ ]Br,ϕΔ  – принимает различные значения для разных точек. По-

делив полученное выражение на Δt и перейдя к пределу при 0→Δt , по-
лучим выражение для линейной скорости точки В в произвольный мо-
мент времени: 

 [ ]BoB r,ω+= vv ,  (12) 

где ov  – скорость полюса О, ω  – угловая скорость цилиндра при его вра-
щении вокруг оси, проходящей через полюс О. 

Примечательно, что вращательная часть движения плоской фигуры не 
зависит от выбора полюса. Можно доказать, что всякое непоступательное 
перемещение плоской фигуры в ее плоскости может быть выполнено од-
ним поворотом около определенного центра, называемого полюсом конеч-
ного вращения. Так показанное на рис.5 движение плоской фигуры ОВ из 
положения А в положение А′ выполнено одним поворотом на угол Δϕ во-
круг точки С, являющейся полюсом конечного вращения. Отметим, что 

угол поворота Δϕ точно 
такой же, как и при пово-
роте вокруг полюса О′ на 
рис.4, т. е. угловая ско-
рость ω  не зависит от 
выбора точки, относи-
тельно которой осущест-
вляется поворот плоской 
фигуры. С 

Рис.5. Перемещение плоской фигуры 

А′ А 

В′ В 

О О′ 

Δϕ 

Рис.4. Качение цилиндра 
по горизонтальной плоскости

А′ orΔ  А 

В″ В′ В 

О О′ 
Br  Δϕ 



Согласно сформулированному выше утверждению любое бесконечно 
малое плоское перемещение твердого тела можно осуществить только од-
ним поворотом на бесконечно малый угол вокруг некоторого центра, на-
зываемого мгновенным центром вращения. Отсюда следует, что всякое 
непоступательное движение плоской фигуры в ее плоскости можно рас-
сматривать как непрерывную последовательность бесконечно малых пово-
ротов вокруг мгновенных центров вращения, положения которых непре-
рывно меняется. Поясним это на примере качения цилиндра по плоскости. 

Пусть цилиндр радиуса R катится по 
плоскости без скольжения (рис.6). В этом 
случае точка А, лежащая на боковой по-
верхности цилиндра и касающаяся плоско-
сти в рассматриваемый момент времени, 
неподвижна относительно плоскости, т. е. 
ее скорость Аv  в этот момент времени рав-
на нулю. С другой стороны, в соответствии 
с формулой (12) скорость точки А может 
быть представлена в виде 
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 ,o Rω⎡ ⎤= + ⎣ ⎦Аv v .  (13) 

Приравнивая это выражение нулю, получим 

 ,o Rω⎡ ⎤= ⎣ ⎦v .  (14) 

Следовательно, векторы ov  и , Rω⎡ ⎤⎣ ⎦  направлены в противоположные сто-

роны и равны по модулю, т. е. в любой момент времени выполняется ус-
ловие 

 R⋅=ωov .  (15) 

Отсюда следует, что при качении цилиндра по плоскости без скольжения 
перемещение  точки О за любой промежуток времени Δt равно длине 
дуги, которую проходит за тот же промежуток времени каждая точка бо-
ковой поверхности цилиндра в системе покоя оси цилиндра: 

0rΔ

ϕΔ⋅=Δ Rr0 , 

где Δϕ – угол поворота цилиндра. Точка А поверхности цилиндра, касаю-
щаяся плоскости в момент времени t, является центром вращения цилинд-
ра в этот момент времени. Это означает, что движение цилиндра в течение 
малого интервала времени (t, t + Δt) можно рассматривать как его враще-

[ ]Rω 0v

Рис.6. Качение цилиндра без 
скольжения 

А 

О 
R  



ние вокруг оси, параллельной оси цилиндра и проходящей через точку А. 
Со временем в соприкосновение с плоскостью будут приходить другие 
точки поверхности цилиндра, и мгновенные центры вращения будут пере-
мещаться по плоскости в направлении движения цилиндра. 

2. Закон движения центра масс 

Из опыта следует, что закон движения твердого тела определяется 
действием внешних сил. Движение материальной частицы, вызванное при-
ложенными силами, подчиняется законам Ньютона. Основная задача ди-
намики твердого тела состоит в том, чтобы на основе законов Ньютона по-

лучить законы движения твердого тела 
конечных размеров под действием 
внешних сил. Для решения этой задачи 
представим твердое тело в виде сово-
купности пронумерованных материаль-
ных частиц пренебрежимо малых раз-
меров. Пусть Δmi – масса частицы с 
номером i в твердом теле; ir  – радиус-
вектор этой частицы, определяющий ее 
положение в системе координат x, y, z 

(рис.7); ΔVi – объем частицы; 
i

i
i V

m
Δ
Δ

=ρ  

– плотность вещества твердого тела в малой окрестности этой частицы. 
Каждая такая элементарная частица взаимодействует с другими частицами 
твердого тела. Обозначим через int

ijF  внутреннюю силу, с которой j-я час-

тица действует на i-ю частицу. Очевидно, что внутренние силы удовлетво-
ряют 3-му закону Ньютона: intint

jiij FF −= . Именно эти силы удерживают 

частицы твердого тела вместе и не дают возможность деформироваться телу. 

Рис.7. Модель твердого тела 

y 
x 

z 

О 

ext
iF  

ir  

int
ijF  

Δmj 

Δmi 

int
jiF

Кроме внутренних сил, на частицы твердого тела могут действовать 
внешние силы любой природы. Равнодействующую всех внешних сил, 
приложенных к i-й частице, обозначим через ext

iF . Полагая внутренние и 
внешние силы заданными, запишем уравнение движения для каждой из N 
частиц твердого тела: 

 ext
i

N

j
ij

i
i FF

dt
rdm +=Δ ∑

=1

int
2

2
,  (i = 1,2,3,…, N ).  (16) 
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Сложив все эти уравнения, получим 

 ∑∑ ∑∑
== ==

+=Δ
N

i

ext
i

N

i

N

j
ij

N

i

i
i FF

dt
rdm

11 1

int

1
2

2
.  (17) 

В соответствии с третьим законом Ньютона 0
1 1

int =∑ ∑
= =

N

i

N

j
ijF . Для результи-

рующей внешней силы введем обозначение extF , т. е. 

∑=
i

ext
i

ext FF . 

Тогда уравнение (17) принимает вид 

 extN

i

i
i F

dt
rdm =Δ∑

=1
2

2
.  (18) 

Учитывая постоянство масс Δmi, в последнем уравнении можно вынести 
оператор дифференцирования по времени за знак суммы: 

 extN

i
ii Frm

dt
d

=Δ∑
=1

2

2
)( .  (19) 

Как известно, координаты центра масс системы материальных частиц 
относительно неподвижной системы отсчета определяются соотношениями 

 
m

xm
x i

ii

ц

∑Δ

= , 
m

ym
y i

ii

ц

∑Δ

= , 
m

zm
z i

ii

ц

∑Δ

= ,  (20) 

где xi, yi, zi – координаты i – ой частицы массой Δmi, – масса 

всей системы. Положение центра масс системы частиц можно также опре-
делить радиусом-вектором 

∑Δ=
i

imm

 
m

rm
R i

ii

ц

∑Δ

= .  (21) 

Из последнего определения следует, что уравнение (19) есть не что иное, 
как уравнение движения центра масс твердого тела. Действительно, рас-
сматривая твердое тело как систему N частиц и учитывая (21), можно за-
писать (19) в виде 
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 extц F
dt

Rd
m =

2

2
.  (22) 

Согласно (22), центр масс твердого тела движется как некая воображаемая 
частица массой m под действием силы, равной результирующей внешней 
силе, приложенной к твердому телу. Если внешние силы отсутствуют или 
результирующая внешняя сила 0=extF , то производная по времени второ-

го порядка в (22) равна нулю, и центр масс тела в зависимости от начальных 
условий либо покоится, либо движется равномерно и прямолинейно. 

Проведенное разбиение твердого тела на отдельные частицы предпо-
лагает дискретную структуру тела. Если же тело можно считать сплош-
ным, то в формулах, определяющих координаты и радиус-вектор центра 
масс твердого тела, следует перейти к пределу при ∞→N  и заменить мас-
сы малых частиц imΔ  на массы бесконечно малых частиц, определяемые 
формулой 

dVrdm )(ρ= , 

где dV – объем бесконечно малой частицы, а )(rρ  – плотность вещества 
тела в точке с радиусом-вектором r , в которой находится эта частица. То-
гда формулы (20) принимают вид 

 mdx
m

x
m

ц ∫ ⋅=
)(

1 ; mdy
m

y
m

ц ∫ ⋅=
)(

1 ; mdz
m

z
m

ц ∫ ⋅=
)(

1 ,  (23) 

а радиус-вектор центра масс следует находить по формуле 

 ∫=
)(

)(1

V
ц dVrr

m
R ρ .  (24) 

Очевидно, общая форма уравнения движения центра масс твердого тела не 
зависит от предположений о структуре тела. В частности, уравнение (22) 
остается справедливым и в модели сплошного твердого тела. Следует так-
же отметить, что при выводе уравнения (22) не использовались ограниче-
ния на положения частиц, вытекающие из определения твердого тела. По-
этому уравнение (22) является общим уравнением движения центра масс 
произвольной системы тел и частиц. 

Полученные уравнения (22) и (24) (или (21)) удобны для описания по-
ступательного движения твердого тела. Если результирующая внешняя си-
ла задана как функция радиуса-вектора и скорости /ц цdR dt=v  центра масс 
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)v
твердого тела (и, возможно, време-
ни), т.е. , то 
уравнение (22) становится диффе-
ренциальным уравнением, позво-
ляющим при заданных начальных ус-
ловиях однозначно определить закон 
движения центра масс, т. е. зависи-
мость . 

( , ,ext ext
ц цF F R t=

)(tRц
Заметим, что центры масс ряда 

твердых тел могут находиться вне 
областей пространства, заполненных частицами этих тел. Например, цен-
тры масс однородного кольца и однородного полого цилиндра находятся 
в положениях, показанных на рис.8. 

3. Вращение твердого тела вокруг закрепленной точки 

Рассмотрим вращение твердого тела произвольной формы вокруг не-
которой точки, закрепленной в пространстве. Для наглядности представим 
тело, вращающееся вокруг некоторой точки опоры О (рис.9, а). 

Для отыскания уравнения движения вновь представим твердое тело в 
виде совокупности пронумерованных материальных частиц пренебрежимо 
малых размеров. Поместим начало координат в точку О, тогда движение 
твердого тела будет описываться системой уравнений 

 int exti
i ij

j

dm F
dt

Δ = +∑ iFv , (i = 1,2,3,…, N ). (25) 

Умножим каждое уравнение векторно на радиус-вектор ir : 

б) 
Рис.8. Центры масс однородного 
кольца (а) и однородного полого 

 цилиндра (б) 

а) 

Ц.м. Ц. м. 

Рис.9. Вращение твердого тела вокруг точки  О  (а); момент 
внутренних сил (б) 

б) а) 

О 
b 

αj

int
jiF Δmj 

αi

int
ijF

jr  

ir O
Δmi 



 [ ] [ ]ext
ii

j
iji

i
ii FrFr

dt
drm ,,, int∑ +=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡Δ

v .  (26) 

Сложим полученные уравнения: 

int, , exti
i i i ij i i

i i j i

dm r r F r F
dt

⎡ ⎤ ,⎡ ⎤ ⎡Δ = +⎢ ⎥ ⎤⎣ ⎦ ⎣⎣ ⎦
∑ ∑∑ ∑ ⎦

v , 

или 

 [ ] [ ] [ ]∑ ∑∑∑ +=Δ
i i

ext
ii

j
iji

i
iii FrFrmr

dt
d ,,, intv .  (27) 

Сначала рассмотрим первое слагаемое в правой части (27). Используя 
3-й закон Ньютона, покажем, что [ ]∑∑ =

i j
iji Fr 0, int . Для простоты рассмот-

рим пару взаимодействующих частиц с массами Δmi и Δmj (рис.9, б). Тогда 
сумма векторных произведений 

[ ] [ ] ( ) 0sin,sin,,, intintintintintint =+=+=+ jiijjjijiijijijiji FFbFrFrFrFr αα , 

поскольку . 0intint =+ jiij FF

Второе слагаемое в правой части (27) является вектором момента 
внешней силы относительно точки О: 

 [ ]∑=
i

ext
ii FrM , .  (28) 

Аналогично можно ввести вектор момента импульса твердого тела отно-
сительно точки О: 

 [ ] [ ]∑∑ =Δ=
i

ii
i

iii prmrL ,, v ,  (29) 

где  – импульс отдельной частицы. ip
С учетом введенных величин уравнение движения твердого тела (27) 

принимает вид 

 M
dt
Ld
= .  (30) 

Для сплошного твердого тела вектор момента импульса твердого тела 
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 [ ] [ ]dVrrrVL
V

iiii
V

vv ,)(,lim
)(0
∫∑ =Δ=

→Δ
ρρ .  (31) 

Поскольку мы рассматриваем вращение твердого тела, для решения 
последующих задач удобно перейти к вращательным характеристикам 
движения. Согласно формуле (9), введем в (31) угловую скорость враще-
ния. Тогда 

[ ][ ]dVrrL
V

v,,)(
)(

ωρ∫= . 

Воспользуемся известной формулой разложения двойного векторного 
произведения [ ][ ] ( ) ( )BACCABCBA ,,,, −=  и получим 

[ ][ ] ( ) ( )ωωω ,,,, rrrrrr −= . 

Тогда 

 ( ) ( ){ }dVrrrrrL
V

ωωρ ,,)(
)(

−= ∫ .  (32) 

Заметим, что векторы L  и ω  связаны довольно сложным образом друг с 
другом и в общем случае не коллинеарны (рис.10). Очевидно, коллинеар-
ность будет при выполнении условия 
( ) 0, =ωr . 
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Для того, чтобы проанализировать вы-
ражение (32), поступим следующим образом. 
Сначала найдем проекции вектора L  на оси 
координат: 

( ){ } ;,2 − dxdydzrxr ω)(∫= rL xx ωρ  

( ){ } ;,2 − dxdydzryr ω)(∫= rL yy ωρ  

( ){ } .,2 − dxdydzrzr ω)(∫= rL zz ωρ  
Учитывая, что угловая скорость ω  (и соот-
ветственно ее проекции xω , yω  и zω ) одина-

кова для всех частиц тела, и используя коор-
динатное представление скалярного произве-
дения zyx zyxr ωωωω ++=),( , полученную систему уравнений запишем 

в виде 

Рис.10. Взаимное распо-
ложение векторов ω , L  и 
M при вращении тела во-
круг фиксированной точки

y x 

M
L  ω  

z 

О 



;)()())(( 22 ∫∫∫ −−−= xzdxdydzrxydxdydzrdxdydzxrrL zyxx ρωρωρω

;)())(()( 22 ∫∫∫ −−+−= yzdxdydzrdxdydzyrryxdxdydzrL zyxy ρωρωρω

.))(()()( 22∫∫∫ −+−−= dxdydzzrrzydxdydzrzxdxdydzrL zyxz ρωρωρω  

Оказалось, что каждая проекция вектора момента импульса связана с тре-
мя проекциями вектора угловой скорости. Такая связь двух векторов осу-
ществляется посредством тензора. Вводя компоненты тензора в виде ко-
эффициентов 

∫ −= dxdydzxrrI xx ))(( 22ρ , , ∫−= yxdxdydzrI yx )(ρ

∫−= xydxdydzrI xy )(ρ , , ∫ −= dxdydzyrrI yy ))(( 22ρ

∫−= xzdxdydzrI xz )(ρ ,  ∫−= yzdxdydzrI yz )(ρ

∫−= zxdxdydzrI zx )(ρ , 

∫−= zydxdydzrI zy )(ρ , 

 ,  (33) ∫ −= dxdydzzrrI zz ))(( 22ρ

выразим компоненты момента импульса через компоненты угловой скоро-
сти следующим образом: 

 

;

;

.

x xx x xy y xz z

y yx x yy y yz z

z zx x zy y zz z

L I I I

L I I I

L I I I

ω ω ω

ω ω ω

ω ω ω

= + +

= + +

= + +

  (34) 

Все девять компонент тензора называются инерциальными коэффи-
циентами, или моментами инерции. Полученную систему уравнений 
можно записать в векторной форме 

 ω⋅= IL ,  (35) 

где величина I является тензором момента инерции твердого тела 2-го ран-
га. Компоненты этого тензора образуют матрицу 
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zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

III
III
III

.  (36) 

Величины xxI ,  и  (диагональные элементы тензора) называются 

осевыми моментами инерции ( моменты инерции относительно соответст-
вующих осей координат). Остальные коэффициенты (недиагональные эле-
менты тензора) называются центробежными моментами инерции (момен-
ты инерции относительно осей, лежащих соответственно в плоскостях XY, 
YZ или XZ). Поскольку недиагональные компоненты 

yyI zzI

yxxy II = , zxxz II =  и 

, тензор момента инерции является симметричным. zyyz II =

Заметим, что тензор момента инерции является аналогом массы, по-
скольку выражает меру инертности твердого тела, но, кроме того, зависит 
еще и от характера распределения массы в твердом теле, т. е. от выбора 
системы координат. Всегда можно выбрать такое направление координат-
ных осей, при котором недиагональные элементы тензора становятся рав-
ными нулю и матрица принимает вид 

 

z

y

x

I
I

I

00
00
00

.  (37) 

В этом случае координатные оси называют главными осями инерции, а ве-
личины xI ,  и  – главными моментами инерции. Таким образом, для 

любого твердого тела можно провести три главные взаимно перпендику-
лярные оси. При этом главные моменты инерции 

yI zI

xI ,  и  будут раз-

личны для разных точек тела. Если главные оси проходят через центр масс 
твердого тела, то в этом случае они называются центральными главными 
осями. 

yI zI

4. Вращение твердого тела вокруг закрепленной оси 

Рассмотрим частный, но очень важный случай, когда твердое тело 
вращается в пространстве вокруг некоторой неподвижной оси (плоско-
параллельное вращение). Это может быть как воображаемая, так и реаль-
ная фиксированная ось, например, ось маховика в подшипниках. 

Для удобства выберем систему отсчета так, чтобы оси координат бы-
ли главными осями инерции. При этом осью вращения твердого тела ОО′ 
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будет ось z (рис.11). Тогда любая эле-
ментарная частица массой 

dxdydzdVdm ⋅=⋅= ρρ  в твердом теле 
будет вращаться по окружности радиу-
са l (x, y). Вектор угловой скорости 
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ω  
направлен вдоль оси вращения, поэто-
му согласно (35), вектор момента им-
пульса будет иметь одну проекцию Lz, 
а уравнение движения (30) можно за-
писать в виде 

z
z M

dt
dL

= . 

Здесь Lz – момент импульса относительно оси вращения: 

 zzz IL ω= .  (38) 

Главный момент инерции Iz является для твердого тела моментом инерции 
относительно оси вращения. Используя (33), вычислим Iz: 

   (39) 
.),()()()(

))(())((

),(

2

)(),(

22

)(

)(

22

)(

22

∫∫∫∫

∫∫

=+=

=+=−=

yxzyxz

VV
z

dxdyyxldzrdxdyyxdzr

dxdydzyxrdxdydzzrrI

ρρ

ρρ

Определим теперь вектор момента силы относительно оси вращения 
для твердого тела как [ ]extFRM ,= , где R  является радиусом-вектором 

точки приложения внешней силы extF  (рис.12). Поскольку в нашем случае 
вектор M  имеет одну проекцию, то 

FhFRMM z ⋅=⋅⋅== αsin ,       (40) 

где αsin⋅= Rh  является перпендику-
ляром, проведенным от оси вращения к 
линии действия силы. Эта величина 
получила названия плеча силы. 

Заметим, что направление глав-
ных осей тела часто можно опреде-
лить, пользуясь соображениями сим-
метрии. Например, главные оси одно-

dm 

x 

Рис.11. Вращение твердого тела 
вокруг закрепленной оси 

y 

L  

r  

l 

ω  

О′ 

О 

z 

О′ 

Рис. 12. К определению момента 
силы 

extF  
z 

 y

x 

R
α 

О 

h 



родного прямоугольного параллелепипеда параллельны его ребрам. Если 
тело обладает симметрией вращения относительно некоторой оси, напри-
мер, цилиндр, то ось вращения и является одной из главных осей тела. 
Любая прямая, перпендикулярная к ней, также будет главной осью тела. 
Нахождение главных осей тела и вычисление моментов инерции различ-
ных твердых тел будет рассмотрено при решении конкретных задач данно-
го практикума. 

5. Уравнения движения твердого тела 

Согласно принципам кинематики движение твердого тела можно 
представить как совокупность плоско-параллельного движения и вращения 
вокруг некоторой точки. При этом плоско-параллельное движение удобно 
описывать как перемещение центра масс, а вращение – поворотом вокруг 
центра масс. В этом случае радиус-вектор произвольной точки твердого 
тела (рис.13) представляется в виде aRr o += , где oR  – радиус-вектор 
центра масс,  – вектор, определяющий положение точки относительно 
центра масс. Если ввести вектор бесконечно малого угла поворота 

a
ϕd , то 

вектор a  будет изменять свое положение, так что [ ]adad ,ϕ= . Тогда мож-
но получить выражение для вектора скорости любой точки в виде 

 [ ]aa
dt
d

dt
Rd

dt
ad

dt
Rd

dt
rd

o
oo ,, ωϕ

+=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡+=+== vv ,  (41) 

где ov  – скорость перемещения центра 
масс. z
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В соответствии с (22) и (30), уравне-
ния динамики, описывающие движение 
твердого тела имеют вид: 

F
dt

dm o =
v     и    M

dt
Ld
= ,           (42) 

 
где L  – момент импульса относительно 
центра масс, M  – момент силы F  отно-
сительно центра масс. Эти уравнения существенно упрощаются в случае 
плоско-параллельного движения. 

Пусть твердое тело перемещается параллельно плоскости xOy, тогда 

R
r  

Рис.13. К описанию движения  
твердого тела 

y x 
О

Ц. м. а  



 F
dt

dm o =
v      и     )(

)(
z

z M
dt
Ld

= ,  (43) 

где )(zL  и )(zM  – соответственно момент импульса и момент силы относи-

тельно оси z, проходящей через центр масс. При этом 

 )()( zzz IL ω⋅= ,  (44) 

где  – момент инерции относительно оси z, zI )(zω  – вектор угловой скоро-

сти вращения. Заметим, что выбор именно центра масс в качестве фикси-
рованной точки принципиального значения не имеет. Можно для описания 
движения твердого тела выбрать и любую другую точку, – описание будет 
правильным, но гораздо более сложным. 

6. Кинетическая энергия и работа вращающегося тела 

Кинетическая энергия твердого тела при вращении слагается из сум-
мы кинетических энергий отдельных частиц тела. Для частицы тела массой 
Δmi, находящейся на расстоянии  от оси, кинетическая энергия равна ir

22

2
2

2
iiii rmvm Δ

=
Δ ω , 

поскольку ii rv ⋅=ω . Кинетическая энергия всего вращающегося тела 

 
22

2
2

2 ωω IrmE
i

ii =Δ= ∑   (41) 

выражается так же, как и кинетическая энергия при поступательном дви-
жении, только вместо массы следует поставить момент инерции тела, а 

вместо линейной скорости – угло-
вую. 
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Работу сил при вращении мож-
но представить обычным способом: 
определить скалярное произведение 
каждой силы на путь, проходимый 
точкой приложения силы. Но можно 
выразить эту работу через момент 
сил. 

Пусть точка А твердого тела 
(точка приложения силы F  ) дви-

А′ 

О′ F

О 

dϕ 

R 
врF

А 

Рис.14. К определению работы сил 
 при вращении 



жется по кругу радиуса R (рис.14). Найдем проекцию силы F  на касатель-
ное направление к этому кругу ( врF  на рис.14). За время dt точка приложе-

ния силы сместится в положение А′, пройдя по дуге путь R⋅ dϕ, где dϕ – 
угол, на который повернулось твердое тело. Тогда элементарная работа 
сил за время dt будет равна ϕdRFвр ⋅ . Но величина  равна моменту 

силы М, поэтому элементарную работу можно записать так: М⋅ dϕ. Полная 
работа за промежуток времени t будет равна 

RFвр

 ∫ ⋅=
t

dMA
ϕ

ϕ
ϕ

0

.  (42) 

Можно показать, что если момент сил вызван только приложенными 
внешними силами, то работа будет равна увеличению кинетической энер-
гии. Действительно, согласно закону динамики 

 
dt
dIM ω

= ,  (43) 

где угловая скорость 
dt
dϕω = . Умножим обе части равенства (43) на ϕd . В 

результате ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅=⋅⋅=⋅

2

2ωωωϕ dIdt
dt
dIdM . Используя (42), найдем работу 

сил за время t: 

 EIIdIA
t

t
Δ=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
= ∫

0

2

0

22

222
ωωω .  (38) 

В заключение приведем таблицу сравнительных аналогов поступа-
тельного и вращательного движений. 
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Движение материальной точки 

 

 
Вращение твердого тела вокруг 

оси 
Масса m Момент инерции относительно оси 

I 
Равнодействующая внешних сил F  Сумма моментов внешних сил M  
Смещение rΔ  Угол поворота ϕΔ  
Линейная скорость v  Угловая скорость ω  
Линейное ускорение  w Угловое ускорение β  
Импульс vmP =  Момент импульса относительно 

оси ωIL =  

Кинетическая энергия 
2

2mvE =  Кинетическая энергия 
2

2ωIE =  

Работа ∫=
2

1

r

r
rdFA  Работа ∫ ⋅=

t
dMA

ϕ

ϕ
ϕ

0

 

Второй закон динамики wmF = , Закон динамики βIM = , 

или 
dt
LdM =  или 

dt
PdF =  
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Лабораторная работа № Д-1 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ МОМЕНТА ИНЕРЦИИ ТВЕРДОГО ТЕЛА 

С ПОМОЩЬЮ ТРИФИЛЯРНОГО ПОДВЕСА 

Теоретическая часть 

Существуют различные методы определения моментов инерции твер-
дых тел. В данной работе экспериментально находят моменты инерции 
тел, обладающих симметрией вращения относительно оси, проходящей че-
рез центр масс. Для твердых тел правильной геометрической формы мо-
менты инерции можно относительно просто найти теоретическим расче-
том. Для примера вычислим момент инерции сплошного однородного ци-
линдра относительно его геометрической оси. 

Рассмотрим цилиндр радиусом R, 
массой m, высотой h, вращающийся во-
круг оси z (рис.1.1). Согласно формуле 
(39), его момент инерции можно выра-
зить как 

z 
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∫=
)(

2

m
dmlI ,                   (1.1) 

где dm – масса выделенной бесконечно 
малой частицы цилиндра, l – расстоя-
ние частицы до оси вращения. 

В соответствии с симметрией ци-
линдра удобно выделить частицу в ви-
де бесконечно тонкого цилиндрического слоя толщиной dl с внутренним 
радиусом l и внешним l+dl. Тогда момент инерции цилиндра 

 ,  (1.2) ∫ ⋅=
)(

2

V
dVlI ρ

где ρ – плотность материала цилиндра, dllhdV ⋅= π2  – объем цилиндриче-
ского слоя. Поскольку объем всего цилиндра hRV 2π= , то плотность ма-

териала цилиндра 
hR

m
V
m

2π
ρ == . Подставим значение плотности ρ и объ-

ема элементарного цилиндра dV в формулу (1.2): 

 ∫∫ =⋅=
RR

dll
R
mdllhl

hR
mI

0

3
2

2

0
2

22π
π

.  (1.3) 

Рис.1.1. К определению момента 
инерции цилиндра 

R 

h 

dl 

l 



Вычислив интеграл и подставив пределы интегрирования, найдем момент 
инерции однородного сплошного цилиндра относительно оси z: 

 2
2
1 mRI = .  (1.4) 

Аналогичным образом можно найти моменты инерции шара, конуса, коль-
ца и т. д. Сведения о моментах инерции различных однородных тел приве-
дены в табл.1.1. 

Таблица 1.1 

Тело Момент инерции 
 

2
12
1 mlxI =  

 

Отрезок прямой 
 
 

2
3
1 mlxI =′  

 
Прямоугольник 

 
 

2
3
1 mbxI = ; 2

3
1 mayI =  

 

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ += 22

4
1 bamzI  

Прямоугольный параллелепипед  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += 22

3
1 dbmxI  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += 22

3
1 damyI  
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⎟
⎠
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⎜
⎝
⎛ += 22

3
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Прямой круговой цилиндр 
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5
2 mRzIyIxI ===  

z 

y R C 
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 Кольцо 
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⎠
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⎛ +== 22

4
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Методика эксперимента 

Одним из удобных методов экспериментального измерения моментов 
инерции твердых тел является метод три-
филярного подвеса. Этот метод позволяет 
находить моменты инерции как однород-
ных, так и неоднородных тел, имеющих 
правильную или неправильную геометри-
ческую форму. Устройство такого подвеса 
показано на рис.1.2. 

B′ 

Подвижная круглая платформа D ра-
диуса R подвешена к платформе D', не-
сколько меньшего радиуса r, на трех сим-
метрично расположенных нитях АА', ВВ', 
СС' длиной l каждая. Платформа может 

A 

Рис.1.2. Трифилярный подвес

A′ 0′ 
D′ 
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совершать крутильные колебания вокруг вертикальной оси ОО'; центр тя-
жести при этом перемещается по оси вращения. Период крутильных коле-
баний определяется величиной момента инерции платформы; он изменяет-
ся, если платформу нагрузить каким-либо телом, чем и пользуются в на-
стоящей работе. 

Если платформа массы m, вращаясь в одном направлении, поднялась 
на высоту h, то приращение потенциальной энергии будет равно 

 mghpE = ,  (1.5) 

где g – ускорение свободного падения. Вращаясь в другом направлении, 
платформа пройдет положение равновесия, в котором кинетическая энер-
гия равна 

 2
02

1 ωIEk = ,  (1.6) 

где I – момент инерции платформы, ω0 – угловая скорость платформы при 
прохождении положения равновесия. Пренебрегая работой сил трения, на 
основании закона сохранения механической энергии, запишем 

 mghI =2
02

1 ω .  (1.7) 

При более строгом анализе уравнения движения платформы можно 
доказать, что платформа совершает гармонические колебания, поэтому за-
висимость углового смещения платформы от времени запишем в виде 

t
T
πϕϕ 2sin0= , 

где ϕ – угловое смещение платформы от положения равновесия, ϕ0 – ам-
плитуда смещения (максимальное смещение от положения равновесия), T 
– период колебаний, t – текущее время. Угловая скорость ω, являющаяся 
первой производной ϕ по времени, равна 

 t
TTdt

d πϕπϕω 2cos2
0== .  (1.8) 

Из этого уравнения видно, что в момент прохождения через положение 
равновесия (t = 0, 1/2T, T, 3/2T и т. д.) угловая скорость максимальна и ее 
абсолютное значение равно 

 00
2 ϕπω
T

= .  (1.9) 
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На основании выражений (1.7) и (1.9) имеем 

 
2

0
2

2
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ϕπ

T
Imgh .  (1.10) 

Значение h найдем из условия нерастяжимости нитей AA', BB', CC'. 
Введем прямоугольную систему координат с началом в точке О' (рис.1.2). 
Ось x направим вдоль прямой O'A', ось z – вниз вдоль прямой OO', ось y – 
перпендикулярно к осям z и x. Пусть 

AO = CO = BO = R, A'O' = C'O' = B'O' = r, AA' = BB' = CC' = l, 

тогда координаты точки А' остаются все время постоянными и равными 

 rxA =′
0 , 00 =′Ay , 00 =′Az .  (1.11) 

Координаты точки А в положении равновесия равны 

 RxA =0 , 00 =Ay , lzA =0 .  (1.12) 

При повороте системы на угол ϕ0 координаты той же точки становятся 
равными 

 0cosϕRxA = , 0sinϕRyA = , hlzA −= .  (1.13) 

Условие постоянства длины нити AA' можно записать как 

 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )222

202020

AAAAAA

AAAAAA

zzyyxx

zzyyxx

′′′

′′′

−+−+−=

=−+−+−
.  (1.14) 

Учитывая значения координат точки А (формулы (1.11) – (1.13)), выраже-
ние (1.14) можно записать в виде 

 ( ) ( ) ( )20
222

0
22 sincos hlRrRlrR −++−=+− ϕϕ .  (1.15) 

Раскрывая скобки, получим 

0)cos1(22 0
2 =−+− ϕRrhlh , 

или 

 0
2

sin4)2( 02 =+−
ϕRrlhh .  (1.16) 
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При малых колебаниях 
22

sin 002 ϕϕ
≈ , кроме того, h << 2l, следовательно 

(h – 2l) ≈ – 2l. В этом приближении , или 02 2
0 =+− ϕRrhl

 2
02

ϕ
l

Rrh = .  (1.17) 

Подставим полученное значение h в уравнение (1.10): 

2

2
0

2
2
0

4
2
1

2 T
I

l
Rrmg ϕπϕ == , 

откуда получим 

 2
24

T
l

mgRrI
π

= .  (1.18) 

По формуле (1.18) можно определить момент инерции как самой платфор-
мы, так и тела, положенного на нее, т. к. все величины в правой части фор-
мулы могут быть непосредственно измерены. 

Практическая часть работы 

1. Сообщите платформе вращательный импульс, повернув платформу 
на небольшой угол (5 ÷ 60). При этом необходимо достигнуть полного от-
сутствия других колебаний. При помощи секундомера определите время N 
полных колебаний (N = 20). Вычислите период колебаний ненагруженной 
платформы. Измерения повторите 3 ÷ 4 раза. 

2. Вычислите по формуле (1.18) момент инерции ненагруженной плат-
формы Iпл, используя среднее значение периода крутильных колебаний. 

3. Помещая на платформу последовательно различные тела правильной 
геометрической формы (цилиндр, конус, кольцо), определите их моменты 
инерции. Для этого исследуемое тело положите на платформу так, чтобы 
его центр тяжести лежал на оси вращения системы. Определите период ко-
лебаний нагруженной платформы по методике п.1. По формуле (1.18) вы-
числите момент инерции системы Ic, принимая ее массу m равной сумме 
масс тела и платформы. Величину момента инерции тела найдите как 

IT = Ic – Iпл. 

4. Измерив радиусы исследуемых тел, вычислите их моменты инерции 
по формулам (см. табл.1.1): 
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2
2
1 mRцилиндрI = ; 2

10
3 mRконусI = ; )22(

2
1 rRmкольцоI += . 

Результат сравните с экспериментально полученными значения моментов 
инерции. 

5. Вычислите относительные и абсолютные ошибки полученных зна-
чений моментов инерции платформы и системы («платформа + тело») по 
формулам 

 242222
TlrRmI εεεεεε ++++= , 01,0⋅⋅=Δ III ε .  (1.19) 

Абсолютная и относительная ошибки полученных экспериментально зна-
чений моментов инерции тел равны 

 22
плIcII Δ+Δ=Δ , %100⋅

Δ
=

I
I

Iε .  (1.20) 

Результаты измерений и вычислений занесите в таблицу 1.2. 
Таблица 1.2 

 
Тело 

№  
опыта 

it  
(c) 

Δt 
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(c) 
 

T 
(c) 
 

ΔT 
(c) 
 

Tε  
(%) 

I 
(кг⋅м2) 

ΔI 
(кг⋅м2) 

Iε  
(%) 

1  
2  
…  

Пустая 
платформа 

 срt  

       

1  
2  
…  

Конус 

 срt  

       

1  
2  
…  

Кольцо 

 срt  

       

1  
2  

  Цилиндр 

 … 
срt   
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Контрольные вопросы 

1. Что такое момент инерции твердого тела? Каков физический смысл 
этой величины? В каких единицах измеряется? 

2. Как вычислить момент инерции однородного твердого тела пра-
вильной геометрической формы? Получите формулы для вычислениямо-
мента инерции диска, цилиндра, кольца, однородного стержня. 

3. Запишите закон сохранения энергии для платформы и поясните его. 
4. При каких упрощающих предположениях выведена формула (1.18)? 
5. Можно ли пользоваться предложенным методом определения мо-

ментов инерции тел в том случае, если ось вращения платформы не прохо-
дит через их центр масс? 

6. Получите формулы (1.19) и (1.20) для вычисления ошибок. 

Библиографический список 

1. Иродов И. Е. Основные законы механики. М., «Высшая школа», 
1985, с 150-152. 

2. Стрелков С. П. Механика. М., «Наука», 1975, § 59. 
3. Хайкин С. Э. Физические основы механики. Наука, 1971, § 89. 
4. Сивухин Д. В. Общий курс физики, т.1, механика. М., «Наука», 

1974, § 33. 



Лабораторная работа № Д-2 
ПРОВЕРКА ТЕОРЕМЫ ГЮЙГЕНСА-ШТЕЙНЕРА С 

ПОМОЩЬЮ ТРИФИЛЯРНОГО ПОДВЕСА 

Методика эксперимента 

В данной работе экспериментально проверяется справедливость тео-
ремы Гюйгенса-Штейнера: момент инерции тела относительно некото-
рой оси равен сумме момента инерции тела относительно оси, проходя-
щей через центр масс параллельно данной, и произведения массы тела на 
квадрат расстояния между осями, то есть 

 .  (2.1) 2
0 maII +=

Эта теорема устанавливает простую связь между моментами инерции 
тела относительно параллельных осей, одна из которых проходит через 
центр масс. 

Докажем теорему Гюйгенса-Штейнера. Пусть оси I и II (рис.2.1) парал-
лельны, причем ось I проходит через 
центр масс С тела. Поместим начало 
координат в точку С, ось z совмес-
тим с осью I, а ось y направим так, 
чтобы она пересекала ось II. Выде-
лим в теле произвольный элемент 
массой dm и опустим из него пер-
пендикуляры на оси I и II, обозначив 
их соответственно l и l1. Тогда мо-
менты инерции тела относительно 
каждой из этих осей будут равны 

Рис.2.1. К доказательству теоремы 
Гюйгенса – Штейнера 

y 
x 

α 

l1 

a 
z II I

l

C
dm 

  и .  (2.2) ∫=
)(

2
0

m
dmlI ∫=

)(

2
1

m
dmlI

По теореме косинусов найдем 

αcos2222
1 alall =+= . 

Учитывая, что yl =αcos , где y – координата элемента dm, получим 

 .  (2.3) ayall 2222
1 =+=

Подставим (2.3) в формулу (2.2), определяющую момент инерции относи-
тельно оси II: 
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 .  (2..4) dmyadmadmldmayalI
mmmm
∫∫∫∫ −+=−+=

)()(

2

)(

2

)(

22 2)2(

В полученном выражении первый интеграл равен I0 –моменту инерции те-
ла относительно оси, проходящей через центр масс, второй – массе тела m. 
Третий интеграл  в соответствии с формулами (23), определяю-
щими положение центра масс. (В нашем случае координата центра масс 
совпадает с началом координат). Таким образом, получили 

∫ = 0ydm

2
0 maII += , 

что соответствует теореме (2.1). 
Для проверки справедливости теоремы Гюйгенса-Штейнера в данной 

работе используется трифилярный подвес. Устройство трифилярного под-
веса и вывод формулы 

 2
24

T
l

mgRrI
π

= ,  (2.6) 

позволяющей вычислять его момент инерции см. в лабораторной работе 
№ Д-1. 

Практическая часть работы 

1. Сообщите платформе вращательный импульс, повернув платформу 
на небольшой угол (5 ÷ 60). При этом необходимо достигнуть полного от-
сутствия других колебаний. При помощи секундомера определите время N 
полных колебаний (N = 20). Вычислите период колебаний ненагруженной 
платформы. Измерения повторите 3 ÷ 4 раза. 

2. Вычислите по формуле (2.6) момент инерции ненагруженной плат-
формы Iпл, используя среднее значение периода крутильных колебаний. 

3. Для проверки теоремы Гюйгенса-Штейнера возьмите два одинако-
вых тела и установите их друг на друга в центре платформы. Определите 
период колебаний нагруженной платформы. По формуле (2.6) вычислите 
момент инерции системы Ic, принимая ее массу m равной сумме масс тел и 
платформы. Тогда величина момента инерции I0 одного тела относительно 
оси, проходящей через центр масс, будет равна 

)(
2
1

0 плc III −= . 
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4. Положите оба тела на платформу симметрично относительно оси 
вращения на максимально возможном расстоянии a от оси. Определите 
момент инерции тела  IТ  в этом случае по методике п.3. 

5. Вычислите относительную и абсолютные ошибки полученных зна-
чений моментов инерции платформы и системы (платформа + тело) по 
формулам 

 242222
TlrRmI εεεεεε ++++= , 01,0⋅⋅=Δ III ε .  (2.7) 

Абсолютная и относительная ошибки полученного экспериментально зна-
чения момента инерции тела равны 

 22
2
1

плIcII Δ+Δ=Δ , %100⋅
Δ

=
I
I

Iε .  (2.8) 

6. Сравните найденное экспериментально в п.4 значение момента 
инерции тела  IT   с величиной, вычисленной по теореме Гюйгенса-Штейнера 

2
0 maII += , 

где I0 – момент инерции тела, полученный в п.3. Если это значение IT по-
падает в интервал: IT – Δ IT ≤ IT ≤ IT + Δ IT, то можно сделать вывод, что 
теорема Гюйгенса-Штейнера подтверждается экспериментально. 

Результаты измерений и вычислений занесите в табл.2.1 и 2.2. 

Таблица 2.1 

Тело №  
опыта

it  
(c) 

Δt 
(c)
 

T 
(c)
 

ΔT 
(c) 
 

Tε
(%)

I 
(кг⋅м2) 

ΔI 
(кг⋅м2) 

Iε
(%)

1  
2  
…  

Пустая 
платформа 

 срt  

       

1  
2  
…  

Два тела в центре 
платформы 

 срt  

       

1  
2  
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…  

Два тела на расстоя-
нии а от центра плат-

формы 

срt   
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Таблица 2.2 

Момент инерции 
тела в центре 
платформы, 

I0 ± ΔI0 (кг·м2) 

Момент инерции тела на 
расстоянии а от центра 

платформы, 
IT ± ΔIT (кг·м2) 

а 
(м)

Момент инерции тела, вы-
численный по теореме 

Гюйгенса-Штейнера (кг·м2)

 
 

   

Контрольные вопросы 

1. Что такое момент инерции твердого тела? Каков физический смысл 
этой величины? В каких единицах измеряется? 

2. Сформулируйте и докажите теорему Гюйгенса-Штейнера. 
3. Запишите закон сохранения энергии для платформы и поясните его. 
4. При каких упрощающих предположениях выведена формула (2.6)? 
5. Получите формулы для вычисления ошибок (2.7) и (2.8). 

Библиографический список 

1. Иродов И. Е. Основные законы механики. М., «Высшая школа», 
1985, с 150-152. 

2. Стрелков С. П. Механика. М., «Наука», 1975, § 59. 
3. Хайкин С. Э. Физические основы механики. Наука, 1971, § 89. 
4. Сивухин Д. В. Общий курс физики, т.1, механика. М., «Наука», 

1974, § 33. 
 



Лабораторная работа № Д-3 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ МОМЕНТА ИНЕРЦИИ И ПОСТОЯННОЙ 

МОМЕНТА УПРУГИХ СИЛ ИЗ КРУТИЛЬНЫХ 
КОЛЕБАНИЙ 

Методика эксперимента 

Описание лабораторной установки. Лабораторная установка пред-
ставляет собой крутильный баллистический маятник, общий вид которого 
приведен на рис.3.1. 

 
Рис.3.1. Крутильный баллистический маятник 

Установка состоит из основания 1 с регулируемыми опорами 2, на ко-
торых жестко закреплены миллисекундомер 14 и вертикальная стойка 3. 
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На стойке расположены три кронштейна: нижний 5, средний 6 и верхний 4. 
К среднему кронштейну прикреплены экран с нанесенной на него угловой 
шкалой 13 и фотоэлектрический датчик 7. Кронштейны (5 и 4) имеют за-
жимы для крепления стальной проволоки 11, на которой подвешен маят-
ник. Маятник состоит из двух стержней 10, двух перемещаемых цилинд-
ров 9, грузов на концах стержней 8 и водилки 12. Миллисекундомер 14 со-
единен кабелем с фотодатчиком 7 и является самостоятельным прибором с 
цифровой индексацией времени и числа колебаний. 

Определение периода крутильных колебаний. Если крутильный 
баллистический маятник вывести из положения равновесия, повернув его 
на малый угол (<50), то вследствие деформации стальной проволоки воз-
никнут силы упругости. Момент этих сил M в пределах малых отклонений 
пропорционален углу отклонения маятника от положения равновесия φ и 
противоположен по знаку этому углу. Момент упругих сил стремится вер-
нуть маятник в положение равновесия, а угол φ отсчитывается от положе-
ния равновесия, поэтому 

 ϕDM −= ,  (3.1) 

где D – постоянная момента упругих сил. Закон (3.1) аналогичен закону 
Гука для деформации растяжения или сжатия. 

Под действием вращающего момента M крутильный маятник начнет 
совершать колебательные движения. Для описания этого движения вос-
пользуемся уравнением динамики, описывающим вращение твердого тела 
вокруг неподвижной оси 

 MI =β ,  (3.2) 

где I – момент инерции маятника относительно оси вращения, β  – вектор 
углового ускорения, M  – вектор момента упругих сил. Совместим ось z с 
осью вращения и спроектируем уравнение (3.2) на эту ось: 

 MI =β .  (3.3) 

С учетом формулы (3.1) и соотношения 2

2

dt
d ϕβ =  выражение (3.2) прини-

мает вид 

 ϕϕ D
dt
dI −=2

2
.  (3.4) 

Поделив это уравнение на I, получим 
 38



 02

2
=+ ϕϕ

I
D

dt
d .  (3.5) 

Дифференциальное уравнение (3.5) описывает гармоническое колебание, 
поэтому его решением будет 

 )cos( 0 αωϕ += tA ,  (3.6) 

где ω0 – циклическая частота колебаний маятника, А – амплитуда колеба-
ний (максимальное отклонение от положения равновесия), α – начальная 
фаза. Подставим решение (3.6) в уравнение (3.5). Для этого сначала найдем 
дифференцированием из (3.6) 

ϕωαωαωϕ 2
00

2
02

2
)cos( −=+−= t

dt
d . 

После подстановки полученного выражения в (3.5) имеем тождество 

02
0 =+− ϕϕω

I
D , 

которое справедливо при равенстве 
I
D

=− 2
0ω . Учитывая связь между цик-

лической частотой ω0 и периодом гармонических колебаний Т, получаем 
формулу для определения периода крутильных колебаний: 

 
D
IT π2= .  (3.7) 

Определение момента инерции маятника и постоянной упругих 
сил. Если экспериментально определить период колебаний Т, то по формуле 
(3.7) можно найти как момент инерции маятника I, так и постоянную мо-
мента упругих сил D. Пусть при некотором положении подвижных грузов 

 
D
IT 1

1 2π= .  (3.8) 

Здесь I1 – момент инерции системы, который можно представить в виде 

 ,  (3.9) 2
11 2mlII м +=
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где  – момент инерции маятника без подвижных грузов, m – масса под-

вижного груза, l
мI

1 – расстояние подвижного груза от оси вращения,  – 
момент инерции грузов относительно оси вращения. 

2
12ml

Если грузы передвинуть и установить на расстоянии l2 от оси враще-
ния, то момент инерции всей системы будет равен 

 ,  (3.10) 2
22 2mlII м +=

а период 

 
D
IT 2

2 2π= .  (3.11) 

На основании (3.8) – (3.11) имеем 

 
D

mlIT м
2
122

1
24 +

= π ,  (3.12) 

 
D

mlIT м
2
222

2
24 +

= π .  (3.13) 

Решая совместно (3.12) и (3.13), находим момент инерции маятника 

 2
2

2
1

2
1

2
2

2
2

2
1 )(2

TT
TlTlmIм

−

−
=   (3.14) 

и постоянную момента упругих сил 

 ( )
2
2

2
1

2
2

2
1

28
TT

llmD
−

−
=

π .  (3.15) 

Практическая часть работы 

1. Ознакомьтесь с конструкцией прибора. Оба цилиндра 9 подвиньте 
вплотную к муфте. Измерьте расстояние l1 между осью маятника и середи-
ной одного из цилиндров. 

2. Включите в сеть шнур питания миллисекундомера и нажмите 
кнопку «Сеть» на лицевой панели. При этом должны загореться цифровые 
индикаторы. 

3. Поверните маятник на небольшой угол (≤ 50) и определите период 
колебаний T1, измерив время 20-ти полных колебаний маятника. 
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4. Увеличив момент инерции маятника (цилиндры 9 раздвинуты вдоль 
стержня на максимальное расстояние от оси вращения), измерьте l2 и T2. 

5. По формуле (3.14) вычислите момент инерции крутильного маят-
ника Iм, используя средние значения T1ср и T2ср. 

6. Оцените точность полученного результата, используя следующие 
соотношения: 

 %10022
)2

1
2
2()2

1
2
2

2
2

2
1(

⋅+=
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 01,0⋅⋅=Δ
мIмIмI ε .  (3.19) 

Результаты измерений и вычислений запишите в табл 3.1 и 3.2.. 

Таблица 3.1 

=Δ± 11 ll  =Δ± 22 ll  
№ опыта t1i

(с)
T1
(с) 

∆T1
(с)

εТ1
(%)

№ опыта t2i
(с)

T2
(с) 

∆T2
(с) 

εТ2
(%)

1 
2 

   

3 
среднее среднее

Таблица 3.2 

Iм ± ∆Iм (кг·м2) 
мIε ( %) Iм (кг·м2) ∆Iм (кг·м2) 

    

7. По формуле (3.15) вычислите постоянную момента упругих сил D. 
8. Оцените точность полученного результата, используя формулы: 
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 01,0⋅⋅=Δ DDD ε .  (3.21) 

Результаты измерений и вычислений запишите в табл. 3.3. 

Таблица 3.3 

D ± ∆D (Н·м) ∆D (Н·м) D (Н·м) Dε  (%) 

    

Контрольные вопросы 

1. Запишите уравнение вращательного движения маятника и поясни-
те его. 

2. Какие колебания совершает маятник, выведенный из положения 
равновесия? Запишите уравнение его колебаний. 

3. Чему равен период колебаний маятника? Как можно изменить его 
период? 

4. Как меняется момент инерции маятника при перемещении ци-
линдров? 

5. Получите формулы (3.16) – (3.21) для вычисления ошибок. 
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Лабораторная работа № Д-4 
ИЗУЧЕНИЕ ЗАКОНОВ ВРАЩАТЕЛЬНОГО ДВИЖЕНИЯ С 

ПОМОЩЬЮ МАЯТНИКА ОБЕРБЕКА 

Описание экспериментальной установки 

Законы вращательного движения можно экспериментально проверить 
с помощью маятника Обербека, общий вид которого представлен на 
рис.4.1. 

 
Рис.4.1. Маятник Обербека 
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Установка состоит из основания 1 с регулируемыми опорами. На ос-
новании жестко закреплены миллисекундомер 16 и вертикальная стойка. 
На стойке расположены три кронштейна: нижний 4, средний 3 и верхний 2. 
Положение всех кронштейнов на вертикальной стойке строго зафиксиро-
вано. На верхнем кронштейне крепится блок 5 для изменения направления 
движения нити 6, на которой подвешен крючок 7 с грузами 8. На среднем 



кронштейне крепится электромагнит 14, который удерживает систему с 
грузами в неподвижном состоянии. На этом же кронштейне расположен 
узел подшипников 9, на оси которого с одной стороны закреплен двухсту-
пенчатый шкив 13. На шкиве имеется приспособление для закрепления ни-
ти. На другом конце оси находится крестовина 10, представляющая собой 
четыре металлических стержня с нанесенными на них рисками через каж-
дые 10 мм. Стержни закреплены в бобышке 12 под прямым углом друг к 
другу. На каждом стержне могут свободно перемещаться и фиксироваться 
грузы 11, что позволяет менять момент инерции маятника. 

На нижнем кронштейне крепится фотоэлектрический датчик 15, кото-
рый подает электрический сигнал на миллисекундомер 16 для окончания 
счета промежутков времени. Маятник снабжен миллиметровой линейкой 
17, по которой определяются начальное и конечное положения грузов и, 
следовательно, пройденный ими путь. Миллисекундомер соединен кабе-
лем с фотоэлектрическим датчиком и является самостоятельным прибором 
с цифровой индексацией времени. 

Методика эксперимента 

Запишем основное уравнение вращательного движения в виде 

 dI M
dt
ω
= ,  (4.1) 

где I – момент инерции системы, ω  – угловая скорость, M  – момент 
внешней силы. Так как векторы ω  и M  параллельны, можно перейти к 
скалярной форме: 

 dI M
dt
ω
= ; I Mβ = ,  (4.2) 

где β – угловое ускорение. 
Момент силы, вызывающий вращение маятника, создается натяжением 

нити, навитой на один из шкивов установки. Момент силы можно менять, 
подвешивая к нити грузы различного веса или изменяя плечо силы, для чего 
нить закрепляется на шкивах разного диаметра. Если еще учесть силы тре-
ния, то уравнение вращательного движения для маятника примет вид 

 трI M Mβ = − ,  (4.3) 
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где M = RT – момент силы натяжения нити, T – сила натяжения нити, R – 
радиус шкива, на который намотана нить (плечо силы T ), Mтр – момент 
сил трения. 



Для определения силы натяжения 
нити T запишем уравнение движения па-
дающего груза Р массы m в проекции на 
ось y (рис.4.2): 
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mw mg T= − ( )g w= − → T m ,    (4.4) 
Tгде w – ускорение груза, определяемое 

формулой 

2
2hw
t

= .                     (4.5) 

Здесь h – расстояние, проходимое опус-
кающимся грузом Р за время t. Таким об-
разом имеем систему уравнений 

 

2

,

( ),
2 , .

трI RT M

T m g w
h ww

Rt

β

β

⎧
⎪ = −
⎪⎪ = −⎨
⎪
⎪ = =
⎪⎩

  (4.6) 

Справедливость полученных соотношений можно проверить различными 
способами. 

Упражнение 1. Проверка основного уравнения вращательного движе-
ния, определение момента инерции системы и момента сил трения 

Фиксируем грузы на стержнях и создаем различные вращательные 
моменты сил M, меняя массу груза m и плечо (радиус шкива R). При этом 
будем получать разные значения углового ускорения β. Согласно уравне-
нию (4.3) 

 трM I Mβ= + .  (4.7) 

В этом уравнении можно экспериментально найти вращающий момент 

 2
2hM Rm g
t

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
  (4.8) 

и угловое ускорение 

 2
2h
Rt

β = .  (4.9) 

Рис.4.2. Силы, действующие в
маятнике Обербека 

y 
T  

P 
gm  

 
l 
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Построив экспериментальную зависимость M от β, мы должны получить 
прямую. Это и будет подтверждением справедливости основного уравне-
ния вращательного движения (ускорение прямо пропорционально моменту 
сил, действующему на тело). При этом предполагаем, что момент силы 
трения при проведении эксперимента не меняется. 

Практическая часть 

1. Укрепите грузы на стержнях маятника в самом ближнем положении 
от оси маятника. Измерьте расстояние l1 от середины каждого груза до оси 
вращения маятника. Убедитесь, что маятник находится в безразличном 
равновесии, т. е. при повороте маятника на 900 или 1800 он должен оста-
ваться неподвижным. 

2. Измерьте по шкале прибора высоту h опускания груза на нити (в 
данной работе она постоянна) и радиусы R1 и R2 шкивов штангенциркулем 
(R1 > R2). 

3. Вращая крестовину маятника, намотайте нить на один из шкивов, 
поднимая при этом грузы массой m в верхнее положение. Удерживая гру-
зы в верхнем положении, нажмите на кнопку «Сеть», расположенную на 
лицевой стороне панели миллисекундомера. При этом должны загореться 
лампочка фотодатчика и цифровые индикаторы миллисекундомера, срабо-
тает электромагнит и зафиксирует крестовину в заданном положении. 

4. Нажмите на кнопку «Сброс» для того, чтобы на индикаторах мил-
лисекундомера установились нули. 

5. Нажмите кнопку «Пуск» на миллисекундомере; маятник начинает 
раскручиваться. В момент пересечения маятником оптической оси фото-
датчика счет времени прекращается, и миллисекундомер показывает время 
t, за которое маятник прошел расстояние h. Измерения повторите не менее 
3 ÷ 4 раз. 

6. Усредните найденные значения времени t и по формулам (4.8) и 
(4.9) определите угловое ускорение β и вращательный момент M. 

7. Повторите этот опыт для 3-х различных значений перегрузков как 
на шкиве радиусом R1, так и на шкиве радиусом R2. 

8. Результаты экспериментов (на обоих шкивах) представьте в виде 
графика, по оси абсцисс которого отложите величину M, а по оси ординат - 
угловое ускорение β. Из графика определите момент сил трения Mтр и мо-
мент инерции маятника I относительно оси вращения. 



Момент сил трения находится при экстраполяции (продолжении) пря-
мой до пересечения с осью абсцисс. Точка пересечения определяет момент 
силы трения, так как при угловом ускорении β = 0, момент силы трения 
Mтр = M. 

Момент инерции трM M
I

β
−

= , т. е. равен тангенсу угла наклона по-

лученной прямой к оси ординат. 
9. Оцените точность полученных значений M и β; для эксперимен-

тальных точек графика укажите доверительные интервалы. 

 
2 2

2
2 2

( ) (2 )4 100%
( 2 )

t
M R

h h
gt h

εε ε Δ +
= + ⋅

−
, 0,01MM M εΔ = ⋅ ⋅ .  (4.10) 

 2 2 4h R tβ
2ε ε ε ε= + + , 0,01ββ β εΔ = ⋅ ⋅ .  (4.11) 

Результаты измерений и вычислений занесите в табл.4.1 и 4.2. 

Таблица 4.1 

h ± ∆h =                   R1 ± ∆R1 = 
m1 = m2 = m3 = 

 
 

№ опыта 
t 

(c) 
β±∆β 
(1/c2) 

M ± ∆M
(Н·м) 

t 
(c)

β ± ∆β
(1/c2) 

M ± ∆M
(Н·м) 

t 
(c)

β ± ∆β 
(1/c2) 

M ± ∆M
(Н·м) 

1  
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2    
3    
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tср tср

 

Таблица 4.2 

h ± ∆h =                      R2 ± ∆R2 = 
m1 = m2 = m3 = 

 
 

№ опыта 
t 

(c) 
β±∆β 
(1/c2) 

M ± ∆M
(Н·м) 

t 
(c)

β ± ∆β
(1/c2) 

M ± ∆M
(Н·м) 

t 
(c)

β ± ∆β 
(1/c2) 

M ± ∆M
(Н·м) 

1    
2    

  

   3 
 tср tср tср

 



Упражнение 2. Проверка основного уравнения вращательного 
движения. 

Оставляем постоянными массу груза на нити m и шкив, на который 
наматывается нить. Меняем момент инерции системы I, перемещая грузы 
на стержнях. Если грузы находятся на расстоянии l1 от оси вращения, то 
момент инерции маятника равен 

 2
1 0 0 14I I I m l′ ′= + + .  (4.12) 

Если расстояние равно l2, то 

 2
2 0 0 24I I I m l′ ′= + + ,  (4.13) 

где I0 – момент инерции маятника без грузов; 0I ′  – момент инерции всех 
четырех грузов (массой m' каждый) относительно оси, проходящей через 
их центр масс; 2

0 24I m l′ ′+  – момент инерции грузов, находящихся на рас-
стоянии l от оси вращения (в соответствии с теоремой Гюйгенса-
Штейнера). 

При перемещении грузов по стержням момент инерции маятника ме-
няется на величину, равную 

 ( )2 2
1 2 1 24I I m l l′− = − .  (4.14) 

С другой стороны, из уравнения (4.3) получим 

 1 2
1 2

1 2

тр трM M M M
I I

β β

− −
− = = ,  (4.15) 

где β1 – угловое ускорение маятника, когда его момент инерции равен I1; 
β2 – угловое ускорение маятника, когда его момент инерции равен I1. Из 
уравнений (4.14) и (4.15) следует, что 

 ( )1 2 2 2
1 2

1 2
4тр трM M M M

m l l
β β

− −
′− = − .  (4.16) 

Для удобства обозначим левую часть уравнения (4.16) буквой A, т. е. 

 1 2

1 2

тр трM M M M
A

β β

− −
= − ,  (4.17) 

правую – буквой B. Тогда 
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 ( )2 2
1 24B m l l′= − .  (4.18) 

Так как уравнение (4.16) получено из уравнения (4.3), то равенство A = B 
должно экспериментально подтвердить справедливость основного уравне-
ния вращательного движения (4.3). 

Практическая часть 

1. Укрепите грузы на стержнях маятника в самом ближнем положе-
нии от оси маятника. Измерьте расстояние l1 от середины каждого груза до 
оси вращения маятника. Убедитесь, что маятник находится в безразличном 
равновесии, т. е. при повороте маятника на 900 или 1800 он должен оста-
ваться неподвижным. 

2. Измерьте по шкале прибора высоту h опускания груза на нити (в 
данной работе она постоянна) и радиус R шкива штангенциркулем (боль-
шой шкив). 

3. Укрепив на нити груз максимальной массы, найдите время опуска-
ния груза по методике Упражнения 1. Опыт повторите 3 ÷ 4 раза. Усред-
ните найденные значения времени t и по формулам (4.8) и (4.9) определите 
угловое ускорение β и вращательный момент M. По формулам (4.10) и 
(4.11) оцените погрешности. 

4. Укрепите грузы на стержнях маятника в самом дальнем положении 
от оси маятника. Измерьте расстояние l2 от середины каждого груза до оси 
вращения маятника. Убедитесь, что маятник находится в безразличном 
равновесии, т. е. при повороте маятника на 900 или 1800 он должен оста-
ваться неподвижным. Повторите измерения, описанные в пп. 2 и 3. 

5. Взяв данные опыта для двух различных положений грузов на 
стержнях (l1 и l2), но при одинаковых массах грузов и одном и том же 
шкиве (одинаковые R и m), вычислите по формулам (4.17) и (4.18) величи-
ны  A  и  B. Значение Mтр возьмите из Упражнения 1. 

6. Оцените точность полученных значений A и B по формулам 
 

2 2 1 22 21 2
1 22 2 2 2

1 2 1 2

( ) ( ) тр трM M M MM MA β β
β β β β

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −Δ Δ
Δ = + + Δ + Δ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
, 

 100%A
A

A
ε Δ

= ⋅ ,  (4.19) 
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( )

2 2
1 1 2 2

22 2
1 2

( ) ( )2 100%B
l l l l

l l
ε Δ + Δ

= ⋅
−

0,01, B BΔ Bε= ⋅ ⋅ .  (4.20) 

В этих формулах ошибки моментов сил M и угловых ускорений β оп-
ределяются по формулам (4.10), (4.11) соответственно. 

7. Убедитесь, что равенство A = B экспериментально подтверждает (в 
пределах точности измерений) справедливость основного уравнения вра-
щательного движения (4.3). Результаты измерений и вычислений занесите 
в табл. 4.3 и 4.4. 

Таблица 4.3 

h ± ∆h =          R ± ∆R =             m =            Mтр =            m′ = 
l1
м 

№  t1i
(с) 

∆ t1i
(с) 

St1
(с) 

∆ t1
(с) 

εt1
(%) 

β1опыта (с-2) 
∆ β1 
(с-2) 

εβ1 
(%) 

 1   
 2   
 3   
  t1ср

 

 

     

l2
м 

№  t2i
(с) 

∆ t1i
(с) 

St2
(с) 

∆ t1
(с) 

εt2
(%) 

β1опыта (с-2) 
∆ β1 
(с-2) 

εβ1 
(%) 

 1   
 2   

      

 3   
  t1ср  

Таблица 4.4 

 
А ± ∆А В ± ∆В M1 ∆ M1 M2 ∆ M2 εА εВ 
(кг·м2) (кг·м2) (Н·м) (Н·м) (Н·м) (Н·м) (%) (%) 

        
 

Контрольные вопросы 

1. Выведите основное уравнение вращательного движения твердого 
тела. 

2. Укажите все силы, моменты которых создают угловое ускорение 
маятника Обербека, и направления моментов этих сил. 
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3. Запишите уравнения вращательного движения маятника и поступа-
тельного движения груза; поясните эти уравнения. 

4. Как можно изменить момент силы натяжения в системе? 
5. Как можно изменить момент инерции в системе? 
6. Получите формулы для вычисления ошибок. 
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Лабораторная работа № Д-5 
МАЯТНИК МАКСВЕЛЛА 

Описание экспериментальной установки 

Ознакомиться со сложным движением твердого тела можно с помо-
щью маятника Максвелла. Общий вид маятника Максвелла представлен на 
рис.5.1. 

 
Рис.5.1. Маятник Максвелла 

Установка состоит из основания 1 с регулируемыми опорами. На ос-
новании жестко закреплены миллисекундомер 12 и вертикальная стойка. 
На стойке расположены два кронштейна: нижний 3 и верхний 2. Верхний 
кронштейн 2 снабжен электромагнитами 4 и устройством 5 для крепления 
и регулировки бифилярного подвеса 6. 

Маятник Максвелла представляет собой однородный металлический 
диск 7, закрепленный на оси, в середине которой укреплен металлический 
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стержень 8. К концу этого стержня прикреплены две крепкие нити, другие 
концы закреплены на верхнем кронштейне. Нити тщательно, виток к вит-
ку, наматываются на стержень. На диске крепится кольцо 9. Маятник Мак-
свелла фиксируется в верхнем положении с помощью электромагнита. На 
нижнем кронштейне 3 укреплен фотоэлектрический датчик 11, который 
выдает электрический сигнал окончания счета времени равноускоренного 
движения маятника. На корпусе кронштейна 3 имеется риска, указываю-
щая положение оптической оси фотодатчика. Этот кронштейн может сво-
бодно перемещаться по вертикальной стойке и фиксироваться на ней в 
любом возможном положении. На стойке укреплена миллиметровая ли-
нейка 10, по которой определяют начальное и конечное положения опус-
кающегося маятника, и, следовательно, путь h, пройденный этим маятни-
ком. Начальное положение определяется визуально по нижнему срезу дис-
ка, конечное положение — по индексу нижнего кронштейна. Миллисекун-
домер 12 соединен кабелем с фотодатчиком 11 и является самостоятель-
ным прибором с цифровой индексацией времени. 

При освобождении маятника он начинает сложное движение: поступа-
тельное вниз и вращательное вокруг своей оси симметрии. Вращение, про-
должаясь по инерции в низшей точке движения (когда нити уже размотаны), 
приводит вновь к наматыванию нитей на стержень, а следовательно, и к 
подъему маятника. Движение маятника после этого замедляется, маятник 
останавливается в верхней точке и снова начинает свое движение вниз и т.д. 

Методика эксперимента 

Рассмотрим силы, действующие на маятник, и опишем движение ма-
ятника на основе законов динамики твердого тела. На маятник действуют 
две силы: сила тяжести  и силы натяжения нити mg T  (см. рис.5.2). Урав-
нение движения маятника без учета сил трения имеют вид 

 
2 ,

2 ,T

mw mg T

I Mβ

⎧ = +⎪
⎨

=⎪⎩
  (5.1) 

где m – масса маятника, I – момент инерции маятника, T  – натяжение ни-
тей, TM  – момент натяжения нитей, w  – ускорение поступательного дви-

жения центра масс маятника, β  – угловое ускорение маятника. 
Первое уравнение в системе (5.1) описывает поступательное движение 

центра масс (оси), а второе уравнение – вращательное движение маятника 
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2 ,
2 ,

mw mg T
I Trβ

= −⎧
⎨ =⎩

относительно оси. Расположим вертикаль-
ную ось координат y, как показано на 
рис.5.2. Тогда система (5.1) в проекции на 
эту ось будет иметь вид 

                (5.2) 

 
где r – радиус стержня. Так как нити плот-
но намотаны на стержень, и проскальзы-
вания нитей по стержню нет, то систему 

уравнений (5.2) можно дополнить связью между линейным и угловым ус-
корениями w = βr, где 

 2
2hw
t

= ,  (5.3) 

а h – высота, на которую опускается маятник за время t. 
Из системы уравнений (5.2) получим формулы для силы натяжения 

нитей и момента инерции маятника: 

 ( )
2
mT g w= − ,  (5.4) 

 2 1gI mr
w

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  (5.5) 

Практическая часть 

1. Нажмите на кнопку «Сеть», расположенную на лицевой стороне 
панели миллисекундомера. При этом должны загореться лампочка фото-
датчика и цифровые индикаторы миллисекундомера. 

2. Вращая маятник, зафиксируйте его в верхнем положении при по-
мощи электромагнита. При этом необходимо следить, чтобы нить наматы-
валась на ось виток к витку. 

3. Нажмите на кнопку «Сброс» для того, чтобы на индикаторах мил-
лисекундомера установились нули. 

4. Нажмите кнопку «Пуск» на миллисекундомере, маятник начинает 
раскручиваться. В момент пересечения маятником оптической оси фотодат-
чика счет времени прекращается, и миллисекундомер показывает время t, за 
которое маятник прошел расстояние h. Измерения повторите не менее 5 раз. 

Рис.5.2. Силы, действующие 
в маятнике Максвелла 

y 

gm

T  T  
2r



5. По формуле (5.3) вычислите ускорение w центра масс маятника по 
среднему значению времени, а по формулам (5.4) и (5.5) определите силу 
натяжения нити T и момент инерции маятника I, используя значение уско-
рения w. 

6. Вычислите абсолютную и относительную ошибки полученных зна-
чений T и I, используя приведенные ниже формулы. Результаты измерений 
и вычислений запишите в табл. 5.1 и 5.2. 

2 24w h tε ε= + 0,01ww w; ε Δ ε= ⋅ ⋅ . 

2
mT wΔ = Δ ; 100%T

T
T

ε Δ
= ⋅ . 

2
2 24I r w

g
g w

ε ε ε
⎛ ⎞

= + ⋅⎜ ⎟−⎝ ⎠
; 0,01II I εΔ = ⋅ ⋅ . 

Таблица 5.1 

№  
опыта 

h 
(м) 

ti 
(c) 
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∆ti 
(c) 

∆ti
2 

(c2) 
∆t
(c)

εt 
(%) 

w 
(м/с2) 

∆w 
(м/с2) 

εw 
(%) 

w ± ∆w 
(м/с2) 

1     
2     
3     
4     

      

5     
  tср  2

itΔ∑
 

Таблица 5.2 

T ∆T T ± ∆T I ∆I I ± ∆I εT εI 
(кг·м2) (кг·м2) (кг·м2) (Н) (Н) (Н) (%) (%) 

        
 

Контрольные вопросы 

1. Запишите уравнения динамики, описывающие движение маятника 
Максвелла. Поясните записанные уравнения. 

2. В каком случае будет существовать простая связь между линейным 
ускорением поступательного движения центра масс и угловым ускорением 
вращения: w = β r? 
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3. От чего зависит момент инерции маятника Максвелла? 
4. Как необходимо изменить параметры маятника Максвелла, чтобы 

повысить точность измерений? 
5. Выведите формулы для вычислений абсолютной и относительной 

ошибок ускорения w, силы натяжения нити T и момента инерции I. 

Библиографический список 

1. Иродов И. Е. Основные законы механики. М., «Высшая школа», 
1985, § 5.4. 

2. Стрелков С. П. Механика. М., «Наука», 1975, § § 50, 58. 
3. Хайкин С. Э. Физические основы механики. Наука, 1971, § 94. 
4. Сивухин Д. В. Общий курс физики, т.1, Механика. М., «Наука», 

1974, §§ 44 - 48. 



Лабораторная работа № Д-6 
ИЗУЧЕНИЕ ЗАКОНОВ ДВИЖЕНИЯ ТВЕРДОГО ТЕЛА  

ПО НАКЛОННОЙ ПЛОСКОСТИ 

Методика эксперимента 

В данной работе изучается сложное движение твердого тела по на-
клонной плоскости и определяются коэффициенты трения покоя, скольже-
ния и качения. Экспериментальная установка показана на рис.6.1. 

x 

h 

α 

 57

Основной частью является металлический желоб прямоугольного се-
чения, внутренняя поверхность которого покрыта мягкой, легко деформи-
руемой тканью. Желоб может быть поставлен под любым углом α к гори-
зонту. В качестве твердого тела взят стальной шарик. 

Рис.6.1. Наклонный желоб 

Рассмотрим движение шарика по прямоугольному желобу, образую-
щему угол α с горизонтом (рис.6.2а). На шарик действуют три силы: сила 
тяготения , сила реакции опоры mg N  и сила трения трF . Движение ша-

рика можно описать следующими уравнениями: поступательного движе-
ния центра масс 

б) а) 

αcosmgN =  

N/2 N/2 

α 

R 

y x ТрF  

gm  

N

k2

R
r

Рис.6.2. Силы, действующие на шарик, 
катящийся по наклонному желобу



 трmw mg N F= + +   (6.1) 

и вращательного движения относительно геометрической оси шарика 
(уравнением моментов) 

 тр N FтрI M M Mβ = + + .  (6.2) 

Выберем оси координат, как показано на рис.6.2а и спроектируем уравне-
ния (6.1) и (6.2) на координатные оси. Получим систему уравнений 

 

sin ,

0 cos ,
,

тр

тр N

mw mg F

mg N
I F r M

α

α
β

= −⎧
⎪

= −⎨
⎪ = −⎩

  (6.3) 

где m – масса шарика, 1
2

r R=  (см. рис.6.2б), R – радиус шарика, 

22
5

I mR=  – момент инерции шарика, w – ускорение поступательного дви-

жения центра масс шарика, β – угловое ускорение шарика. 
Характер движения твердого тела по наклонной плоскости сущест-

венно зависит от сил трения, которые при этом возникают. Если шарик ка-
тится без скольжения, т. е. относительная скорость точек шарика, соприка-
сающихся с поверхностью плоскости, равна нулю, то возникает сила тре-
ния покоя. Величина этой силы определяется законом Кулона 

 трF kN≤ ,  (6.4) 

где k – коэффициент трения покоя, N – сила нормального давления. 
Если шарик катится со скольжением, т. е. относительная скорость то-

чек шарика, соприкасающихся с поверхностью, не равна нулю, то появля-
ется сила трения скольжения, определяемая равенством 

 1 1трF k N= ,  (6.5) 

где k1 – коэффициент трения скольжения. Сила трения скольжения зависит 
от материала тел и состояния поверхности, но, кроме того, она зависит от 
скорости скольжения (относительной скорости тел). 

Характер зависимости силы трения скольжения от скорости для раз-
ных тел и разной обработки поверхностей различен, но для однородных 
материалов сила трения скольжения нередко вначале падает с увеличением 
скорости, а затем возрастает. Зависимость силы трения от скорости изо-
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бражена на рис.6.3. Эта характеристика силы трения скольжения передает 
также и особенности силы трения покоя. При относительной скорости, 
равной нулю, сила трения покоя может иметь любое значение, не превос-
ходящее Fmax. Этому соответствует вертикальный участок характеристики, 
совпадающий с осью ординат. 

F1тр 
Fmax 

v 

Рис.6.3. Зависимость силы трения скольжения от скорости 

При качении шарика без скольжения может появиться сила трения ка-
чения. При качении шарик и плоскость деформируются под действием си-
лы, прижимающей шарик к плоскости. Если эти деформации упруги, то 
силы взаимодействия между шариком и плоскостью будут совершенно 
симметричны относительно вертикальной плоскости pq, проходящей через 
ось шарика; каждой силе f соответствует равная сила f ' (рис.6.4а). Резуль-
тирующая всех сил упругой деформации поверхности качения (реакция 
опоры  ) будет вертикально проходить через центр масс шарика, и мо-
мент этой силы относительно оси шарика будет равен нулю. Поэтому силы 
упругих деформаций шарика и плоскости при качении не влияют на ско-
рость шарика, и движение будет происходить так, как будто никаких де-
формаций нет. Никаких сил трения качения в этом случае не возникает. 
Поэтому для объяснения сил трения качения следует считать деформации 
шарика и плоскости качения неупругими. При этом не важно, что дефор-

N

q q 
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б) а) 
p 

f ′ f

p 

f ′ f
N  N

Рис.6.4. Упругие (а) и неупругие (б) деформации шарика 



мируется, шарик или плоскость, или то и другое вместе. Предположим, что 
шарик не деформируется, а поверхность качения имеет остаточные дефор-
мации. Тогда силы, действующие со стороны плоскости на шарик, уже не 
будут симметричны относительно вертикальной плоскости pq (рис.6.4б). 
Поэтому равнодействующая этих сил N  не пройдет через центр масс ша-
рика и будет смещена вперед по движению. Момент этой силы относи-
тельно оси шарика не равен нулю, причем он противоположен направле-
нию вращения. Этот момент называется моментом силы трения качения и 
может быть записан в виде 

 2M k N= ,  (6.6) 

где k2 – коэффициент момента сил трения качения. Он существенно отли-
чается от коэффициентов k и k1, так как является размерной величиной и, 
по существу, характеризует плечо силы реакции опоры относительно оси 
шарика (рис.6.2а). Учитывая соотношение (6.6), уравнения движения (6.3) 
можно переписать в виде 

 

2

sin ,

0 cos ,
,

тр

тр

mw mg F

mg N
I F r k N

α

α
β

= −⎧
⎪

= −⎨
⎪ = −⎩

  (6.7) 

Рассмотрим три возможных случая движения шарика по наклонной 
плоскости, для каждого из которых сформулируем экспериментальные за-
дачи по определению коэффициентов сил трения k, k1 и k2. 

1. При маленьких углах наклона (α1) желоба к горизонту шарик будет в 
состоянии покоя. В этом случае (6.7) дадут следующую систему уравнений: 

 
1

1

2

0 sin

0 cos ,
,

тр

тр

mg F

mg N
I F r k N

,α

α
β

= −⎧
⎪

= −⎨
⎪ = −⎩

  (6.8) 

где Fтр – сила трения покоя, r – плечо силы Fтр. Из (6.8) находим 

 2 1k rtgα= ,  (6.9) 

где α1 – наибольший угол, при котором шарик еще не начинает скатывать-
ся. Если найти α1 (см. ниже), то уравнение (6.9) позволяет определить ко-
эффициент трения качения k2 для этого угла. 
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2. При увеличении угла наклона желоба начинается качение шарика 
без скольжения (при α > α1), и система уравнений (6.7) запишется в виде 

   (6.10) 
2

sin ,

0 cos ,
,

,

тр

тр

mw mg F

mg N
I F r k N

w r

α

α
β

β

= −⎧
⎪

= −⎪
⎨ = −⎪
⎪ =⎩

где Fтp – сила трения покоя, так как скольжения нет, и скорость точек ша-
рика, касающихся поверхности, равна нулю. Из (6.10), учитывая, что 
R2 = 2r2, получим 

 21 4sin 5 cos
9тр

kF mg
r

α α⎛= +⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟ ,  (6.11) 

 25 sin cos
9

kw g
r

α α⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  (6.12) 

Так как по закону Кулона Fтp ≤ kmg cos α, то уравнение (6.11) можно запи-
сать для наибольшего значения угла α > α2, при котором еще возможно 
движение без скольжения, в виде 

 2
2 2

1cos 4sin 5 cos
9тр

k
F kmg mg

r 2α α α⎛ ⎞
= = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
.  (6.13) 

Отсюда получим 

 2
2

4 5
9 9

kk tg
r

α= + .  (6.14) 

Если найти α2 и k2, то уравнение (6.14) позволяет вычислить коэффициент 
трения покоя k. 

Из уравнения (6.12) видно, что центр масс шарика движется равноус-
коренно. Так как его начальная скорость равна нулю, ускорение центра 
масс шарика равно 

 2
2xw
t

= ,  (6.15) 

где x – расстояние, проходимое шариком за время t. Уравнения (6.12) и 
(6.15) дают 
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 2 2
9 5 2 1sin
5 9 cos

r xk g
g t

α
α

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
,  (6.16) 

где 5 sin
9

g α = j  – ускорение движения центра масс шарика без учета сил 

трения качения. Следовательно, формулу (6.16) можно переписать в виде 

 ( )2
9 1
5 c

rk j w
g osα

= − .  (6.17) 

Это уравнение позволяет определить коэффициент трения качения k2 для 
углов α1 < α < α2. В предельном случае, когда ускорение w = 0, а угол α = 
α1, уравнение (6.17) приводит к уравнению (6.9). 

3. При углах наклона α < α2 движение шарика можно приближенно 
считать чистым скольжением. Уравнение движения центра масс шарика в 
этом случае имеет вид 

 

1

sin ,

0 cos ,
.

тр

тр

mw mg F

mg N
F k N

α

α

= −⎧
⎪

= −⎨
⎪ =⎩

  (6.18) 

Решая эту систему относительно коэффициента k1, получаем формулу: 

 1 1 cos
wk tg

g
α

α
= − .  (6.19) 

Уравнение (6.19) позволяет определить коэффициент трения скольже-
ния k1 для углов α < α2. 

Практическая часть 

1. Меняя угол наклона желоба к горизонту, измерьте для каждого по-
ложения время движения шарика. Время движения следует измерить не 
менее трех раз и взять из них среднее значение. По формуле (6.15) вычис-
лите для всех углов наклона желоба величину ускорения шарика w. 

2. Полученные результаты представьте в виде графика зависимости 
ускорения шарика w от угла наклона желоба α. На эту же миллиметровую 

бумагу нанесите график функции 5 sin
9

j g α= , т. е. зависимость ускорения 

движения шарика без учета сил трения от угла наклона. 
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Наблюдаемое пересечение кривых на графике может быть формально 
объяснено тем, что сила трения качения уменьшается с увеличением ско-
рости движения шарика. Так как сила нормального давления в условиях 
задачи меняется крайне незначительно, то уменьшение силы трения каче-
ния, по-видимому, связано с уменьшением коэффициента трения качения 
k2. Причиной является уменьшение деформации ленты при увеличении 
скорости движения шарика. 

По точке пересечения графиков определите угол α2, при котором воз-
никает скольжение. Согласно (6.14) для этого угла, полагая k2 = 0, получи-
те коэффициент трения покоя 

 2
4
9

k tgα= .  (6.20) 

Экстраполяцией графика w = f (α) до пересечения с осью абсцисс опреде-
лите величину угла α1. 

3. Вычислите коэффициент трения качения для угла α1 по формуле 
(6.9); для углов α1 < α < α2 - по формуле (6.17). 

4. Вычислите коэффициент силы трения покоя k по формуле (6.20). 
5. Вычислите по формуле (6.19) коэффициент силы трения скольже-

ния k1 для углов α < α2. Значение ускорения для этих углов можно полу-
чить из графика. 

6. Оцените точность полученных результатов. Относительная и абсо-
лютная погрешности ускорения равны 

 2 24w x tε ε= + 0,01ww w, ε Δ ε= ⋅ ⋅ .  (6.21) 

Абсолютная и относительные ошибки значения коэффициента трения покоя 

 2
2

2

4
9 cos

k α
α

Δ
Δ = , 100%k

k
k

ε Δ
= ⋅ ,  (6.22) 

где ошибка в измерении угла 

 2 2 0,01h x tgα ε ε αΔ = + ⋅ ⋅ .  (6.23) 

Ошибки в измерении коэффициента трения качения по формуле (6.9) равны 

 
2

2 2
2 1 1
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2
1

( )
cos

rk tg rα α
α

⎛ ⎞
Δ = ⋅Δ + ⋅ Δ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
, 2

2 2
100%k

k
k

ε Δ
⋅ ⋅ .  (6.24) 



Ошибки в измерении коэффициента трения качения по формуле (6.17) 
равны 

 
22

2 2
2 2

r wk k tg
r j w

α α
⎛ ⎞Δ Δ⎛ ⎞Δ = + + ⋅Δ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, 2
2 2

100%k
k

k
ε Δ

⋅ ⋅ .  (6.25) 

Результаты измерений и вычислений запишите в табл. 6.1 и 6.2. 

Таблица 6.1. 

№  
опыта 

h 
(м) 

 

α 
(град.) 

ti tср 
(с) 

∆t 
(с) 

εt 
(%) 

w 
(м/с2) 

∆w 
(м/с2) 

εw 
(с) (%) 

j 
(м/с2)

 
 
 

1   

 

       

 
 

2   

 

       

 
 

3   

 

       

 
 

4   
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5          

 

Таблица 6.2. 

α1 < α < α2k ± ∆k α1 k2 ± ∆k2 k2 ± ∆k2 α > α2 k1 ± ∆k1α2 
(град.) (град.) (м) (град.) (м) (град.) 

        
 

Контрольные вопросы 

1. Чему равна сила трения покоя? Почему появляются силы трения 
покоя и скольжения? 

2. Чему равна сила трения скольжения и как она зависит от скорости? 
3. В каком случае возникает сила трения качения и чему она равна? 

Почему коэффициент трения качения имеет размерность длины? 
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4. Запишите систему уравнений, описывающих чистое качение и 
скольжение шарика по желобу. 

5. Объясните, почему экспериментальный график w = f (α) пересека-
ется с теоретическим j = f (α). 

6. Получите формулы для вычисления ошибок (6.21) – (6.25). 
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Лабораторная работа № Д-7 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ КОЭФФИЦИЕНТА ТРЕНИЯ С 

ПОМОЩЬЮ НАКЛОННОГО МАЯТНИКА 

Методика эксперимента 

Целью работы является определение коэффициента трения при каче-
нии шарика по наклонной плоскости и проверка формулы периода колеба-
ний наклонного маятника (рис.7.1). Шар, закрепленный на тонкой длинной 
нити, может кататься по наклонной плоскости, при этом нить будет закру-
чиваться. Если шар отвести от положения равновесия (ось OO′ на рис.7.1) 
на угол α и затем отпустить, то он будет колебаться, катаясь около поло-
жения равновесия. Из-за трения колебания будут постепенно затухать. По 
величине затухания колебаний можно определить силу трения и коэффи-
циент трения. 

Рис.7.1. Наклонный маятник 

б) а) 

Δh 
B′ 

A′ 

β 
O′ 

O 

β

Δα 
α

A′ 
B′ 
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M A

l l 

О′ 

О 

При качении шара по плоскости сила трения совершает работу. Эта 
работа уменьшает полную энергию шара, которая складывается из кинети-
ческой и потенциальной энергий. В тех положениях, где маятник макси-
мально отклонен от положения равновесия, его скорость равна нулю, сле-
довательно, и кинетическая энергия также равна нулю. Эти точки называ-
ются точками поворота. В них маятник останавливается, поворачивается и 
движется обратно. В момент поворота энергия маятника равна потенци-
альной энергии, поэтому уменьшение потенциальной энергии маятника 
при его движении от одной точки поворота до другой равно работе силы 
трения на пути между точками поворота. 
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Выведем формулу, которая связывает уменьшение амплитуды коле-
баний с коэффициентом трения k. Пусть точка A – точка поворота 
(рис.7.1а). В этом положении нить маятника составляет угол α с осью OO′. 
Если бы трения не было, то через половину периода маятник оказался бы в 
точке М, а угол отклонения был бы равен α. Но из-за трения шар немного 
не докатится до точки М и остановится в точке B. Это и будет точка пово-
рота. В этой точке угол нити с осью OO′ будет α – ∆α. То есть за половину 
периода угол поворота уменьшился на ∆α. Точка B расположена ниже, чем 
точка A, и поэтому потенциальная энергия маятника в точке B меньше, чем 
в точке A. 

Найдем связь между потерей угла ∆α и потерей высоты ∆h. Для этого 
спроектируем точки A и B на ось OO′. Это будут точки A′ и B′ (рис.7.1б) 
соответственно. Очевидно, что длина отрезка 

cos( ) cosl A B l lα α α′ ′Δ = = − Δ − , 

где l – длина нити маятника. Так как ось OO′ наклонена под углом β к гори-
зонту, то проекция отрезка ∆l на вертикальную ось и есть потеря высоты ∆h: 

 sin sin [cos( ) cos ]h l lβ β α α αΔ = Δ = − Δ − .  (7.1) 

Изменение потенциальной энергии маятника между точками A и B 

 E mg hΔ = Δ ,  (7.2) 

где m – масса шара, g – ускорение свободного падения. 
Вычислим теперь работу силы трения. Так как сила трения 

 трF kN= ,  (7.3) 

где k – коэффициент трения, N = mg cos β – сила нормального давления 
шара на плоскость, то работа силы трения на пути ∆S между точками A и B 
равна cosтрA kmg S β= Δ , где (2 )S l α αΔ = − Δ . Следовательно 

 (2 )cosтрA kmgl α α β= − Δ .  (7.4) 

Поскольку ∆Eп = Aтp, то из уравнений (7.1), (7.2) и (7.4) получаем 

 
αα

αααβ
Δ−
−Δ−

=⋅
2

cos)cos(ctgk .  (7.5) 

Выражение (7.5) можно упростить, если учесть, что угол ∆α очень 
мал. Тогда cos ∆α ≈ 1, sin ∆α ≈ ∆α, а 

cos( ) cos cos sin sin cos sinα α α α α α α α− Δ = Δ + Δ ≈ + Δ α . 
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Теперь формулу (7.5) можно переписать в виде 

αα
ααβ

Δ−
⋅Δ

=⋅
2

sinctgk , 

откуда 

 
βα

αβα
ctgk

ctgk
⋅+

⋅=Δ
sin

2 .  (7.6) 

Оказалось, что потеря угла за половину периода определяется вели-
чиной k и углом α. Однако можно найти такие условия, при которых ∆α не 
будет зависеть от угла α. 

Рассмотрим довольно большие амплитуды α и учтем, что коэффици-
ент трения k мал (порядка 10-3). Тогда можно положить, что 

 sin α >> k⋅ctg β,  (7.7) 

а слагаемым k ctg β в знаменателе формулы (7.6) пренебречь. То есть 

α
αβα

sin
2 ctgk ⋅=Δ . 

С другой стороны, пусть углы α будут малыми, т. е. α << 1 и sinα α≈ . 
Тогда 

 2kctgα βΔ = .  (7.8) 

Отметим, что это выражение справедливо при условии k⋅ctg β << α << 1. 
Найдем теперь потерю угла поворота за одно полное колебание. Со-

гласно (7.8) 
1 4kctgα βΔ = . 

Тогда за n колебаний 

4n nkctgα βΔ = , 
откуда 

 057,3 4
nk t

n
gα βΔ

=
⋅

.  (7.9) 

Эта формула позволяет вычислить коэффициент трения k, для чего необ-
ходимо измерить уменьшение угла nαΔ  за 10 – 15 колебаний. 

Теперь получим формулу периода колебаний наклонного маятника. 
Рассмотрим силы, действующие на шар (рис.7.2). Силу тяжести  раз-
ложим на две составляющие силы, направленные перпендикулярно и па-
раллельно плоскости: 

mg
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cosF mg β⊥ = , F⎜⎜ = mg sin β. 

Со стороны наклонной плоскости на шар действует сила реакции опоры N  
так, что сумма всех сил в направлении, перпендикулярном плоскости, рав-
на нулю. Силу F ⎜⎜ (pис.7.3) разложим также на две составляющие: одна 
направлена вдоль нити, другая — перпендикулярно к ней, т. е. 

T = F ⎜⎜ cos α, F = F ⎜⎜ sin α. 

Сила, возвращающая шар в положение равновесия, равна 

 sin sinF mg β α= − .  (7.10) 

Знак «–» взят потому, что возвращающаяся сила направлена в сторону, 
противоположную смещению. Кроме того, на шар действует сила трения 

 cosтрF kN kmg β= = .  (7.11) 

Тогда, в соответствии со вторым законом Hьютона и уравнением враща-
тельного движения, запишем 

   (7.12) 
,

,
c тр

тр

mw F F

I F Rβ

= −⎧⎪
⎨ =⎪⎩

где wc – ускорение центра масс шара, β – угловое ускорение, 22
5

I mR=  – 

момент инерции шара, R – радиус шара. 
Если пренебречь пpоскальзыванием шара (это возможно при скорости 

пpоскальзывания, значительно меньшей скорости центpа масс), то 
cw

Рис.7.2. Разложение силы  
F ⎜⎜ на составляющие 

β 

F ⎜⎜ 

gm  

⊥F  

N  

β 

TpF  

T  

F

F ⎜⎜

Рис.7.3 Силы, действующие на шарик  

β 

α

Rβ=  и уpавнения (7.10), (7.11), (7.12) позволяют получить 
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 7 sin sin 0
5 cw g β α+ = .  (7.13) 

При малой амплитуде колебания наклонного маятника 

sinα α≈ , x
l

α = , 

где x – длина дуги, отсчитываемая от положения pавновесия, l – длина ма-

ятника. Поскольку 
2

2c
d xw
dt

= , то дифференциальное уравнение движения 

принимает вид 
2

2
5 sin 0
7

gd x x
ldt

β+ ⋅ = .  (7.14) 

Известно, что данное уравнение описывает гармонические колебания. По-
скольку циклическая частота колебания связана с периодом соотношением 

2 5 sin
7

l
g

ω β= ⋅
2
T
πω = , где , то для пеpиода колебаний получим следую-

щие выpажение 

2 72
5 sin

lT
g

π π
ω β

= = ⋅ ,  (7.15)  

или 
2 2

0
11,4

sin
T T

β
= ,  (7.16)  

0 2 lT
g

π= 00β =где  – пеpиод колебания маятника при , т. е. когда на-

клонный маятник установлен веpтикально. Зависимость (7.16) можно про-
верить экспеpиментально. 

Описание экспериментальной установки 

Схема прибора (наклонного маятника) представлена на рис.7.4. К ос-
нованию 2, оснащенному четырьмя ножками с регулируемой высотой, 
прикреплен миллисекундомер 1. В основании закреплена труба 3, на кото-
рой смонтирован корпус 4 с червячной передачей. Посредством оси чер-
вячная передача соединена с кронштейном 5, на котором прикреплены 
шкалы 6 и 7. В кронштейне 5 закреплена колонка 8, на которой подвешен 
на нити шар 9. В кронштейн 5 по направляющей вставляются образцы 10. 
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Для наклона маятника используется вороток 11. К кронштейну 5 привин-
чен фотоэлектрический датчик 12, соединенный с миллисекундомером. 

 
Рис.7.4 Экспериментальная установка «наклонный маятник» 

Практическая часть 

Упражнение 1. Определение коэффициента трения 

1. С помощью регулировочных винтов установите наклонную плос-
кость вертикально. При этом нить маятника должна занять вертикальное 
положение: установите ее напротив отметки «0» на шкале. Шар должен 
почти касаться наклонной плоскости. 

02. Установите наклонную плоскость по шкале 7 на отметку 30  
(γ = 300). (Т. к. на установке «наклонный маятник» угол отсчитывается от 

вертикали, то угол β = 900 0 05 10α = ÷ – γ). Отведите маятник на угол  и 
отпустите. Подсчитайте число колебаний n, когда шар опустится на угол 

. Измерения повторите при различных углах γ (γ > 30002 3nαΔ = ÷ 0 ). 
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3. Вычислите по формуле (7.9) коэффициент трения и оцените точ-
ность полученного результата. Данные измерений и вычислений запишите 
в табл.7.1. 

Таблица 7.1 

∆k срk k± Δk n  kε , 
(%) 

0
0α

0
nα

0
nαΔ   
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   060γ =  

     
030β =  

     срk
     
     

   045γ =  

     
045β =  

     срk
     
     

   030γ =  

     
060β =  

     срk

Упражнение 2. Проверка формулы периода колебаний наклонного 
 маятника. 

1. Установите наклонную плоскость вертикально. Шар должен почти 
касаться плоскости. Отведите маятник на угол 05 8α = ÷  и без толчка от-
пустите. С помощью миллисекундомера измерьте время t0 для n колебаний 
и определите период T0 = t0/n. Измерения повторите 3 ÷ 5 раз. Оцените 
точность полученных измерений. Результаты измерений и вычислений за-
несите в табл.7.2. 

Таблица 7.2 

 n №  0Tεt T ∆T T
опыта 0 

(c) 
0 

(с) 
0 0 ± ∆T0

(c) (c) (%) 

    
    

 

     
   T0ср

2. По полученному значению T0 вычислите период колебания наклон-
ного маятника T по формуле (7.16) для разных углов: β = 300 0 0 0, 40 , 50 , 60 . 



Очевидно, погрешности в полученных значениях T равны погрешностям 
полученного значения T0. 

3. Наклонную плоскость устанавливайте по шкале под углами: γ = 300, 
400 0 0, 50 , 60 . При каждом γ получите экспериментальные значения периода 
колебаний T , измерив время t для n колебаний ( Tэ э = t / n ). Измерения по-
вторите 3 раза. Оцените точность полученных измерений. Результаты из-
мерений и вычислений занесите в табл.7.3. 
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4. Постройте графики зависимости T2 и Tэ
2 от 1 / sin β и сделайте вы-

вод о справедливости формулы (7.16). 
Таблица 7.3 

n t  Tэε T ± ∆T T ∆T T

Контрольные вопросы 

1. Получите формулу (7.9) для коэффициента трения k. При каких ус-
ловиях справедлива эта формула? 

2. Выведите уравнение движения (7.14) и формулу периода колеба-
ний наклонного маятника (7.16). 

(c) 
э 

(с) 
э э ± ∆Tэ 1 / sin β (c) (с) (c) (%) 

   
   

     030γ =  

   
060β =  

  Tэ ср
   
   

     040γ =  

   
050β =  

  Tэ ср
   
   

     050γ =  

   
040β =  

  Tэ ср
   
   

     060γ =  

   
030β =  

  Tэ ср
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Лабораторная работа № Д-8 
КРУТИЛЬНЫЙ МАЯТНИК 

Теоретическая часть 

Как известно, при вращении твердого тела вокруг неподвижной оси, 
направление которой задано единичным вектором n , все материальные 
точки этого тела движутся по окружностям с одинаковой угловой скоро-
стью ω , коллинеарной . (При этом направление ωn  связано с направлени-
ем вращения правилом правого винта). Проекция nn ωω =  угловой скоро-
сти на ось вращения в любой момент времени определяется соотношением 

dt
d

n
ϕω = ,  (8.1)  

где ϕ  – угол поворота твердого тела относительно его начального положе-
ния (угол ω
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ϕ  возрастает, если направления векторов  и  совпадают, и 
убывает, если векторы 

n
ω  и  направлены в противоположные стороны). n

Запишем основное уравнение динамики вращательного движения тела в 
инерциальной системе отсчета, начало которой находится на оси вращения: 

nM
dt

nd
I =

ω
,  (8.2)  

MnMnM ⋅=где  – проекция на ось вращения суммарного момента  всех 

внешних сил, приложенных к телу, I – момент инерции твердого тела от-
носительно оси вращения. Момент инерции определяется по формуле 

∑Δ=

i
ilimnI 2)( ,           (8.3) 

где li – расстояние от оси вращения i–
ой материальной точки массой Δmi. 

Введем систему отсчета, жест-
ко связанную с телом. Начало от-
счета О находится на оси вращения 
АВ, Ox, Oy, Oz – оси координат 
(рис.8.1). При вращении твердого 
тела углы α, β и γ между вектором n  
и осями Ox, Oy, Oz не изменяются. 
Из рис 8.1 видно, что 

Рис.8.1. Система отсчета, 
жестко связанная с твердым телом

n  
β 

B z 

y 
x 

ω  

ir  

γ 
liα
Δmi

A

0 



222 )( nirrl ii −= , 

irгде  – радиус-вектор i–ой точки тела относительно введенной системы 

отсчета. Учитывая, что 

)cos,cos,(cos γβα=n),,( iziyixir = , , 

 ,  (8.4) 1coscoscos 2222 =++= γβαn
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где xi, yi, zi – декартовы координаты i–ой точки, можно также представить 

 в виде 2
il

=++−++= 22222 )coscoscos( γβα iziyixzyxl iiii  

−+++++= γβα 222222222 cos)(cos)(cos)( iiiiii yxzxzy  

γβγαβα coscos2coscos2coscos2 iziyiizixiiyix −−− . 

Подставляя последнее выражение в (8.3), получим 

+++= γβα 2cos2cos2cos zzIyyIxxII  

 γβγαβα coscos2coscos2coscos2 yzxzxy III +++ ,  (8.5) 

где введены следующие обозначения: 

∑ +Δ=

i
iziyimxxI )22( , ,  ∑ +Δ=

i
iziximyyI )22( ∑ +Δ=

i
iyiximzzI )22(

 , ∑Δ−=

i
iyiximxyI ∑Δ−=

i
iziximxzI ∑Δ−=

i
iziyimyzI   (8.6) , 

Величины xxI , ,  являются осевыми моментами инерции, а 

величины , 
yyI zzI

,  – центробежными моментами инерции. Если xyI yzIxzI

nxn =  (ось Ox совмещена с осью вращения), то 1cos =α 0coscos == γβ,  

и, согласно (8.5), yyIynI =)(xxIxnI =)( . Аналогично доказывается, что  и 

zzIznI =)( . Таким образом величины ,  и yyIxxI zzI  являются момента-

ми инерции тела относительно осей Оx, Оy и Оz соответственно. 



При любом положении начала координат О оси системы отсчета мож-
но выбрать так, чтобы все центробежные моменты инерции обратились в 
нуль. В этом случае оси Оx, Оy и Оz, жестко связанные с твердым телом, 
будут главными осями инерции, проходящими через точку О, а соответст-
вующие осевые моменты инерции — главными моментами инерции. На-
правление главных осей инерции и значения главных моментов инерции 
зависят от положения начала О. Главные оси инерции, проходящие через 
центр масс твердого тела, называются центральными осями, а соответст-
вующие осевые моменты, обозначаемые через 
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xI ,  и ,— главными 

центральными моментами инерции. 
yI zI

Согласно (8.5), момент инерции тела относительно произвольной оси 
АВ, проходящей через центр масс, выражается через моменты xI ,  и  

следующим образом: 
yI zI

 .  (8.7) γβα 2cos2cos2cos zIyIxII ++=

Если момент инерции I известен, то момент инерции I' того же тела отно-
сительно оси A'B', параллельной оси AB, может быть найден с помощью 
теоремы Гюйгенса-Штейнера: 

2maII +=′ ,  (8.8) 

где m – масса тела, a – расстояние между осями AB и A'B'. Таким образом, 
задача об определении момента инерции тела относительно произвольной 
оси сводится к нахождению главных осей и соответствующих моментов 
инерции ,  и . yI zIxI

Главные центральные оси однородных симметричных тел (шара, куба, 
прямоугольного параллелепипеда, ци-
линдра и т. д.) всегда совпадают с осями 
материальной симметрии этих тел. На-
пример, главные центральные оси одно-
родного параллелепипеда проходят че-
рез его геометрический центр перпенди-
кулярно граням (рис.8.2). Совмещая с 
этими осями координатные оси Оx, Оy и 
Оz и обозначая через a, b и c длины ре-
бер параллелепипеда (параллельных со-
ответственно осям Оx, Оy и Оz), нетруд-
но рассчитать главные центральные мо-

y

 z 

Рис.8.2. Прямоугольный  
параллелепипед 

x 

a 

b 

c 

О 
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менты xI ,  и  по формулам (8.6), в которых суммирование по точкам 

тела следует заменить интегрированием по его объему. В частности 
yI zI

∫ +∫=+=
−−−

∫ ∫
2/

2/

2/

2/

2/

2/

222 )(
c

c

b

b

а

а
dzdy

V
dxxdxdydzyxzI ρρ  

)(
12

222/

2/

2/

2/

22/

2/
bamdzdyydx

b

b

c

c

a

a
+∫ =∫+

− −−
∫ρ ,  (8.9) 

abc
m

=ρгде . Аналогичные вычисления приводят к следующим значениям 

 и : yIxI

)22(
12

cbm
xI += )22(

12
cam

yI +=, .  (8.10)  

Главными центральными осями однородного шара являются любые 
три взаимно перпендикулярные оси, проходящие через его центр. Таким 
же свойством обладает и однородный куб. Главные центральные оси и 
главные центральные моменты тел сложной формы могут быть найдены 
экспериментально. 

Описание экспериментальной установки 

В настоящей работе для измерения моментов инерции твердого тела 
относительно различных осей и проверки соотношения (8.7) применяется 
метод крутильных колебаний. В качестве лабораторной установки для из-
мерения периодов крутильных колебаний используется унифилярный под-
вес ФПМ 05 (далее – подвес). Общий вид подвеса изображен на рис.8.3. 

Подвес представляет собой настольный прибор и состоит из следую-
щих основных частей: основания 13; вертикальной стойки 1, на которой 
размещены верхний и нижний кронштейны 2; рамки 4, подвешенной меж-
ду кронштейнами 2 на стальной проволоке 3 и предназначенной для уста-
новки и закрепления исследуемого тела 5. На кронштейне 6 размещена 
шкала 7, предназначенная для определения начального угла поворота рам-
ки, электромагнит 8 для фиксации рамки в заданном положении, блок пи-
тания электромагнита 12 и фотоэлектрический датчик 10. Электромагнит 
фиксируется в требуемом положении стопорным винтом 9. На основании 
13 закреплен миллисекундомер 11, служащий для отсчета времени и числа 
колебаний. 



 
Рис.8.3. Унифилярный подвес ФПМ 05 

 
В центрах граней, в серединах ребер и у вершин прилагаемых метал-

лических образцов имеются углубления для закрепления в рамке. Началь-
ное положение тела, закрепленного в рамке, фиксируется электромагни-
том. После того как нажимается кнопка «Пуск» на панели миллисекундо-
мера, отключается магнит, и рамка с телом начинает совершать крутиль-
ные колебания. Флажок, установленный на рамке, во время колебаний пе-
ресекает световой поток в фотоэлектрическом датчике. При этом сигнал с 
фотодатчика поступает в миллисекундомер. 

Период крутильных колебаний определяется по показаниям миллисе-
кундомера по формуле 

N
tT = ,  (8.11)  

где t – время колебаний, N – число колебаний. 
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Методика эксперимента 

Для измерения моментов инерции методом крутильных колебаний ис-
следуемое тело жестко закрепляется в рамке крутильного маятника, под-
вешенной на упругой вертикально натянутой проволоке. Если вывести ма-
ятник из положения равновесия, повернув его рамку на небольшой угол φ, 
то вследствие деформации проволоки возникнут силы упругости, прило-
женные к рамке. Проекция результирующего момента упрM  этих сил на 

ось вращения, направленную вдоль проволоки, пропорциональна и проти-
воположна по знаку углу φ: 

ϕDупрM −= ,  (8.12)  

где D – постоянная момента упругих сил. Если проволока достаточна тон-
кая и длинная, то, как показывает опыт, зависимость (8.12) справедлива и 
для довольно больших углов. 

упрMПод действием момента  крутильный маятник начнет совер-

шать колебания, при которых рамка и закрепленное в ней тело будут вра-
щаться вокруг неподвижной вертикальной оси. Затухание этих колебаний, 
обусловленное действием сил трения, достаточно мало. Поэтому при вы-
воде уравнения движения крутильного маятника можно пренебречь мо-
ментом сил трения. 

Из (8.1), (8.2) и (8.12) следует, что без учета сил трения колебания 
крутильного маятника описываются уравнением 

ϕϕ D
dt
d

мI −=2

2
 ,  (8.13) 

где мI  – момент инерции маятника относительно оси вращения. Уравне-

ние (8.13) удобно переписать в виде 

02
02

2
=+ ϕωϕ

dt
d ,  (8.14)  

мID /2
0 =ωгде . Как известно, решение дифференциального уравнения 

(8.14) имеет вид 
 ,  (8.15) )cos( 0 αωϕ += tA

где амплитуда колебаний А и начальная фаза колебаний α определяются из 
начальных условий. 

 80



Если до момента возникновения колебаний, выбираемого в качестве 
начального момента времени, рамка маятника была неподвижна и повер-
нута на угол  относительно положения равновесия, то 0ϕ

00 ==tdt
dϕ, .  (8.16)  0)0( ϕϕ =

С другой стороны, из (8.15) следует, что 

αωϕ sin00 A
dt
d

t −==αϕ cos)0( A= , .  (8.17) 

Выражения (8.17) удовлетворяют начальным условиям (8.16) при  и 0ϕ=A

0=α . Следовательно, в рассматриваемом случае крутильный маятник со-
вершает незатухающие гармонические колебания по закону 

. t00 cosωϕϕ =

Период этих колебаний равен 

D
мIT π

ω
π 22

0
== .  (8.18)  

Момент инерции маятника равен сумме моментов инерции  рамки 

и момента инерции I исследуемого тела: 
0I

IIмI += 0 . 

Поэтому период колебаний маятника можно также представить в виде 

D
IIT +

= 02π .  (8.19) 

Если колеблется свободная рамка без тела, то ее период колебаний, 
очевидно, равен 

D
I

T 0
0 2π= .  (8.20) 

Разрешая систему уравнений (8.19) и (8.20) относительно D и I, находим 

2
0

2
04

T

I
D

π
= ,  (8.21) 
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2
0

2
0

2
0

T
TTII −

= .  (8.22)  

Формулы (8.21) и (8.22) позволяют вычислить момент инерции I тела 
относительно оси маятника и постоянную D момента упругих сил, если 
предварительно измерены момент инерции  свободной рамки и периоды 

колебаний  и T (свободной рамки и рамки с телом соответственно). Пе-

риод колебаний T, так же, как и момент инерции I тела, зависит от ориен-
тации тела по отношению к вертикальной оси вращения маятника. Пово-
рачивая тело и закрепляя его в различных положениях относительно оси 
вращения, мы изменяем направление этой оси в системе отсчета, жестко 
связанной с телом. При этом изменяется и момент инерции тела относи-
тельно оси вращения. Если тело закрепляется в рамке только в таких по-
ложениях, в которых ось вращения маятника проходит через центр масс 
тела, то момент инерции тела I относительно оси вращения и соответст-
вующий период колебания T оказываются функциями проекций 

0I

0T

αcos , 
nβcos γcos и  единичного вектора , направленного вдоль этой оси, на ко-

ординатные оси Оx, Оy и Оz, совмещенные с главными центральными ося-
ми данного тела, т. е. )(nTT = )(nI)(nII = , . Согласно (8.22), величины  и 

)(nT  связаны соотношением 

2
0

2
0

2
0

)()(
T

TnTInI −
= .  (8.23) 

Последовательно совмещая ось вращения маятника с главными цен-
тральными осями Оx, Оy и Оz исследуемого тела и измеряя соответствую-
щие периоды колебаний маятника 
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xT ,  и , можно затем найти глав-

ные центральные моменты инерции тела, используя формулу (8.23): 
yT zT

2
0

2
0

2

0
T

TT
IyI y −

=2
0

2
0

2
0

T
TTIxI x −

= 2
0

2
0

2
0

T
TTIzI z −

= , , .  (8.24) 

Подставляя (8.23) и (8.24) в соотношение (8.7) и учитывая (8.4), получим 

γβα 2222222
coscoscos)( zyx TTTnT ++= .  (8.25)  

Таким образом, существует простая связь между периодами крутиль-
ных колебаний ,  и  тела относительно его главных центральных yT zTxT



осей Оx, Оy и Оz и периодом колебаний этого же тела относительно оси с 
направляющими косинусами αcos βcos γcos,  и , проходящей через центр 
масс тела. 

Соотношение (8.25) так же, как и формула (8.18) для периода кру-
тильных колебаний, справедливо, если затухание колебаний мало. Практи-
чески для этого достаточно, чтобы число колебаний N, за которое ампли-
туда уменьшается в 2-3 раза, удовлетворяло неравенству N ≥ 10. Если это 
неравенство выполняется, то проверка соотношения (8.7) сводится к про-
верке равенства (8.25). Оно удобно тем, что все входящие в него величины 
в условиях опыта могут быть измерены непосредственно. 

Для определения момента инерции  рамки можно воспользоваться 

эталонным телом, момент инерции которого  известен. Согласно (8.22), 

 выражается через  следующим образом: 

0I

эI

0I эI

2
0

2

2
0

0
TT

T
эII

э −
= ,  (8.26)  

где  – период колебаний рамки с закрепленным в ней эталонным телом. 

В качестве эталонного тела в работе используется однородный куб. Оче-
видно, что все три момента инерции такого куба относительно главных 
осей Ox, Oy и Oz, проходящих через его центр перпендикулярно граням, 
одинаковы: 

эT

эIzIyIxI === .  (8.27) 

Из (8.7) и (8.27) с учетом (8.4) находим 

constэIInI э ==++= )coscos(cos)( 222 γβα .  (8.28) 

Таким образом, момент инерции однородного куба относительно про-
ходящей через его центр оси не зависит от направления этой оси. Согласно 
(8.9) и (8.10), этот момент инерции определяется соотношением 

2
6
1 maэI = ,  (8.29) 

где m – масса куба, a – длина его ребра. Вычислив  по формуле (8.29) и 

измерив периоды колебаний  и  свободной рамки и рамки с кубом, 

можно затем определить искомую величину  по формуле (8.26). 

эI

0T эT

0I
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Для проверки зависимости (8.25) в работе используются крутильные 
колебания трех образцов: однородного куба; однородного симметричного 
прямоугольного параллепипеда, у которого длины ребер удовлетворяют 
условию a = b ≠ c; однородного несимметричного прямоугольного парал-
лепипеда, у которого длины всех трех ребер различны (a ≠ b ≠ c). Из (8.19), 
(8.27) и (8.25) следует, что период крутильных колебаний рамки с кубом 
должен принимать одно и то же значение при любом выборе оси враще-
ния, проходящей через его центр: 

constzTyTxTnT ====)( .  (8.30) 

Проверить это можно, закрепляя куб в рамке в различных положениях, при 
которых ось вращения проходит через центр куба, и измеряя соответст-
вующие периоды крутильных колебаний. 

Согласно (8.10) и (8.19), моменты инерции симметричного параллеле-
пипеда относительно главных центральных осей Оx и Оy (рис.8.4) и соот-
ветствующие им периоды крутильных колебаний равны между собой: 

yIxI = yTxT = , .  (8.31) 

Из (8.7), (8.25) и (8.31) с учетом (8.4) получаем 

γγ 22 cos)cos1()( zIxInI +−= ,  (8.32) 

γγ 22222 cos)cos1()( zx TTnT +−= .  (8.33)  

)(nTТаким образом, период крутильных колебаний  зависит от угла γ, 
который образует ось вращения с осью Оz, и не зависит от углов α и β (при 
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Рис.8.4. Оси вращения несимметричного 
прямоугольного параллелепипеда 
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γ = const ). В частности, должен иметь одно и то же значение период коле-
баний относительно любой оси, лежащей в плоскости xОy (т.е. при 

2/πγ = 0cos =γ). В этом случае  и, согласно (8.33), 

constxTnT ==)(
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  ( 2/πγ = ).  (8.34) 

Проверить это соотношение можно, закрепляя в рамке крутильного маят-
ника симметричный параллелепипед так, чтобы ось вращения была пер-
пендикулярна его ребру длиной c, параллельному оси Оz. Периоды кру-
тильных колебаний при любом таком положении тела должны совпадать. 

Если ось вращения несимметричного параллелепипеда совпадает с его 
главной диагональю AB (рис.8.4), то 

la /cos =α lb /cos =β lc /cos =γ, , , 

222 cbal ++=  – длина диагонали AB. Тогда из (8.25) следует, что где 

 ,  (8.35) 2222222222 )( cTbTaTcbaT zyxAB ++=++

где ABT  – период колебаний рамки с несимметричным параллелепипедом 

относительно оси вращения AB. 
Аналогично, выбирая в качестве осей вращения оси EF, MN и PQ 

(рис.8.4), из (8.25) получаем 

 ,  (8.36) 2222222 )( cTbTcbT zyEF +=+

2222222 )( cTaTcaT zxMN +=+ ,  (8.37)  

 ,  (8.38) 2222222 )( bTaTbaT yxPQ +=+

где EFT , MNT ,  – периоды колебаний рамки с несимметричным па-

раллелепипедом относительно указанных осей. 
PQT

Таким образом, для проверки формулы (8.25) в случае несимметрич-
ного параллелепипеда можно выяснить, удовлетворяют ли соотношениям 
(8.35) – (8.38) измеренные значения периодов колебаний относительно 
осей Оx, Оy, Оz, AB, EF, MN и PQ. 

Практическая часть 

1. Ознакомьтесь с теорией изучаемых явлений, а также с устройством 
и принципом действия прибора. 



2. Проведите регулировку положения основания подвеса с помощью 
регулировочных опор. 

3. Установите флажок рамки против нулевого деления шкалы. Для это-
го ослабьте стопорные винты в нижнем кронштейне и разверните в нем за-
жим до совмещения рамки с нулевым делением шкалы, после чего засто-
порьте винт. 

4. Установите электромагнит на угол 60 – 800 по шкале и зафикси-
руйте его положение стопорным винтом. 

5. Отведите рамку на угол 40 – 500 рукой и отпустите ее. Дайте рамке 
совершить 5÷10 крутильных колебаний. При возникновении боковых ко-
лебаний рамки подтяните зажим в верхнем кронштейне, т. е. увеличьте на-
тяжение проволоки. 

6. Убедитесь в том, что крутильные колебания свободной рамки яв-
ляются слабозатухающими. Для этого снова выведите рамку из положения 
равновесия и определите приближенно число колебаний N, за которое их 
амплитуда уменьшается в 2÷3 раза. Если N ≥ 10, то затухание колебаний 
мало и можно пользоваться формулами (8.20) и (8.21). 

7. Включите в сеть шнур питания миллисекундомера и нажмите 
кнопку «Сеть» на лицевой панели. При этом должны загореться цифровые 
индикаторы. 

8. Дайте миллисекундомеру прогреться 1÷2 минуты и включите 
тумблер питания электромагнита. 

9. Зафиксируйте начальное положение свободной рамки электромаг-
нитом, нажмите кнопку «Пуск» на лицевой панели и определите период 
колебаний  свободной рамки по показаниям секундомера, используя 

формулу (8.11). Измерение времени колебаний в этом и последующих 
опытах проводите не менее трех раз. Найдите среднее значение периода 
колебаний  и его ошибку . 

0T

0T 0TΔ

10. Измерьте массу m и длину ребра a образца, имеющего форму куба, 
и по формуле (8.29) найдите момент инерции  куба относительно произ-

вольной оси, проходящей через его центр. Оцените относительную ошибку 
эI

 и абсолютную ошибку  полученного значения  по формулам: эIэIΔэIε

22 4 amэI εεε += , , %100/эIээ II ε⋅=Δ

где , %100)/( ⋅Δ= mmmε %100)/( ⋅Δ= aaaε  – относительные ошибки из-
мерений m и a; Δm и Δa – абсолютные ошибки измерений m и a. 
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11. Определите периоды колебаний рамки с кубом при различных по-
ложениях куба относительно оси вращения, проходящей через его центр. 
Для того, чтобы закрепить образец в рамке, освободите подвижную рамку, 
отвернув гайки боковых цанг, поднимите подвижную планку по направ-
ляющим и, придерживая ее рукой, установите образец так, чтобы углубле-
ние, соответствующее выбранному положению оси вращения, вошло в вы-
ступ на нижней перекладине рамки. Затем отпустите подвижную планку 
по направляющим, зажмите гайки боковых цанг и подожмите образец 
сверху винтом. При изменении положения образца в рамке и последующей 
смене исследуемых образцов придерживайте образец рукой во избежание 
его падения. Убедитесь в том, что при произвольном положении куба в 
рамке колебания являются слабозатухающими (см. п.6) и, следовательно, 
можно применять формулы (8.19) и (8.22) – (8.27). 

Следуя рекомендациям п.9, измерьте периоды колебаний T
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1, T2, …, 
T10 при следующих положениях куба: 

а) ось вращения проходит через центры двух противоположных гра-
ней (T1, T2 и T3); 

б) ось вращения проходит по главной диагонали куба (T4, T5, T6 и T7); 
в) ось вращения проходит через середины противоположных ребер 

куба (T8, T9 и T10). 
Вычислите средние значения периодов и их ошибки. Убедитесь в том, 

что полученные результаты подтверждают равенство (8.30). Результаты 
измерений и вычислений занесите в табл.8.1. 

Таблица 8.1 

Т Т Т Т Т Т Т Т ТТ№  
опыта 

2 5 4 1 3 6 7 8 9 10 
(с) (с) (с) (с) (с) (с) (с) (с) (с) (с) 

     1 
     2 
     3 
     Тi ср
     ΔТi ср

12. Выберите образец, имеющий форму куба, в качестве эталонного 
тела при определении момента инерции рамки. Вычислите период колеба-
ний  рамки с кубом относительно произвольной оси по формуле эT

∑
=

=
10

1 10i

срi
э

T
T  



эTΔ  найденного значения  по формуле эTОцените ошибку 

∑
=

Δ=Δ
10

1

2)(
10
1

i срiTэT . 

13. По формуле (8.26) вычислите момент инерции I0 свободной рамки. 
Найдите ошибки Δ I
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0 и по формулам: 
0Iε

)(
)(

42 2
0

2
22

0
2

4
2

0 TэT
э

э
эT TT

T
I εεεε +

−
+= %100/

000 III ε⋅=Δ, , 

 
где , , . %100)/( ⋅Δ= эээI IIε %100)/( ⋅Δ= эээT TTε %100)/( 000 ⋅Δ= TTTε

14. Определите периоды колебаний T1, T2, T3 и T4 рамки с однород-
ным симметричным прямоугольным параллелепипедом, закрепленным в 
четырех различных положениях, при которых его ось вращения перпенди-
кулярна большому ребру (т. е. параллельна граням, имеющим форму квад-
рата). Вычислите средние значения T1, T2, T3 и T4 этих периодов и их 
ошибки. Сравните полученные значения T1, T2, T3 и T4 и убедитесь в их 
приближенном равенстве, подтверждающем теоретический вывод (8.34). 
Результаты измерений и вычислений занесите в табл.8.2. 

Таблица 8.2 
Т Т Т Т№ опыта 1 (с) (с) (с) (с)2 3 4 

    1 
    2 
    3 
    Тi ср
    ΔТi ср

 
15. Определите периоды колебаний рамки с однородным несиммет-

ричным прямоугольным параллелепипедом относительно его главных цен-
тральных осей Оx, Оy и Оz (периоды Tx, Ty, и Tz ) и относительно осей AB, 
EF, MN и PQ (рис.8.4). Измерьте длину ребер параллелепипеда. Вычислите 
средние значения всех измеренных величин и их ошибки. Убедитесь в том, 
что найденные средние значения измеренных величин с хорошей степенью 
точности связаны соотношениями (8.35) – (8.38). Результаты измерений и 
вычислений занесите в табл.8.3. 



Таблица 8.3 

Т Т Т Т Т Т Т a b c№  x 
(с) 

y z AB EF MN PQ    
(с) (с) (с) (с) (с) (с) (м) (м) (м) опыта 

          1 
          2 
          3 
          Ср. 

знач. 
          Ошибки 

 
16. Используя средние значения периодов колебаний T
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0, Tx, Ty и Tz и 
значение момента инерции I0, найдите по формулам (8.24) главные цен-
тральные моменты Ix, Iy и Iz несимметричного параллелепипеда. Оцените 
ошибки ΔIx, ΔIy и ΔIz как ошибки косвенных измерений по формулам, по-
лученным из (8.24). 

17. По формуле (8.21) вычислите постоянную D момента упругих сил. 
Оцените ошибки полученного значения: 

2
0

2
0

4 TID εεε += , , %100/DDD ε⋅=Δ

 
где , . %100)/( 000 ⋅Δ= IIIε %100)/( 000 ⋅Δ= TTTε

18. После завершения работы с подвесом отключите его от сети. 

Контрольные вопросы 

1. Что называется моментом инерции тела? 
2. Как вычислить момент инерции тела? Покажите, что момент инер-

ции однородного куба относительно оси, проходящей через его центр 

. 2)6/1( maI =

3. Выведите формулу . DIT /2π=
4. Выведите формулы для расчета абсолютных и относительных оши-

бок значений главных центральных моментов инерции несимметричного 
параллелепипеда, вычисляемых по формулам (8.24). 
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Лабораторная работа № Д-9 
ИЗУЧЕНИЕ ПРЕЦЕССИИ ГИРОСКОПА 

Гироскопом называется массивное однородное тело вращения, быстро 
вращающееся относительно одной из главных осей инерции. Из определе-
ния следует, что гироскоп обладает осью симметрии, которая служит од-
ной из главных осей инерции, поскольку материал гироскопа однороден. 
Обычно за ось вращения гироскопа выбирается главная ось инерции, кото-
рой соответствует максимальный момент инерции I. Эту ось называют 
осью гироскопа. 

Слово «гироскоп», буквально означающее «указатель вращения», бы-
ло введено в 1852 году французским физиком Фуко, который назвал так 
построенный им прибор для демонстрации суточного вращения Земли. 
Примером гироскопа может служить волчок, имеющий неподвижную точ-
ку О (рис.9.1). 

Наиболее простым гироскопическим прибором является гироскоп в 
кардановом подвесе (рис.9.2). Схема его следующая: гироскопом является 
диск, вращающийся вокруг своей оси симметрии AА′. При этом ось враще-
ния установлена в подшипниках, укрепленных во внутреннем кольце, ко-
торый может свободно вращаться вокруг оси BB′. Вращение внутреннего 
кольца происходит в подшипниках, укрепленных в наружном кольце. На-
конец, наружное кольцо может свободно вращаться вокруг оси CC′, непод-
вижно укрепленной в подшипниках. Таким образом, гироскоп может со-
вершать три независимых друг от друга вращения вокруг осей, пересе-
кающихся в одной точке в центре диска. Центр диска при вращении оста-
ется неподвижным. Примечательно, что в этой же точке находится центр 
масс и диска с осью, и колец, т. е. центр масс всей системы. 

Рис.9.1.Волчок 

О 

Рис.9.2. Гироскоп  
в кардановом подвесе 

C′ C

B′ 

B

A′ 

A
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Для демонстрации различных свойств 
гироскопа, а также для проведения экспе-
римента, удобен гироскоп с несколько 
иной конструкцией карданова подвеса 
(рис.9.3). Стержень A может вращаться во-
круг стойки B в горизонтальной и верти-
кальной плоскостях (в вертикальной плос-
кости с некоторым ограничением). Кольцо, 
в котором укреплена ось вращения тела 
гироскопа, насажено на конец стержня A. 

Для того чтобы центр масс системы совместить с точкой O пересечения 
всех трех осей, на противоположном конце стержня имеется противовес в 
виде груза P, который можно перемещать по стержню. Гироскопы обла-
дают рядом специфических свойств, позволяющих широко использовать 
их в технике, особенно в системах навигационного оборудования. 
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Движение гироскопа, как вращение твердого тела, определяется урав-
нением 

 dL M
dt

= ,  (9.1) 

где  – момент импульса гироскопа, L M  – момент сил, действующих на 
гироскоп. Для случая, когда на гироскоп не действуют внешние силы или 
их равнодействующая равна нулю (гироскоп в кардановом подвесе), имеем 

 0dL
dt

= , т. е. L const=   (9.2) 

Таким образом, вектор 

 0L Iω= ,  (9.3) 

направленный вдоль оси вращения гироскопа остается неподвижным в 
пространстве, следовательно, ось гироскопа сохраняет свое положение в 
пространстве неизменным. Именно это свойство гироскопа в кардановом 
подвесе широко используется при конструировании гироскопических ком-
пасов в современных навигационных устройствах. 

При действии внешних сил (например, сил трения, сил тяготения) мо-
мент M  отличен от нуля, и вектор L  будет изменять свое положение в 
пространстве. Движение оси момента импульса гироскопа, в результате 
действия на него внешних сил, называется прецессией. В этом случае на-

B 

P 
A O 

Рис.9.3.Гироскоп 



блюдаются угловые скорости вращения не 
только вокруг оси гироскопа, но и вокруг 
других возможных осей вращения. 

z 
zL

zω

y O 

.9.4.Вращение гироскопа 
вокруг оси 

Совместим с твердым телом систему 
координат x y z, направив ось z вдоль оси 
гироскопа (рис.9.4). Тогда для свободного 
движения гироскопа (рис.9.4) 

x 
Рис
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z zLx = 0; Ly = 0; L  = ω  Iz

; и соответственно 0yω =0xω = . Для дви-

жения под действием момента внешних 
сил (рис.9.5) 

0ω  

O′ 
z 

O′′′′ 

L  
O′′′ 

O′′

1L

1ω

y 

x

О

ω  

Рис.9.5. Вращение гироскопа 
под действием внешней силы

1

1

0 1( )

x x x x x

y y y y y

z z z z z

L I I
L I I

L I I

ω ω
ω ω

ω ω ω

= =

= =

= = +

      (9.4) 

т. е. вектор  не совпадает с осью гиро-
скопа 

L

x y z

x y z

L L i L j L k

i j kω ω ω ω

= + +

= + +
        (9.5) 

Ясно, что и вращение гироскопа осущест-
вляется вокруг некоторой мгновенной оси 
вращения с угловой скоростью 

0 1ω ω ω= + ,  (9.6) 

где 1 1 1 1x y zi jω ω ω ω= + + k . 

Таким образом, при изучении гироскопа следует различать несовпа-
дающие друг с другом: 

1) ось вращения гироскопа OO′; 
2) мгновенную ось вращения OO″′; 
3) ось момента импульса OO″′′. 
Описание движения гироскопа является сложной математической за-

дачей. Решением этой задачи занимались такие выдающиеся математики, 
как Эйлер, Пуассон, Лагранж, Ковалевская и др. Однако в ряде практиче-
ски важных случаях можно ввести ряд упрощающих допущений и перейти 
к более простой теории, так называемой элементарной теории гироскопа. 



Для современных гироскопов угловая скорость ω0 собственного вра-
щения ротора достигает 3000 об/с и более, в то время как угловая скорость 
ω1 оси гироскопа в наиболее неблагоприятных случаях не превышает 
0,001 об/с. Следовательно, ω
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0 >> ω1, L >> L и L >> Lz x z y. C учетом этого 
обстоятельства в элементарной теории гироскопа главный момент импуль-
са гироскопа относительно неподвижной точки принимают равным 

0zL I ω= .  (9.7) 

Тем самым предполагается, что вектор момента импульса направлен по 
оси гироскопа. Получается, что результирующий вектор ω  также направ-
лен по оси гироскопа. Это и является основным допущением в элементар-
ной теории гироскопа. Таким образом, изменение вектора  означает из-
менение положения в пространстве оси гироскопа. Опишем несколько 
конкретных случаев возникновения прецессии на основе элементарной 
теории гироскопа. 

L

Представим, что на уравновешенный гироскоп подействовала кратко-
временной сила. Поскольку /dL dt  не будет равно нулю только во время 
действия этой кратковременной силы, ось гироскопа почти не изменит 
свое направление. Следовательно, ось свободного быстро вращающегося 
гироскопа нечувствительна к мгновенным ударным нагрузкам. В действи-
тельности ось гироскопа начнет совершать малые колебания с большой 
частотой (нутационные колебания), но в элементарной теории гироскопа 
этими колебаниями пренебрегают. 

Рассмотрим действие на гиро-
скоп постоянной силы (рис.9.6). До-
пустим, что сила F , с которой мы по-
действовали на гироскоп, направлена 
вниз. Следовательно, вектор ее мо-
мента M  относительно точки O на-
правлен от нас за чертеж. В этом же 
направлении получает приращение 

вектор момента импульса . Таким образом, новое значение вектора dL L  
направлено за чертеж. В ту же сторону перемещаются ось момента им-
пульса и ось гироскопа. Гироскоп, вместо того, чтобы двигаться по на-
правлению силы F  вниз, поворачивается в перпендикулярной ей горизон-
тальной плоскости (в данном случае против часовой стрелки). 

 
 

Рис.9.6. Действие на гироскоп 
постоянной силы 

dϕ 

L

Ld
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F



На рис.9.7 представлены еще несколько случаев прецессии гироскопа 
под действием моментов внешней силы разного направления. Они могут 
быть разобраны по чертежу без дополнительных объяснений. Для опреде-
ления направления прецессионного движения оси гироскопа надо помнить, 
что: 1) ось момента импульса и ось гироскопа совпадают по направлению 
(приближенно); 2) изменение направления указанных осей происходит в 
направлении момента внешней силы, приложенной к гироскопу. 

Рис.9.7.Вращение гироскопа под
действием внешней силы
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Определим угловую скорость прецессии. Пусть ось момента импульса 
под действием момента сил M  за время dt поворачивается на угол dφ 
(рис.9.6). Приращение  лежит в плоскости, перпендикулярной вектору 

, и, следовательно, изменяет его направление, а не величину. Из рисунка 
9.6 видно, что 

dL
L

dL Ldϕ= .  (9.8) 

Подставив это значение dL в равенство (9.1), получим 

dM L
dt
ϕ

= .  (9.9)  
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п
d
dt
ϕ ω=Но  – угловой скорости вращения оси момента импульса, т. е. уг-

ловой скорости прецессии. Таким образом 

, nLM ω⋅=

или 

п
M M
L I

ω
ω

= = ,  (9.10)  

где I – момент инерции гироскопа, ω – его угловая скорость. 

Практическая часть 

Описание экспериментальной установки 

Общий вид гироскопа ФРМ-10 показан на рис.9.8. Установка состоит 
из основания 1, на котором жестко закреплены блок управления 14 и вер-
тикальная стойка 2. На стойке жестко закреплен кронштейн 3, на котором 
укреплен гироскоп. В качестве гироскопа используется ротор 6 асинхрон-
ного электродвигателя, частота вращения которого достигает 10·103 

об/мин. На ось двигателя насажен массивный маховик 8, защищенный эк-
раном 9. С противоположной стороны на статоре двигателя укреплен 
стержень 10 с делениями и грузом 11. Двигатель закреплен на кронштейне 
7 таким образом, что может поворачиваться вокруг горизонтальной оси. 
Угол поворота гироскопа вокруг горизонтальной оси можно считывать с 
помощью указателя 13 с диска 12, на котором нанесена измерительная 
шкала. Диск 12 имеет отверстия через каждые 50, которые подсчитываются 
фотоэлектрическим датчиком 4. Информация об угле поворота гироскопа 
передается в блок управления 14. Маховик 8 также имеет по окружности 
отверстия, которые подсчитываются фотоэлектрическим датчиком 5. Ин-
формация о скорости оборотов электродвигателя передается в блок управ-
ления и измерений. 

Упражнение 1. Определение момента импульса гироскопа 

1. Перемещением груза 11 уравновесьте гироскоп, т. е. добейтесь того, 
чтобы штанга 10 заняла строго горизонтальное положение. 
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2. Включите электромотор, отрегулируйте обороты двигателя в пре-
делах 3000 ÷ 5000 об/мин и убедитесь, что в этом случае прецессия гиро-
скопа отсутствует. Проверьте, достаточно ли быстро вращается ротор мо-
тора: при легком постукивании по штанге она не должна менять своего по-



 
 

Рис.9.8. Установка ФПМ -10 
 

ложения. Заметьте отсчет a0 по шкале 10, соответствующий начальному 
положению груза. 

3. Переместите груз 11 по стержню примерно на 2 см влево или впра-
во, создавая момент сил M; при этом должна начаться прецессия гироскопа 
(стержень с грузом должен быть горизонтальным). Момент сил равен 

 0( )M mg a a= − ,  (9.11) 

где m – масса груза, a – отсчет по шкале, соответствующий данному поло-
жению груза. 

4. Нажмите кнопку «Сброс» и после поворота гироскопа на некоторый 
угол (>300) нажмите кнопку «Стоп». Отсчитайте угол поворота α и время 
прецессии t. 

5. Вычислите угловую скорость прецессии 

57,3n t
αω =
⋅

 .  (9.12) 
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6. Перемещая груз по стержню, повторите п. п. 3 - 5 при 5-ти различ-
ных положениях груза. Результаты опыта представьте в виде графика 

( )n f Mω = . 
7. Вычислите момент импульса гироскопа 

n

ML
ω

= .  (9.13)  

Оцените точность полученного результата. Результаты измерений и вы-
числений занесите в табл.9.1. 

Таблица 9.1 

а0 =                                         m = 

α ω εа–аa М t L № L ± ∆L 0 n L 
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п/п (м) (м) (Н·м)  (с) (с-1) (кг·м2·с-1) (%) (кг·м2·с-1) 
1        
2        

  

3        
4        
5        
       Lср

Упражнение 2. Определение момента инерции гироскопа 

1. Установите гироскоп при оборотах двигателя 0 3000ω ≈  об/мин и 

определите угловую скорость прецессии ωп по методике, описанной в 
п.п. 4 – 5 Упражнения 1. 

2. Не меняя момент внешней силы M, измените ручкой «Рег. скоро-
сти» скорость вращения электродвигателя ω0. Определите скорость пре-
цессии ωп. 

3. Повторите измерения, меняя 4 ÷ 5 раз угловую скорость вращения 
гироскопа ω0 (в пределах 3000 ÷ 7000 об/мин). Результаты опыта пред-
ставьте в виде графика ωп = f (ω0). 

4. Вычислите момент инерции гироскопа по формуле 

0n

MI
ω ω

=
⋅

.  (9.14)  

Оцените точность полученного значения. Результаты измерений и вычис-
лений занесите в табл.9.2. 



Таблица 9.2 

а0 =                m =                M = 
ω ∆I α t ω I ε I ± ∆I №  2

( 1)
iI

n n
Δ
−

∑n I 0 
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опыта (1/c) (град) (c) (1/c) (кг·м2) 

 

(кг·м2) (%) (кг·м2) 

1      
2      

    

     3 
     4 
     5 

     Iср
 

Контрольные вопросы 

1. Что собой представляет гироскоп? Каковы его основные свойства? 
2. Объясните возникновение прецессии. От чего зависит скорость 

прецессии? 
3. Получите формулу (9.10) для вычисления угловой скорости пре-

цессии. 
4. Как в установке можно создать вращательный момент? 
5. Получите формулу для момента импульса гироскопа (9.13). 
6. Как определить момент инерции гироскопа? От чего он зависит? 

Получите формулу (9.14) 
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Лабораторная работа № Д-10 
АБСОЛЮТНО УПРУГИЙ И НЕУПРУГИЙ УДАРЫ 

При соударении тел друг с другом они претерпевают деформации. 
При этом кинетическая энергия, которой обладали тела перед ударом, час-
тично или полностью переходит в потенциальную энергию упругой де-
формации и внутреннюю энергию тела. Существует два предельных типа 
удара: абсолютно упругий и абсолютно неупругий. 

Абсолютно упругим называется такой удар, при котором кинетическая 
энергия тел не переходит в другие (не механические) виды энергии. При 
таком ударе кинетическая энергия переходит полностью или частично в 
потенциальную энергию упругой деформации. Затем тела возвращаются к 
первоначальной форме, отталкивая друг друга. В итоге потенциальная 
энергия упругой деформации снова переходит в кинетическую энергию и 
тела разлетаются со скоростями, величины и направления которых опреде-
ляются двумя условиями: сохранением полной механической энергии и 
сохранением импульса систем тел. 

Абсолютно неупругий удар характеризуется тем, что потенциальной 
энергии деформации не возникает, кинетическая энергия полностью или 
частично превращается во внутреннюю энергию. После удара столкнув-
шиеся тела либо движутся с одинаковой скоростью, либо покоятся. При 
абсолютно неупругом ударе выполняется лишь закон сохранения импуль-
са, закон же сохранения механической энергии не выполняется. 

Упражнение 1. Определение времени соударения упругого шара о стенку 

Методика эксперимента 

Установка для измерения времени удара представлена на рис.10.1. 
На массивном основании 1 закреплена стойка 4 с кронштейном 6, в кото-
ром закреплен стержень 5. На стержне бифилярно подвешен стальной 
шар 10. Шар может отводиться на угол в пределах 0 – 300 от вертикаль-
ного положения. Угол отсчитывается по шкале 9. Шар удерживается в 
исходном положении электромагнитом 8, укрепленным на штанге 7. На 
основании установки размещен куб 3, с укрепленными на нем образцами 
различных материалов 2. Куб обладает большой массой и может служить 
неподвижной стенкой для удара шара. Куб можно поворачивать вокруг 
своей оси и фиксировать его грани перпендикулярно направлению удара 
с помощью винта 12. 
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Рис.10.1.Установка для определения 
времени соударения 

Время удара шара о стенку зависит от скорости шара во время удара, 
от радиуса шара и от упругих постоянных как шара, так и стенки. Если 
шар и стенку (куб) соединить проводником с заряженным конденсатором, 
то во время удара конденсатор будет разряжаться. Поэтому время удара 
можно отождествить со временем разрядки конденсатора. Конденсатор 
разряжается по закону 

/
0( ) t RCQ t Q e−= ,  (10.1)  

где C – емкость конденсатора, R – сопротивление цепи при разрядке, t – 
время разрядки, Q0 – начальный заряд на конденсаторе, Q(t) – заряд, ос-
тавшийся на конденсаторе к моменту времени t. Следовательно, время 
удара 

0ln
( )

Qt RC
Q t

= .  (10.2) 

Очевидно, что величина заряда Q пропорциональна напряжению на емко-
сти U. Таким образом 

0ln
( )

U
t RC

U t
= .  (10.3) 

Этой зависимостью и пользуются в настоящей работе при измерении вре-
мени удара. 
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Практическая часть 

Принципиальная схема электрической измерительной цепи показана на 
рис.10.2, где 1, 2 – клеммы «Электромагнит», 3, 4 – «Зарядка емкости», 5, 6 
– «Батарея», 7, 8 – «Измерения», k3 – замыкатель цепи «шар – образец». 
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Рис.10.2.Электрическая схема измерительной цепи 
 

1. Отведите стальной шар в правое крайнее положение и включите 
ключом k1 электромагнит для его удержания. 

2. Включите клемму «Зарядка емкости» (ключ k2 ), затем переключите 
ее на «измерение»; ключом k4 соедините конденсатор с вольтметром и из-
мерьте напряжение на емкости U0. 

3. Вновь зарядите конденсатор и переключите клемму на «Измере-
ние». Клеммой «электромагнит» выключите электромагнит, удерживаю-
щий шар. После одного удара шара о куб поймайте шар и, включив элек-
тромагнит, снова отведите его в крайнее правое положение. Соедините 
конденсатор с вольтметром и измерьте напряжение на емкости U(t). 

4. Время соударения определите по формуле (10.3). Все измерения 
повторите 3 – 5 раз. 

5. Поверните куб на 900, открепив винт 12. Поставьте плоский образец 
перпендикулярно направлению удара. Определите время удара стального 

 101



шара о различные плоские образцы в соответствии с п. п. 1 – 4. Материалы 
плоских образцов: сталь, латунь, сплав алюминия, свинец. 

6. Оцените точность измерений времени удара, используя формулы: 

2 2
0

0

U Ut RC
U U

⎛ ⎞Δ Δ⎛ ⎞Δ = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

100%t
t

t
ε Δ
= ⋅, . 

7. Результаты измерений и вычислений занесите в таблицы для каж-
дого образца. (Образец заполнения — табл.10.1). 

Таблица 10.1 
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R =                                 C =  
Материал U t ∆t ε t ± ∆t U № t 0 
образца (В) (В) (с) (с) (%) (с) опыта 

   1 
 2   

    

   3 
  U U0ср ср

Упражнение 2. Проверка закона сохранения импульса 

Методика эксперимента 

Закон сохранения импульса можно использовать при рассмотрении 
как упругого, так и неупругого удара, поскольку время удара мало (об этом 
можно судить по результатам первого упражнения). Рассмотрим удар уп-
ругих шаров. Если шар массой m1, двигающийся со скоростью , упруго 

соударяется с неподвижным шаром массой m
1v

2, то согласно закону сохра-
нения импульса, справедливо следующее равенство: 

1 1 1 1 2 2m v m u m u= + ,  (10.4)  

где  и  – скорости шаров после удара. Так 
как после удара шары разлетаются в разные 
стороны, то векторное уравнение (10.4) в про-
екции на выбранное направление (направление 
движения бьющего шара до удара) будет 
иметь вид 

1u 2u

1 1 1 1 2 2m v m u m u= − + .               (10.5) 

Пусть шары висят на нитях длиной l 
(рис.10.3). Скорости шаров до и после удара 

Рис.10.3. Шарик, 
поднятый на высоту  h

 l - h 
l 

h 

C 

B 

A



можно определить, зная высоту, с которой первый шар начинает движение, 
и высоту подъема шаров после удара. Найдем скорость первого шара до 
соударения. Для этого запишем закон сохранения энергии для движения 
этого шара без учета потерь энергии на преодоление сил сопротивления: 

2
1 1
2

m v mgh= ,  (10.6)  

1 2v = ghгде  – скорость первого шара до удара (в точке А ), h – высота, на 

которую был поднят шар до удара (точка С) при отклонении его на угол α0. 
Аналогично для шаров после удара можно записать: 

1 12u gh
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 = , 2 22 h=u g ,  (10.7) 

где h и h1 2 – высоты, на которые поднялись шары после удара. Из тре-
угольника АВС находим 

2 0
0(1 cos ) 2 sin

2
h l l αα= − =, ,  (10.8)  0cosl h l α− =

где l – длина подвеса. Тогда 

0
1 2sin

2
v glα
= ,  (10.9)  

а скорости шаров после удара 

1
1 2sin

2
u g

α
l = , 2

2 2sin
2

u gl
α

,  (10.10) =

где α и α1 2 – углы отклонения шаров после удара. 
Формулы (10.9) и (10.10) получены в предположении, что сил трения 

нет. В действительности на шары действуют силы трения о воздух, и тре-
ние есть в точках подвеса. В результате будут наблюдаться колебания, за-
тухающие по экспоненциальному закону, которые характеризуются дек-
рементом затухания δ: 

2ln1
N

=δ ,  (10.11)  

где N – число полных колебаний, после которых амплитуда уменьшается в 
два раза. Чтобы учесть затухание колебаний, амплитудное значение скоро-
стей до и после удара нужно умножить на величину e-δ/4. Следовательно, 
формулы (10.9) и (10.10) будут иметь вид 



/ 4 011 2 sin
2

v e gδ l
α−= , 

/ 4 111 2 sin
2

u e gδ l
α−= , 

/ 4 222 2 sin
2

u e δ gl
α−= ,  (10.12)  

где δ1 и δ2 – декременты затухания для первого и второго шара. Подстав-
ляя значения скоростей из (10.12) в уравнение (10.5), получим 

/ 4 / 4 / 40 1 21 1 21 1 2sin sin sin
2 2

m e m e m eδ δ δ
2

α α α− − −= − + .  (10.13)  

Это равенство можно привести к виду 

/ 4 / 40 1 21 21 2sin sin sin
2 2

m e m eδ δα
2

α α− ⎛ ⎞
+ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
−   (10.14) 

и проверить его на опыте. 
Рассмотрим теперь удар неупругих шаров. В этом случае шары после 

удара «сцепляются» и далее двигаются как одно целое. Запишем для этого 
случая закон сохранения импульса: 

 1 1 1 2( )m v m m u= + ,  (10.15) 

где u – общая скорость шаров после удара. Следовательно 

/ 4/ 4 0 311 1 2sin ( ) sin
2 2

m e m m e δδ α α−− = + ,  (10.16)  

где α – отклонение шаров после удара. 
На рис.10.4 приведена схема установки, которая используется для 

проверки закона сохранения импульса. Установка представляет собой тре-
ногу 1 на трех подъемных винтах. На треноге укреплена труба 2, несущая 
бифилярный подвес шаров 3 и 4. Электромагнит 5, удерживающий шар, 
подвешен на штанге 6. Отсчет отклонений шаров производится по шкале 
7, проградуированной в градусной мере. Шары подвешены в виде маятни-
ков и соударение между ними происходит в положении равновесия. 
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Рис.10.4.Установка для проверки  
закона сохранения импульса 

Практическая часть 

1. Получите логарифмический декремент затухания для каждого уп-
ругого шара. Для этого один шар отведите в сторону, а другой приведите в 
колебательное движение. Просчитайте число колебаний N, за которое ам-
плитуда уменьшается в два раза. По формуле (10.11) вычислите логариф-
мические декременты затухания δ
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1 и δ2. 
2. Отведите упругий шар на максимальный угол α0 и включите элек-

тромагнит, удерживающий шар в этом положении. При помощи ключа ра-
зомкните цепь электромагнита и отметьте отсчеты углов α и α1 2, соответ-
ствующие максимальным отклонениям шаров после первого удара. Изме-
рения повторите 3 ÷ 5 раз. 

3. Определите массы ( m1 и m2 ) сталкивающихся упругих (стальных) 
и неупругих (пластилиновых) шаров взвешиванием на весах. 

4. Используя средние значения полученных углов α1 и α2, вычислите 
левую и правую части уравнения (10.14). Для удобства можно ввести соот-
ветствующие обозначения: 

/ 4 0 111 sin sin
2 2

A m e δ α α− ⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
, 

/ 4 222 sin
2

B m e δ α−= . 



Равенство A = B в пределах точности измерений является доказательством 
того, что закон сохранения импульса справедлив для абсолютно упругого 
удара. 

5. Оцените ошибки измерений левой и правой частей уравнения 
(10.14), считая, что в основном ошибки вызваны неточностью в измерении 
углов α. Используйте формулы 

2 2 2 2
0 0 1 1

2
0 1

(cos / 2) ( ) (cos / 2) ( )1 100%
2 (sin / 2 sin / 2)

A
α α α αε

α α
Δ + Δ

= ⋅ ⋅
+

, 

 0,01AA A εΔ = ⋅ ⋅

2 22
2( ) 100%

2B ctg αε α= ⋅ Δ ⋅ , . 0,01BB B εΔ = ⋅ ⋅

6. Результаты измерений и вычислений занесите в табл.10.2 и 10.3. 

Упругий удар 

Таблица 10.2 

 n n δ δ1 2 1 2
№  

опыта 
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1 
2   

  

  3 
 n n1ср 2ср

Таблица 10.3 

m1 =                                     m = 2 
α ∆α α ∆α α ∆α А ± ∆А В ± ∆В№  0 0 1 1 2 2 

(град.) (град.) (град.) (град.) (град.) (град.) (кг) (кг) опыта 
 1   

2    
     

   3 
 α α α0ср 1ср 2ср

7. Смените упругие шары на пластилиновые. Способом, описанным в 
п.1, определите логарифмический декремент затухания колебаний уда-
ряющего шара δ и обоих шаров вместе δ . 1 3

8. Отведите неупругий шар на максимальный угол α0 и включите 
электромагнит, удерживающий шар в этом положении. При помощи ключа 



разомкните цепь электромагнита и отметьте отсчет угла α, соответствую-
щий максимальному отклонению шаров после первого удара. Измерения 
повторите 3 ÷ 5 раз. 

9. Используя средние значения угла α, вычислите левую и правую час-
ти уравнения (10.16). Для удобства введем обозначения: 

/ 4 011 sin
2

A m e δ α−= , 

/ 431 2( ) si
2

B m m e δ nα−= +  

Равенство A = B в пределах точности измерений является доказательством 
того, что закон сохранения импульса справедлив для абсолютно неупруго-
го удара. 

10. Оцените ошибки измерений левой и правой частей уравнения 
(10.16), считая, что в основном ошибки вызваны неточностью в измерении 
углов α. Используйте формулы: 

2 20
0( ) 100%

2A ctg
α

ε α= ⋅ Δ ⋅ , , 0, 01AA A εΔ = ⋅ ⋅

2 2( ) 100%
2B ctg αε α= ⋅ Δ ⋅ , . 0,01BB B εΔ = ⋅ ⋅

11. Результаты измерений и вычислений занесите в табл. 10.4 и 10.5. 

Неупругий удар 
Таблица 10.4 

№  n n δ δ1 2 1 3опыта 
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1 
2   

  

  3 
 n n1ср 2ср

Таблица 10.5 
m1 =                                    m = 2 

α ∆α ∆α α А ± ∆А В ± ∆В № 0 0 
(град.) (град.) (град.) (град.) (кг) (кг) опыта 

1   
2   

    

  3 
 α α0ср ср



 108

Контрольные вопросы 

1. Какой удар называется абсолютно упругим? Абсолютно неуп-
ругим? 

2. Сформулируйте закон сохранения импульса. 
3. При каких условиях можно применить закон сохранения им-

пульса к системе тел? 
4. От чего зависит время соударения шаров? 
5. Проанализируйте возможные причины ошибок эксперимента. 
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