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Г. С. Розаренов

В НЕ ШНЯЯ ЗАДАЧА Т Е П Л О П Р О В О Д Н О С Т И  
ДЛЯ П У Л ЬС И Р У Ю Щ Е Й
К АВ И ТА Ц И О Н Н О Й  С ФЕРИЧЕСКОЙ ПОЛОСТИ

В настоящей работе получено решение краевой 
задачи для уравнений газовой механики, описывающей движе­
ние вязкого теплопроводного газа с учетом теплопроводности 
несжимаемой жидкости.

В сферической системе координат движение вязкого тепло­
проводного газа выражается уравнениями:

да , да ди 0 ио „ ,, ч
T>T +  u 1 F  +  ^  +  2 ~ = 0 ’ (1)

/ ди  . . ди  \ . д р  4 /  д 2и . 2 ди  \ п .
Р ( -5 Г  +  “ Г ^ )  +  - 5 Г - ^ "  №  +  — ■ а г ; ==0’

/  д Е  , д Е \  . ди  4 I ди  у  ( в *Г  , 2 д Т  \ .
р Ы + и ч г )  +  Р - д Г — г Ы  - * Ь ^  +  т ~ ^ И  +

+  2 - ^ = 0 , г ’
где Т — температура, Е — внутренняя энергия на единицу мас­
сы, и и х— соответственно коэффициенты вязкости и теплопро­
водности газа.
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Уравнения состояния запишутся в виде
p =  Rr P T, Е =  kT,  (2)

где Rr и к — некоторые газовые постоянные.
Решение

Р (*, г) 
и =  и (t, г)

Т (/ ,  г)

системы уравнений ( 1 ), (2 ) необходимо искать при следующих 
краевых условиях:

t =  0 : о (0, г) =  р0, «  (0, г )  — О, Т (0, г) =  Т0, [0, /?„];

r — 0 : u ( t ,  0 )  =  0 , -737- = 0 ; ( 3 )
дг

г — R ( t ) \ u ( t ,  R ( t ) ) ~ R ( t y ,  p  =  Pi r *!L +

+  ы pi и  +  4 (|ix — а) Р - 1 ] +  2а/?—1 +  (р0 +  р „ ) \

' =  T ( t ,  R ) ~ a ( t ) ~ T 1 (t, Я),

здесь pi — плотность, Т\— температура, pi и — коэффициен­
ты вязкости и теплопроводности жидкости.

Давление газа на поверхности пузырька с учетом закона 
сохранения массы (u =  R ) получено из закона сохранения им­
пульса в виде

( а г г )  г  ( а г г )  Ж )  ( 4 )

где
I 0 ди 2 / ди , п и \

0Г Г = - Р +  2 и  _ _ _  [J. +  2  —  J

нормальная компонента тензора напряжений (в рассматриваемой 
задаче именно эта компонента отлична от нуля).

Из (4) вытекает, что при r = R ( t )  и, следовательно, из интег­
рала Лагранжа— Коши для р\, следует:

p = 9 i r r + r [ 1 , 5 P l  я 4 - 4 ^ - р )  / г ч + г о / г - '  +  ^ о + р » ) .  

Уравнение баланса тепла для жидкости—
. / дТх , д Т j N / ди \ 3  ̂ 3*74 , 2 дГ,

V <Элг ' л дл 0, (5)

здесь и— радиальная скорость жидкости; £1 — константа из 
уравнения состояния

Ei =  ^1 ,

0  =  П -
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Из несжимаемости жидкости следует, что pi =  const, а

Теперь краевую задачу можно записать (1— 3,5) в безразмерном 
виде:

4 y + B A + p ^ + 2 i = 0 ;

„  /  д Е  . ды \ , ди  4 /  <Эи \2 (  д гТ  . 2 д Т  \ А
р ( а< +“ ал ) + р аг з ̂  ( аг ) у'( аг2 + г Зг ) “ 0;

р — R r р Т, Е — kT\
и I дТх , ar ,  \ I ди \2 / a2Ti . 2 dTi. \ А
1Г''1 ( _ 5 Г  +  1’ ar ) !il ( ar ) /-1 ( ar2 +  r ar ) 0 ’

t ~ 0  : r f  [0,1], p (0, r ) = l ;  7 ( 0 ,  r) =  7 0/c2 : и (0, r ) = 0 ;  (6)

r =  R ( t ) : u ( t ,  R ( t ) )  =  R ( ty ,  p  =  Pl Я  - j j -  +

+  «  [ -§ - pi ы +  4 (|*1 —  p.) Д - 1 j - f  2зД~> 4 -p 0 4 - Poo;

ar _  ar .
* ar ~ Xl ar ’

7 ( 7  R) — T1 (t, R);

7 X (7  c ) 7 0/ c2.

Для численного интегрирования задачи (6) используется 
разностный метод, элементы которого изложены в [2] .  Конст­
рукция подвижной разностной сетки выбрана таким образом, 
чтобы не выделять разрывы в искомом решении, которые будут 
сглажены из-за вязкости газа.

Разностная схема для аппроксимации дифференциальных и 
интегральных законов сохранения получена для внутренней за­
дачи течения газа в' [1] .  Поэтому выпишем лишь разностную 
схему для аппроксимации граничных условий на подвижной 
границе при r =  R ( t ) ,  а также разностной схемы уравнения б а ­
ланса тепла для жидкости при

г >  R (t).

Так как граница раздела сред r —R ( t )  является контактным 
разрывом, имеем

и (7 /?) = »(/, R).
Следовательно, разностная схема для промежуточного слоя 

t =  to+t/2  имеет следующий вид:

И =  иы\ T1 — T n \



*1 (7a — 7’1) = *  {T n — T n - i )',

PNJTaN (U-N — Un— l)

t>N Un -\-Cn  Pn  —  § N -

Уравнение теплопроводности (5) для жидкости аппроксимирует­
ся на промежуточном слое при t — to+'t l2 неявными разностны­
ми уравнениями

«т Т ” >+1 +  ?т Тт +  Yт У т - 1  ~  ^т>

Тм =  Т0, m — 2, 3, 4, ... М (t). (7)
Для вычисления величины Т на искомом слое при r > R ( t )  

используется явная разностная схема, аппроксимирующая ин­
тегральный закон сохранения энергии

i\ p  (*г Тг +

4 '  r 3t>]
T ^ v S r

выписываемыи для элементарной ячейки разностной сетки, ис­
пользующей осредненные значения Т \ , Т  i на промежуточ­
ном слое. 1~ У  1+Т

Решение на промежуточном слое при г - R ( t )  находится с 
помощью матричной прогонки, а при r > R ( t )  с помощью обыч­
ной прогонки для уравнений (7).

Численное интегрирование задачи (6) было выполнено при

=  0,005 см, со =  750 кгц, р т =  10 ат, р„ — 1 ат,

а — 0,02 uj - 0 , 0 1 0 0 6 см • сек ’ ■72,75 дн,
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На рис. 1,2 показано поведение траекторий R ( t ) ,  R { t )  реше­
ния уравнения Нолтинга— Неппаерса для тех же начальных дан­
ных. Решение задачи (6) приведено на рис. 1,2 в сравнении с 
решением, полученным для газодинамической задачи при х =  0— 
без теплообмена с жидкостью.

Рис. 2

Анализ результатов показывает, что в начале пульсаций 
(для х г  0) получен большой рост пузырька за счет поглощения 
тепла из жидкости в фазе роста. Для ш (> 1 8  существенную роль 
начинает играть теплоотдача в жидкость, так как температура 
газа в полости увеличивается за счет диссипации энергии на 
фронте ударной волны, возникающей при интенсивном схлопы- 
вании.
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