
ной. В [3] доказано, что, если возмущения достаточно малы, те 
знак (2.5) совпадает со знаком линейного приближения. В слу
чае конечных, порядка единицы возмущений, необходимо ис
следовать знак всего выражения (2.5). Можно  показать аналс- 
гично [3] ,  что для достаточно больших возмущений знак функ
ции V будет определяться знаком последней формы в разложе
нии потенциальной энергии. При этом функция V будет знако
постоянной в некоторой области изменения параметров нагруз
ки, если разложение потенциальной энергии обрывается форма
ми четного порядка. В качестве критерия знакоопределенности 
формы высшего порядка можно использовать критерий [4].

В связи со сказанным возникают две постановки задачи ус
тойчивости рри конечных возмущениях:

1. Для заданного из физических соображений класса воз
мущений найти область изменения параметров нагрузки, для 
которых В > 0 .

2. Из условия положительности (2.5) для каждого значения 
параметра нагрузки найти максимально допустимые возмуще
ния.
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ВЛИЯН ИЕ  А СИ М М ЕТ Р И Ч Н О С ТИ  
ВОЗМУЩ ЕНИЙ НА УСТО ЙЧИВОСТЬ 
ПЛЕН О Ч НО ГО  ТЕЧЕНИЯ ПО Ц И Л И Н Д Р У

1. Рассмотрим осесимметричное ламинарное течение 
жидкой пленки толщиной h по поверхности вертикального ци
линдра радиуса а, происходящее под действием сил.гравитации. 
Уравнения движения и неразрывности однородной вязкой несжи
маемой жидкости, подчиняющейся закону Навье-Стокса, в без
размерной форме имеют вид
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=  F — VP +  ~ £ Г  V v> y o = 0 .  (1.1)

Здесь v (и, v, w ) — вектор скорости, F— вектор массовой силы,

р — изотропное давление, Re. =  Uhv~ '— число Рейнольдса, U— ха 
рактерная скорость, v — кинематическая вязкость жидкости.

В цилиндрической системе координат г , й, г, ось z  которой 
направлена вверх, а ось г— по нормали к поверхности цилиндра, 
уравнения (1.1) имеют стационарное решение:

«  v '); w =  4 ~  ri +  ei ln  Г +  е'< Р = Р а Т  - f s’  I

<*1 =  — 4 “  ‘ 2; еа =  ei in Р; Y =  - f + 1;
Решение (1.2) удовлетворяет условию прилипания на стенке ци
линдра

ш « =  0; г = 4 ~ ,

условию отсутствия сдвиговых напряжений на поверхности сте
кающей пленки (трение на границе с газовой фазой пренебре 
жимо мало)

dw° п
—  = 0 ;

и условию равенства нормальных напряжений на границе жид
кости с газом

р ° = р «  +  4 -  ( ь з )I

В условии (1,3) ря— давление в газовой фазе; S =  T/pU'2h— без
размерный коэффициент поверхностного натяжения, соответст
вующий размерному коэффициенту Т; р— плотность жидкости. 
Здесь и далее верхний знак соответствует течению пленки по 
внутренней стенке цилиндра, нижний— по внешней.

2. Предположим, что основное течение (1.2) подвергается 
малым трехмерным возмущениям так, что поле скоростей и да в 
ления в новом течении имеет вид.
и — и'( г ,  6, z, t) , v — v1 (г, Ь, z, t)\ w = ш °  (г) - f  w' (г. Ь, z, /) ;

р = р °  (г) +  р ’ (г, 6, z, t), (2.1)
где штрихованные величины представляют собой малые возму
щения течения (1.2).

Процедура линеаризации системы (1.1) с учетом (2.1) дает 
д и ' , п д и ' д р '  , 1 / , ,---------L цуО —  _    г 1 ------ 1 и' и' 2 а»' у

г2 л2 ае j1dt дг dr ' Re
d v' , „ d v' 1 dp' , \ , v ’ , 2 ди'I ££)0 .   * ' * 1
di ' dz г дв ' Re
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dw' , , dw° . „  dw' dp' , 1 T ,
+  u S T  +  -a7- =  Ж -  +  - 6 Г  idt 1 dr 1 dz dz 1 Re

da ' . и ' , 1 do ' , diw'
dr г г d4 ~  dz 0,

,   d2 1 d 1 d2 , d2
=  ~Ж 2 г  ~  дГ rdr2 ! r  dr ' r 2 df)2 1 dz2

Будем рассматривать возмущения вида
и' iU (г) exp [inb +  ia (,z — ct)]\ v' = 1 /  (r) exp [m&+ га (г — ct )J;

(2.3)
щ/ =  W  (л) exp [i«6 - f  га ( г — с/)];  p' =  P (r) exp [ш6 +  га ( г — c^)j.

Здесь U, V, W, Р — безразмерные функции г; п (обязательно це
л о е ) — азимутальное волновое число; а =  2я h/К— волновое число 
в осевом направлении; л— длина волны возмущений; с =  б-,-И’с$— 
комплексная скорость.

Подставляя (2.3) в (2.2), получим

а (ш° с) U ----- DP  — ± у  [ D W  +  - f  DU  - ( а 2 +  ^  V] i

а ( w ° - c )  V = - - у -  Р [ d* V +  -±-  D V -  

+  и  I;

а (го0— с) W +  UDw°  =-- — аР — ^  [Dlt?
«2

V" 1 г

D U + ± - U  +  - y - V  +  3 W = 0 \  D —- д у ,  D 2 = - £ ~ .  (2.4)

Система (2.4) решается методом малого параметра, в качест
ве которого выбирается волновое число а (случай длинноволно
вых возмущений).  Представим U, V, W, Р и с бесконечными ря
дами по а, имеющими вид

=  Яо +  a(7i +  °-2 QiЧ " (2-5)  
При этом характер уравнений (2.4) диктует необходимость мо 
дификации разложения (2.5), которая позволит сбалансировать 
порядок величин, входящих ,в уравнения системы [1]:

U = a U 1  +  a 4 J i + . . . \  V/ =  aV1 +  a2C, +  ...; Р =  aPt +  a2P 2 +  ...
W  - -  W 0 +  aW1 + . . . ;  c =  c0 =  ac1+ . . .  (2.6)

Подставляя (2.6), в (2.4), получим системы уравнений, соответ
ствующие первому и второму приближениям. Ограничиваясь р а с 
смотрением случая п =  1, в .нервом приближении имеем

D P 1- ^ ( d ^ U 1+ ± D U 1 J - y ^ O ;  .
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7 -  P l +  W - ( D2y' +  ~ r  DV' ~  W  V^ ~ 7 ^  = 0 ;

D 2r o +  ^ D r o - ^  Г 0 = 0 ,  DU1 + - l ~ U 1 +  - L v 1+ W o =  0. (2.7)

Система уравнений второго приближения имеет вид 

( w ° - c 0) и ,  =  D P t — ( d 2 U 2 +  -у- D U 2 - y r U t — 1 -  V2);

( а » ° - с 0) Vx =  Р*— g r  -!- Г  DK'2 ~  ' J  V̂ -  4 "  ^ ) ;

(и»®- c 0) Г о +f/jDtt»® =  - 1 ' - ( £ > 2й'/ 1 +  4 -  D W ,  - —  Г . ) ;

Ш 2 +  4 ~ ^* +  7 "  Vt +  W ^ O .  (2 .8)

В качестве граничных условий воспользуемся условиями при
липания на поверхности цилиндра и динамическими условиями 
на поверхности стекающего слоя. С учетом разложения (2.6) эти 
условия для первого приближения дают

U\ Г, U",, 0; г 4 -  ( 29 )

Pi { [ :  D U , =  0; (7, -  1DV1 +  Г, =  0;

- 1 L L - -  +  DW»,  г - у .  ,2.10)

Для второго приближения имеем

U ■< Г, Г ,  = 0 ;  г 4 “ ; <2- П)

+  T ^ C - p * +  иТ « ' . - f t  +

1 ^ +  Д ' Л ) .  + Р Г . - 0 ;  г - - .  12.121

3. Система (2.7) страничными условиями (2.9) — (2.10) и си
стема (2.8) с условиями (2.11) — (2.12) представляют собой з а 
дачи о собственных значениях, которые дают нетривиальные ре
шения при определенных значениях собственных чисел. Реше
ние системы (2.7) имеет вид

Wo о.]Г -{- С U  ̂ — й‘2 -f- о.\ 1п г -f- г2 г~~\

Ki =  — а3— а2— ах (1 + 1 п  г) — (За5 +  а4) г2 +  а„ г~ -\

P i  =  j^r I 8̂ 5 — 2oj 4~ 2 (^2 +  ̂ 1 ) /■“ ’]■ (3.1)

Так как решение задачи о собственных значениях определяется 
с точностью до постоянной, мы зафиксируем одну из постоянных 
ai, именно а4, положив а4= 1 .  Остальные пять неизвестных по- 
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стоя иных можно определить из граничных условий (2.9) и пер
вых двух условий (2 . 10):

\у  4 _ Q , 'з —2-j~472 —
1 v*S* а ■> а3 =  ln (1 -г ;2 +  ,

_  2 f  у 2
° 5 2 (1 ^ 2 +  з ’ 2) ’ °« 2 (дИ2 -}- В-2) 3̂-2^

Из последнего граничною условия (2.10) с учетом (3.2) находим 
собственное значение задачи первого приближения:

4- f  (аз - In т — 1)1 (3.3)

Как видно из (3.3), значение с0 вещественно, следовательно, пер
вое приближение не дает сведений об устойчивости основного 
течения ( 1 .2 ).

Решение системы второго приближения (2.8), найденное с 
учетом (1.2).  (3.1) — (3.3), имеет вид

W 1 =  blr  b t f - '  - f  i R e l F j  ( г ) ;

U2 =  Ь 3  4 -  In г +  Ьь г'1 +  Ьл г 2-} i Re U2 (г);
V-г =  — ( ^  +  365) r - — bi— b3 —  bl (In r +  1) +  b0r 2 t i R e V »  (r);

irp 2 =
R e 8 6 6  - f -  2 ^ — 2  ( 6 2  ~ t ~  ^ 4 )  т  2 P2 (r). (3.4)

Постоянные 6 , нужно определить из граничных условий второго

приближения; вид функций W i(r ) ,  U2(r) и V2 ( г ) , Р 2 (г), вк лю
чающих постоянные первого приближения (3.2), здесь не 
приводится.

Так как при решении задачи о собственных значениях пер
вого приближения была зафиксирована величина а4= К  что по
зволило найти собственное значение с0, то при решении задачи 
второго приближения необходимо положить равной нулю посто
янную Ь4.

Таким образом, величина ар выбрана равной единице раз и 
навсегда и не подлежит уточнению в последующих приближени
ях. Для определения оставшихся пяти неизвестных b j имеем пять 
граничных условий: условия (2 . 1 1 ) и первые два условия (2 . 12 ). 
Из них получаем

=  — i Re
IT, t- ? a  A ] It)

b2 = i  Re
(1л +  Д ) - - р з \ г , ( -

1 ! f fP

h =  - i  Re It2 (t3 +  2D) +  E 1
3 -  Ke 2 +  p - 2) 1 Re U-> I );
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>fl =  i'Rc

где

Л -

-  (R e 1т232 (тЛ/2 j -  В) +  E] .

2 (-,*32 +  Г 2) 

r  It * Г 2 (7Л/2 -I Д) -  £ j
2(v4 32 +  3 - 2)

U ,  ( у ) P-2 ( y ) - 2 Ш 2 ( Т );

£A (y) — R2 (t)'.

(3.5)

£  =  £/2

В  — -[DVi ( 7 )

l
r i - O + i y f ,

Из последнего граничного условия (2.12) находим собствен
ное значение задачи второго приближения:

( ш О  —  С о ) 2 n w /  ( W «  —  C0 ) j j \

lr=1
DIP, (3.6)

1 U 1 г/,

Так как 6„  определенные в (3.5), чисто мнимые величины, а 
ш°— с0 и U\— действительные, то значение с ,— мнимая величина. 
С учетом (3.5) соотношение (3.6) запишем в виде

сх =  iReF  (р, S).

Тогда по знаку функции С(р,  -S) можно судить о поведении ма
лых возмущений основного потока, т. е. об устойчивости тече
ния (1.2). На рис. 1 представлен вид функции /г (р, S)  в зави

симости от значений пара
метра р (безразмерной тол
щины стекающей пленки) 
при фиксированном значе
нии параметра S, соответст
вующем анилину. Расчеты 
проведены для значений р, 
изменяющихся в интервале 
(0,03, 0,98). Сплошная линия 
соответствует течению по 

^внутренней стенке цилиндра, 
^штриховая —  но внешней. 

Видно, что в рассматривае
мом интервале значений р 
функция F(  р, S) положи
тельна, что свидетельствует 

о неустойчивости течения (1.2). При р-Ч, когда толщина стекаю
щего слоя приближается к величине радиуса цилиндра, график 
функции £ (р ,  5 )  для внутренней поверхности асимптотически 
стремится к нулю, т. е. внутреннее течение становится нейтрально 
устойчивым. Внешнее течение при этом продолжает оставаться 
неустойчивым. Судя по тенденции к убыванию функции £ (р ,  S)  
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при р<0,04,  можно предположить, что для малых значений (5 
возможен устойчивый режим течения однако этот вопрос требу
ет дополнительного изучения в рамках тонкослойной аппрокси
мации.

В заключение отметим, что как в случае внешнего, так и ■ 
внутреннего течения имеет место незначительный стабилизиру
ющий эффект поверхностного натяжений.
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О ВЛИ ЯНИИ П РИ С Т Е Н НО ГО  С К О Л Ь Ж Е Н И Я
НА УС ТО ЙЧИВОСТЬ  ТЕЧЕНИЯ
ВЯЗ КОУП РУ ГО Й ПЛЕНКИ

Рассматривается вязкоупругая жидкость модели 
Олдр ойдаЦЗ] с двумя временами релаксации. Известно [2], что 
конститутивные уравнения Олдройда могут быть использованы 
для описания поведения ряда неньютоновских систем, в част
ности растворов полимеров. Последние отчетливо обнаружива
ют эффект пристенного скольжения, экспериментальное изучение 
которого проводилось в работе [3] .  На необходимость учета про
скальзывания при течении полимерных растворов указывают 
также результаты работы [4] ,  где основной причиной появления 
нерегулярности при течении расплавов и концентрированных 
растворов полимеров авторы считают поверхностное скольжение.

1. Определяющие уравнения вязкоупругой жидкости модели 
Олдройда можно записать в следующей безразмерной форме:

S lk =  — pgik +  pik\ 

pik -| i'Vfj (D/Dt) pik =  [ 1 +  M 2 (.DIDt )] e'*;

М г =  X2 Uh~\ Re =  t/Av->, U = g h 2 -~J,
где p— изотропное давление, p lh— напряжения, определяемые 
через скорости деформаций klU, g ih— контравариантный метри
ческий тензор, 7.] и а2— время релаксации напряжений и скорос
тей деформаций соответственно, U и h— характерные скорость и 
размер, v— коэффициент кинематической вязкости, g — ускоре
ние силы тяжести, /,1> Я 2> 0.
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