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Аннотация. Решена задача оптимизации согласованных перевозок между 

подмножествами вершин графа. Минимизируются транспортные расходы с учё-

том взаимозаменяемости однородного груза в промежуточных вершинах и огра-

ничения проводимости рёбер графа. 
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Пусть на связном графе  dmmRVG

,,,, 21  без петель с неотрицательной 

разметкой 
Vm :1  вершин  

V
vvvV ,,,: 21   и их упорядоченных пар 

VVm :2  задана мультиразметка рёбер 

   mm Rdddd  :,,,: 21 


,  
R
rrrR ,,,: 21  , 0i

srd , ms ,1 . 

При наличии в графе G  ориентированных рёбер связность считаем силь-

ной, когда достижимость любой вершины из любой другой вершины учитывает 

направление рёбер. 

В задаче транспортной логистики 

  um1  – запас однородного груза в вершине u , 

  vum ;2  – количество груза, предназначенного для доставки из вершины u  в 

вершину v , 

 rd1  – удельная стоимость перевозки по ребру r , 

 rd 2  – предельная проводимость ребра r; m=2. 

Минимизируем сумму расходов на доставку всего груза с учётом проводи-

мости рёбер. 

Зададим матрицу взвешенной смежности вершин 

V

ji
vv ji
rdA

1,

1:


 ; 

отсутствующим рёбрам и петлям припишем бесконечную удельную стоимость 

перевозки 
jivv

rd1 . 
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С помощью алгоритма из публикаций [1,2] найдём матрицу минимальных 

расстояний на графе 
V

jiijbB
1,

:


 ; расстояния 
ijb  между любыми верши-

нами конечны в силу сильной связности графа G . 

Одновременно получим матрицу списков   



0

:
kijkij ec  соответствующих 

маршрутов 
V

jiijcC
1,

:


 , упорядоченных по неубыванию удельной стоимости пе-

ревозки:   jiijk vve  :       
 

ijkerijk rded 11 : . 

Очевидно ijc ; Vji ,1,  . 

При совпадении удельных стоимостей маршрутов упорядочим их по не-

убыванию проводимости 

 
 

rded
ijker

ijk
22 min:


 : 

   

   









,

,

21

21

22

11

ijkijk

ijkijk

eded

eded
   21 kk  . 

Маршруты одинаковой удельной стоимости  ijked
1

 и проводимости 

 ijked
2

 упорядочим в списке ijc  произвольно. Очевидно, маршрут  ije 0  будет 

оптимальным, хотя, быть может, не единственным. 

Число маршрутов  ijke , связывающих вершины iv и jv , может быть бес-

конечным при наличии циклов. 

По графу  dmmRVG

,,,, 21  построим орграф  dmmRVG


,,,, 21111 : 

1. Каждой вершине Vv  поставим в соответствие две различные вер-

шины 1, Vvv fs   и положим      vmvmvm fs 111 : . Таким образом, VV 21 

. 

2. Каждому ориентированному ребру Rruv   поставим в соответствие ори-

ентированное ребро 1
1 Rrr

fsvuuv   той же мультиразметки uvvu rdrd
fs


:1

 и по-

ложим    vumvum fs ;:; 22  . 
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3. Каждое неориентированное ребро Rruv  , vuuv rr  , заменим двумя ори-

ентированными антипараллельными рёбрами 1
uvr , 1

vur  с разными, в общем слу-

чае, разметками uvuv rdrd


:1 , vuvu rdrd


:1 , которые согласно пункту 2 заменим ори-

ентированными рёбрами 1
11 , Rrr

fsfs uvvu   соответствующих разметок 

uvvu rdrd
fs


:1

, vuuv rdrd
fs


:1

 и соответствующими, в общем случае различными, 

заказами на перемещение грузов 

   vumvum fs ;:; 22  ,    uvmuvm fs ;:; 22  . 

Замечание: RR 1  и ( RR 1    граф G  – ориентированный). 

Полученный полный двудольный орграф  dmmRVVVG fs


,,,, 21111   

даст транспортную задачу с долями источников стоков 

  V
iiss VvV
11,:


   V
iiff VvV
11,:


 : 

1.   jfisjfis edx ,;,0
2

,;,0  ; Vji ,1,   – условие неотрицательности и ограничения 

со стороны проводимости груза jfisx ,;, , отправленного из каждого пункта отправ-

ления sis Vv ,  в каждый пункт назначения fjf Vv ,  по оптимальному маршруту 

  jfise ,;,0  проводимости   jfised ,;,0
2

. 

2.    is
V

j
ifjsjfis vmxx ,1

1
,;,,;, 



; Vi ,1  – условие неотрицательности запаса 

груза (с учётом доставленного из всех заданных пунктов отправления) в каждом 

пункте отправления isv , , необходимого для отправки во все заданные пункты 

назначения. 

3.    



V

j
jfisis

V

j
jfis vvmvmx

1
,,2,1

1
,;, , ; Vi ,1  – условие доставки всего груза из 

каждого пункта отправления isv ,  во все заданные пункты назначения jfv , . 
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4.    



V

j
ifjsif

V

j
ifjs vvmvmx

1
,,2,1

1
,;, , ; Vi ,1  – условие доставки всего груза в 

каждый пункт назначения ifv ,  из всех назначенных пунктов отправления jsv , . 

5.   min
1,

,;,0
1

,;, 


V

ji
jfisjfis edx  – критерий оптимальности в задаче минимиза-

ции транспортных расходов. 

Транспортная задача 1-5 замкнута при необходимом условии 

      VvuVvu uvmvum , 2, 2 ;;   

выполнимости всех заданных перевозок. 

Транспортная задача 1-5 разрешима при достаточной проводимости рёбер 

графа G  и достаточных запасах груза  um1  во всех источниках sVu . При ис-

ключении условия 2 транспортная задача решается стандартными приёмами. 

Укажем, как учесть условие 2: 

1) решим задачу при условиях 1, 3, 4, 5 и проверим найденное решение на вы-

полнение условия 2. Если оно выполнено, то исходная задача 1-5 решена. В про-

тивном случае переходим к следующему шагу; 

2) прибавим невязку    








 


V

j
ifjsjfisis

Vji
xxvmh

1
,;,,;,,1

,1,
max:  ко всем значениям 

запасов в вершинах графа     Vhvmvm ii  11 :  и повторим стандартное решение 

задачи 1, 3, 4, 5, удовлетворяющее дополнительному условию 2. 

Если весь груз перевезён, поставленная задача решена с использованием 

лишь оптимальных маршрутов. 

Если не хватило пропускной способности   jfised ,;,0
2

 хотя бы одного опти-

мального маршрута   jfise ,;,0 , то преобразуем граф  dmmRVG

,,,, 21 : 

1. Удалим рёбра, насыщенные найденным потоком грузов 

jfisx ,;, : 012  ijvv xrd
ji

. 

2. Удалим возникшие изолированные вершины. 
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3. Пересчитаем остаток грузов в каждой вершине 

     



V

j
jiijii xxvmvm

1
11 :  и по каждому ребру 

    0;:; 22  ijjiji xvvmvvm . 

4. Найдём проводимость оставшихся рёбер 0: 1212  ijvvvv xrdrd
jiji

. 

Пересчитаем матрицу A  смежности вершин, матрицу B  оптимальных 

расстояний и матрицу C  упорядоченных по уровню оптимальности списков 

маршрутов удалением маршрутов, содержавших удалённые в пунктах 1 и 2 рё-

бра и вершины [2]. При этом меняется хотя бы одна верхняя оценка   jfised ,;,0
2

 

условия 1 транспортной задачи 1-4. 

Алгоритм повторим циклически до завершения перевозки всего груза. 

Примерами приложения алгоритма могут служить задачи оптимизации 

компоновки железнодорожных составов из вагонов с заданными пунктами от-

правления и назначения, а также задачи организации взаимозачётов в финансо-

вых сетях в кризисных ситуациях. 
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