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Рассмотрим систему 2N  взаимозависимых уравнений с линейными ав-

торегрессионными первого порядка автономными связями эндогенных перемен-

ных и полилинейными автономными зависимостями от 1K  экзогенных пере-

менных 
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 tysˆ  – регрессионные значения эндогенных переменных  tys  в момент наблю-

дения Tt ,1 ; 

 txi , Ki ,1 , – экзогенные регрессоры в момент наблюдения Tt ,1 , оказыва-

ющие полиномиальное воздействие без запаздывания по времени на эндогенные 

переменные; 
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L – заданная максимальная степень учёта регрессоров  txi . 
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Без ограничения общности все экзогенные и эндогенные переменные счи-

таем центрированными. Корреляционные связи между всеми степенями регрес-

соров и всеми лаговыми эндогенными переменными считаем автономными и 

слабыми при заданном объёме T выборочных наблюдений. 

Методом наименьших квадратов (МНК) найдём множественную линей-

ную регрессию каждой эндогенной переменной в отдельности на все заданные 

степени экзогенных переменных и лаговые значения всех эндогенных перемен-

ных [1,2]: 

          
 











N

i
i

s
i

Mj

K

i

j
i

s

js tyctxcty i

11

1ˆˆˆ


 ; Ns ,1 ; Tt ,1 .             (2) 

Отбор степеней регрессоров ij
ix  производим, минимизируя коэффициенты 

детерминации [3,4] 
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для значимых коэффициентов 
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j
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iĉ  набора (2). 

Здесь  tys ,  tysˆ  – соответственно, наблюдаемое выборочное и регрес-

сионное (2), значения эндогенной переменной в момент наблюдения Tt ,1 ; 
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Применяя косвенный МНК, подставим разложения (2) в обе части каждого 

равенства (1) 
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и приравняем коэффициенты при одинаковых полиномиальных слагаемых и ла-

говых переменных. 

При каждом Ns ,1  получим систему  NM   линейных алгебраических 

уравнений с  12  NM  неизвестными: 
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В каждой системе (3), (4) идентифицируются  1N  коэффициент  s
ia  при 

эндогенных переменных, N коэффициентов  s
i  при лаговых эндогенных пере-

менных и M  коэффициентов 
 s
j
b  при полиномиальных экзогенных слагаемых 

системы (1). 

Обнулением коэффициентов 
  0s

j
b  устраним нелинейные связи уравне-

ний (1): при линейной независимости  1T -мерных векторов наблюдений N эн-

догенных переменных  tys ; Ns ,1 ; Tt ,2 , получим при 
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единственный набор решений  s
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i̂  системы (3), (4). Тем самым при 
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будет однозначно идентифицирована линейная система 
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детерминированно и линейно связывающая регрессионные и лаговые значения 

эндогенных переменных. 

Линейный детерминированный характер связей (5) позволяет использо-

вать эндогенные переменные в качестве управлений, изменяя их напрямую без 

промежуточного нелинейного влияния экзогенных переменных системы (1). 

Из (5) получим однородные системы линейных алгебраических уравнений, 

связывающих выборочные точечные оценки математических ожиданий и дис-

персий эндогенных переменных: 
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Анализ систем уравнений (3) позволяет найти зависимость задачи линеа-

ризации связей эндогенных переменных от их числа N и степени L полилинейной 

зависимости от экзогенных факторов и их количества K. Ключевой оказывается 

проверка условия 1 NM . Задача сведения системы (1) к системе (4) разре-

шима [1,2]:  

- стохастически однозначно при 1 MN ; 

- детерминированно однозначно при 1 MN ; 

- не разрешима при 1 MN . 

Соотношения (5) позволяют ставить обратную задачу подбора латентных 

экзогенных регрессоров по характеристикам наблюдаемых эндогенных перемен-

ных [3,4]. Достаточно лишь подобрать необходимое число M  полиномиальных 

слагаемых и воспользоваться уравнениями (2), (3) для включения отобранных 

степеней в систему (1). 

Пример приложения линеаризации системы эндогенных авторегрессий – 

оптимальная компоновка железнодорожных составов из вагонов с заданными 

пунктами отправления и назначения для минимизации транспортных расходов и 

с учётом назначенного времени прибытия. [5,6,7] 
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Abstract. A method for linearizing a system of regression equations with lag endogenous variables 

and polynomial dependence on exogenous variables is proposed. The conditions for reducing the system to a 

deterministic linear system containing only endogenous variables are indicated. Reception allows you to build 

a multi-criteria control system cleared of non-linear dependence. 

Keywords: nonlinear regression systems, identification of regression parameters, multi-criteria con-
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