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Д. С. КОДНИР

НЕКОТОРЫЕ НОВЫЕ РЕШЕНИЯ СТАЦИОНАРНЫХ
КОНТАКТНО-ГИДРОДИНАМИЧЕСКИХ ЗАДАЧ
1. Соображения о контактной гидродинамике
шероховатых поверхностей

До настоящего времени еще не опубликовано ни одного 
решения контактно-гидродинамической задачи для шерохова
тых поверхностей. Имеются лишь замечания о важности этого 
вопроса п решения гидродинамических задач для педеформи- 
руемых поверхностей [1, 2]. Приведем статистически-стохасти- 
ческос рассмотрение влияния шероховатости на контактную 
гидродинамику по аналогии с работой Кристенсена [1 ] , выпол
ненной ранее для жестких поверхностей.

Будем определять толщину смазочного слоя, как сумму но
минальной толщины (соответствующей средней гладкой поверх
ности) и случайной переменной величины (рис. 1) h (x )  =  h ( x ) Jr  
+ (е) Здесь h (х )—суммарная толщина пленки — случайная ве
личина; h (х)  — детерминированная составляющая толщины 
пленки, ее номинальная величина; е — случайная переменная 
величина — приведенная величина выступа неровностей обеих 
поверхностей от средней линии.

Предполагается, что 1г(х) имеет такой вид, при котором 
допустимо использование уравнения Рейнольдса.

Функцию плотности вероятности высоты шероховатости оп
ределим, как Кристенсен и Тондер, с помощью полиноминаль- 
ной аппроксимации закона Гаусса (рис. 2);

35 Г1 -  при К К щ .32ci L \ ci

Если же | е |>ц, то / 1 е |= 0. Здесь с х — 
половина интервала значения случайной пе-

, „ ременной толщины слоя.Рис.  1. Определение ста- г  л
тистической толщины Д ля плоской гидродинамической з а 
слон смазки дачи при однородной изотропной шерохо-
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ватоети  при нью тоновском поведении ж идкости  
уравнение Р ейнольдса д л я  среднего о ж и даем о 
го давл ен и я  к 0 имеет ви д  [1 ]

dE  (Л)d
dx

di<0
dx E (h3) — — 6(J.q (Ua + Ub) & dx

Здесь x — координата в направлении, обратном 
движению трущ ихся поверхностей;

U a + U b  — суммарная скорость движения поверх
ностей;

[х0 — вязкость м асла при атмосферном дав
лении;

■3 - 1 - 1  0 1 2  3

Рис.  2. Функ
ция плотности 
вероятности

п — пьезокоэффициент ВЯЗКОСТИ а =  (Х0е я«.;
E(h )  — оператор математического ожидания величины h;  Е ( к о 

о п е р а т о р  м атем ати ческого  ож и дания величины h 3, Е (1г3) =
оо

=  I О'У /  (6) do.
— оо

Элементарные расчеты показываю т, что Е (h ) — h\

Е (Л3) = h3 +
he:

Т аки м  образом , реш ение контактно-гидродинамической з а 
дачи д л я  ш ероховаты х поверхностей при стохастическом  р ас 
смотрении сводится к  совм естному решению системы  ур ав н е 
ний д л я  безразм ерн ы х величин;

die
dz

1 —  Н  „ В пк
Н  - U  е

1

1 + 3
1

Н2

Н —  1 — a2+ z2+Ck,

(2)

(3)

где а С h _   х
V  ’ 2 ~  Ж  '

h„ — толщина смазочного слоя в точке экстремума давления;

1 . 77  к0 .
ho' К — В ’ И

в, = у 2Ло В- Ы и а + Ub)
В г',

С — коэффициент деформации (см. [3 ]) ; 
ь — приведенная или эффективная кривизна номинальных по

верхностей до деформации.
Реш ение этой системы  производится, к а к  и ран ее в [3 ] .  Н е

которые р езул ьтаты  расчета  приведены  на рис. 3 и в таб л . 1.
П олученные р езул ьтаты  показы ваю т, что с увеличением  ш е

роховатости ги дродинам ическая грузоподъемность сн и ж ается
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Рис. 3. Формы за
зора и эпюры дав
ления для шеро
ховатых поверх
ностей

мало. Так, например, при а —0,5 снижение не 
превышает 20% и лишь для гипотетического 
случая ( а = 1 )  доходит до двух раз. Экспери
менты Напела и Босми [4] качественно под
тверждают этот теоретический результат.

Отметим, что полученное является лишь 
начальной стадией решения контактно-гидро
динамической задачи для шероховатых по
верхностей, т. к. сюда необходимо добавить 
решение нестационарной неизотермической 
задачи для неньютоновской жидкости. Кроме 
того, при значительном соотношении высоты 
неровности к толщине слоя необходимо учесть 
также влияние турбулентности.

2. Решение изотермической контактно-гидродинамической 

задачи для ньютоновской жидкости при 
произвольной зависимости вязкости от давления

До последнего времени все опубликованные решения кон
тактно-гидродинамической задачи производились (при зависимо
сти вязкости (р) от давления ( к0)  по закону Баруса ( р = р 0- 
е“ (о). Только в работе [5] сделана попытка получить решение 
в размерном виде для 'нескольких частных случаев сочетания 
нагрузки, скорости движения, вязкости и приведенной кривиз
ны при зависимости вязкости от давления в виде

jx=  р0е(««.)'Д (4)

Действительно, часто зависимость вязкости от давления от
клоняется от закона Баруса. Поэтому полагаем целесообраз
ным получить решение контактно-гидродинамической задачи 
для более общей зависимости вязкости от давления

P = p 0e(™°>p, (5)
где 0 ^  [3 ^  1.

Переходя от размерных к безразмерным параметрам, мы реша
ли совместно систему уравнений

dtc _ _  1 — Н е (Впк)&. /0ч
dz Н'3

Н — 1 — а 2 + г 2+С к .  (3)
Результаты расчета приведены в табл. 2. Построив графики 

зависимости безразмерной погонной несущей способности К  и 
от К/Кц =ь получим возможность при интерполяции находить 
значения для любого O ^ p ^ l .
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Т а б л и ц а  1
Результаты расчета шероховатых поверхностей

С Вп а а Н m К max К К
о

0, 5 3 0 —0,507 0,806 0,263 0,349 1,00
0 ,2 —0,507 0,806 0,259 0 ,349 1,00
0 ,5 —0,510 0,799 0,250 0,335 0 ,96
1 —0,523 0,780 0,223 0,308 0 ,88

0 ,5 6 0 —0,851 0,705 1,450 1,77 1,00
0 ,2 —0,843 0,708 1,421 1,72 0 ,97
0 ,5 —0,795 0,709 1,264 1,41 0 ,80
1 —0,677 0,709 0,916 0 ,84 0 ,47

0 ,5 9 0 —1,68 0,628 5 ,64 12,7 1,00
0 ,2 — 1,65 0,627 5,45 12,1 0 ,95
0 ,5 — 1,65 0,615 5 ,44 12,0 0 ,94
1 —1,46 0,575 4 ,26 8 ,3 0 ,65

0 ,5 12 0 —2,50 0,604 12,5 41,7 1,00
0 ,5 —2,5 0,594 12,5 41,7 1,00
1 —2,5 0,580 12,5 41,7 1,00

1 3 0 —0,600 0,799 0,282 0,387 1,00
0 ,5 —0,597 0,792 0,263 0,372 0 ,96
1 —0,595 0,772 0,236 0,344 0 ,89

1 6 0 — 1,000 0,712 1,13 1,68 1,00
0 ,5 —0,996 0,705 0 ,99 1,42 0 ,85
1 —0,885 0,688 0,78 1,03 0,61

1 9 0 —1,84 0,636 3 ,39 8 ,40 1,00
0 ,5 —1,84 0,633 3 ,38 8 ,40 1,00
1 —1,63 0,620 2,66 5 ,86 0 ,70

Таким образом, если задан сорт-масла, известна зависимость 
его вязкости от давления (р), легко найти при выбранной вели
чине h 0 и остальным параметрам безразмерную и размерную 
погонную грузоподъемность ( К  и Ко)-  Однако нам кажется, 
что такой вид зависимости вязкости от давления не соответст
вует опыту, т. к. при зависимости типа (5) производная по дав 
лению от логарифма вязкости в начале области трения (при 
к 0 — 0) имеет бесконечную величину. В действительности же 
тангенс угла наклона кривой зависимости вязкости от давления 
в полулогарифмических координатах имеет всегда ограничен
ную величину.
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Т а б л и ц а  2

Результаты  решения контактно-гидродинамической изотермической 
стационарной задачи для жидкости с вязкостью, зависящей от 

давления по закону

С Вп Р а И т А Г га а х К К
K f c i

0 ,2 6 1
0 ,5
0.

—0,681 
—0,488 
—0,480

0,71
0 ,80
0,81

2,32
0 ,55
0,48

2,30
0 ,59
0 .70

/
1
0,26
0 ,30

0 ,2 9 1
0 ,5
0 ,2
0

— 1,57 
—0,561 
—0,495 
—0,48

0 ,60
0,77
0,81
0,81

12,3
1,32
0 ,55
0,48

25,7
1,18
0,67
0,70

1
0,046
0,026
0,027

0 ,2 12 1
0 ,5
0 ,2
0

—2,41
—0,94
—0,502
—0,48

0 ,57
0 ,69
0,81
0,81

29,00
4 ,42
0,61
0,48

93,2
5,67
0 ,80
0,70

1
0,061
0,0086
0,0075

0 ,5 6 1
0 ,5
0

—0,86
—0,61
—0,54

0,70
0 ,78
0,81

1,44 
0 ,63  
0 ,50

1,76
0 ,76
0,77

1
0 ,43
0 ,44

0 ,5 9 1
0 ,5
0 ,2
0

— 1,68 
—0,858 
—0,616 
—0,54

0,62
0 ,73
0 ,80
0,81

5,65
1,46
0,60
0,50

12,6
1,89
0 ,85
0 ,77

1
0 ,15
0,067
0,061

0 ,5 12 1
0 ,5
0 ,2
0

—2,5 
— 1,24 
—0,635 
—0,54

0 ,59
0 ,70
0 ,80
0,81

12,5
3,07
0,66
0,50

41,7
5,26
0 ,92
0,77

1
0,13
0,022
0,018

1 6 1
0 ,5
0

— 1,00
—0,86
—0,80

0,71
0 ,76
0,81

1,00
0 ,72
0 ,54

1,68
1,05
0,95

1
0 ,62
0 ,56

1 9 1
0 ,8
0 ,5
0 ,2
0

—1,84 
— 1,62 
— 1,18 
—0,83  
—0,80

0,65 
0 ,68 
0 ,73 
0 ,79 
0,81

3.39 
2,54
1.39 
0 ,66 
0,54

8,30 
5,16 
2,40 
1,06 
0,95

1
0,62
0,29
0,13
0,11

1 Г2 : 1
0 ,5
0 ,2
0

—2,66 
—1 ,24 
—0,87 
—0,80

0 ,62 
0,69 
0,79 
0,81

7,08 
3,07 
0 ,73  
0 ,54

26,0 
5,27 
1,21 
0 ,95

1
0 ,20
0,05
0 ,04



Продолжение табл. 2

С Вп f t а Н тп К га ах К К
7У%=1

3 6 1 —1,57 0,74 0,82 1,80 1
0 ,5 —1,55 0,77 0 ,80 1,78 0 ,99
0 —1,34 0,83 0 ,64 1,52 0 ,84

3 9 1 —2,40 0,69 1,92 6 ,14 1
0 ,5 —1,97 0,75 1,29 3 ,50 0 ,57
0 —1,34 0,83 0 ,64 1,52 0 ,25

3 12 1 —3,18 0,67 3 ,37 14,29 1
0 ,5 —2,50 0,73 2,08 7 ,24 0,51
0 —1,34 0,83 0 ,64 1,52 0,11

Поэтому лучше принять вместо (5) новую зависимость

 ̂=  Роехр (7)

или при зависимости логарифма вязкости от давления в  виде 
двух отрезков ломаной прямой (перегиб при /Сопер)

г  , . ^ n 2—nt
12

р- -—- с  1 0 • L 1 + е гс0пер
12 “-опер

(8)
Соответственно изменится уравнение (6).

В данной статье в связи с ограниченностью ее объема мы 
лишены возможности привести результаты расчета для двух 
последних случаев. Качественно они весьма сходны с результа
тами, приведенными в табл. 2.

3. Решение приближенной неизотермической 
контактно-гидродинамической задачи при качении 
со скольжением и ньютоновским поведением жидкости

До сих пор почти во всех решениях контактно-гидродинами
ческой задачи производилось раздельное определение толщины 
смазочного слоя при чистом качении и сил трения при скольже
нии. (Отметим, что'при определении сил трения использовалась 
толщина слоя, найденная при чистом качении).

Таким образом, почти не было теоретических решений, по
казывавших, как снижается толщина слоя за счет неизотермич
ного процесса трения. Некоторым исключением является статья 
Гринвуда и Каузлариха [6]. Однако они получили свое реше-
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ние только для случая чистого качения, когда влияние неизо- 
термичности минимальное.

В настоящей работе приведено приближенное решение кон
тактно-гидродинамической задачи в случае любой комбинации 
качения со скольжения (начиная от чистого качения и заканчи
вая чистым скольжением) и при этом впервые одновременно 
учитываются касательные напряжения, возникающие как  при 
качении, так и при скольжении.

Стремясь упростить аналитические выкладки, мы приняли 
гиперболическую зависимость 'вязкости от температуры Т.

Задача сводится к совместному решению системы:
dKe  дт ^ d'l T ____ д и ____ du  ^ ____  (is /д,
! ы ~ Ъ 7 ’ _  ^ д у ’ 1+а(Г—Г3)' ^

Здесь у  — координата в направлении поперек смазочного 
слоя;

т — касательное напряжение в данной точке слоя; 
и — скорость частицы масла в данной точке;
Я — коэффициент теплопроводности масла;

|is и r s — вязкость и температура на поверхности трения;
а —- экспериментальный коэффициент, зависящий от

Если вязкость масла была бы постоянной поперек сечения, 
то температура распределялась по закону параболы 4 степени. 
За счет переменной вязкости температура должна распреде
ляться по параболе меньшей степени. Для упрощения выполне
но два решения: в одном температура поперек слоя распреде
лена по параболе 4, в другом —- по параболе 2 степени.

1) Т — Т„— (Г М—Т s) —- 1J  2) T = T u - T M- T s) ^ ~ l J .  (10)

и перейдем, как и ранее, к безразмерным параметрам. 
Тогда в первом случае получим систему:

давления.

Здесь Тм — максимальная температура в среднем слое. 
Введем обозначения:

0 = а ( 7 ’м Тs) (11) ,  =  £ - £ ( 1 2 )  Ф

1 — Я  Впк



Во втором случае — иная система:

/dK \ _1 — Н gBrnc 1
\dz J i i  № 1 + 0 ,4 0

н =  \ — a 2+ z 2+Ck

!Х “  (Ua + u bf ) n 89

( , 7 Т Г ЗФ)'( 1 + ^ в) +

+ 4Ф / -
\1 + T 0

• ЗФ х

(15)

<00 9

Рис. 4. Различие решений 
при температуре, распреде
ленной поперек слоя по па-

Результаты расчетов в этих двух Раболе IV  и I I  степеней 
случаях расходятся весьма мало
(рис. 4). Поэтому очевидно, что -принятие произвольного закона 
распределения температуры поперек сечения не приводит к су
щественной погрешности.

Чтобы оценить, какова поправка на неизотермичность про
цесса, обратим внимание, что в реальных случаях для 0  харак
терны значения 0 = 1  и 0 = 1 0 .  Соответствующая поправка для 
эпюры давления (при сохранении длины зоны контакта) до
стигает 40—57% и 500—670%.

Эта оценка является весьма приближенной и заниженной. На
пример, при С =  0,5; В п  =  6; ф =  0;

—  тгГлГП 4'i) = 1  найдено АГ =  1,13; //„ =  0,73;
IX я (и а +  и Ь) J IV

0,645. Соответствующая оцен-^тах— 1,1; 0м — 0,177; К
К изотерм

ка — 0,9.

При С =  0,5; В п =  6; <р =  1; ( -----
\v*a (Ua + Ubf j  iv

AT =  0,36; Я „ =  0,81; к тах =  0,35; 0 М =  О,71; 

Соответствующая оценка — 0,7.

К
к

1 найдено

: 0,205.
и з о т е р м
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4. Решение изотермической
контактно-гидродинамической задачи
для максвелловской жидкости
при большой и малой степенях неньютоновости

Как известно, для максвелловской жидкости а3ф =  -— .?
- ГР  д у )

где /р — время релаксации. Заменяя р,эф=:’— , получим
д у '

д а

7  д у

• ; ^ v: -  ( 16) 
1 + ( 7  5у )

Д

Для решения контактно-гидродинамической задачи отсюда нуж
но получить значение Раскладывая корень квадратный
в ряд, найдем с ■

(/р J i f r  Уfp + + 2 *РТ + 5( " Г /р) +

(/р 7 Г 1 =  ^  ~  т  ~  ( v /р) ~ 2 ( t Ч  ~ ь ( т Ч
Приближенно можно принять

Ч | Н = т ^ р + 4 ( т  /р)3 np,i а 7)
Ч ^ ) д = Ч ~ 21 ^ р пр1! (18>

В зоне малых градиентов давления при ~  ^  1 в результате
интегрирования получим видоизмененное уравнение типа Рейнольдса

6:j- (и а + и ь) —/;)  акр , 3  / а д . а д  ' nQv
/ г 3  d x  _ r  5  \ p - /  )

При большой степени неньютоновости при /р j -  ^  1 соответст
венно получим
/Лто\3 , +  U b ) ( h o —  h )  ( d i c 0 * 6p.2 rfKo , 21 Ю  n  ,o rn

1лГ j + -------------Д  15 7 } ~  dx + T  Щ  ~  U- ( j

. Переходя, как и ранее, к безразмерным параметрам и вводя 
обозначение

Я1 =  1 д Г + к п 7 ’ ч':’Лг: (21)
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получим при малой сте
пени неньютоновоети Н\
^  r  , ; ClK \ — В П К>  6 Н U— едг

i d  к  ■\3 , 5 /Я, \- da
\dz .1 ^  108 [ т г ) dz

X
,2Впк 5 /Я, Ие " 108 ( я )

X
1 — Я 3 Пт; г\.-------- р773 =  0 ;

н =  1 - а -  + ш  +  С
1/ зона ./ зона U зона Тзона

При большой степени Рис. 5. Зоны большой и малой степеней 
неныо тоновое ТИ х  неиыотоновости при смазке максвеллов-

\dhC I —Rrv ской жидкостью
X Ь -  \еdz I

(die  -,3 , 1 1 — Н j d k  \2 пвпк  1 (Hi  \2 dte пчвпк , 7 (Hi\3 лзвпк _ л
\dz ) 0 HS I Л-» I Р \ U \ г!-, "  Тг п с п  ( r .r 1 С о2 //з \dz

die
Н ■

6 \Н } dz 

1 — а 2+ г 2+С к .
360V Я

(23)

В этой зоне \ -ĵ ~ hg> 0.

Численное решение этой задачи показывает, что в области 
трения возникают две зоны, причем они занимают определенное 
место как по толщине смазочного слоя, так и по длине площад
ки контакта (рис! 5).

5. Решение неизотермической 
контактно-гидродинамической задачи 
для максвелловской жидкости 
при большой степени неньютоновости

Как показано в предыдущем разделе, при большой степени не
ныо тоновое ти следует принять

да
д у V- (24)

В работе [7] мы рассмотрели лишь случай малой степени не- 
ньютоновости. Используя (24) и применяя ту же методику, что и

в [7], получим июмограмму (рис. 6) для определения Y —

в зависимости от X =  {Pa~ ^ t ^ s и Сг =  Здесь
8-427/, 1 З/г2

зависимость вязкости от температуры поперек сечения смазочного
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Рис. 6. Номограмма для определения y J i ! *
р -з

слоя принята в виде р, =  а е - (ЗГ . Таким образом, Y показывает, во 
сколько раз снижается эффективная вязкость по сравнению с нью
тоновской на трущейся поверхности за счет как неньютоновского 
поведения, так и неизотермического процесса.

Касательное напряжение в данном сечении смазочного слоя оп
ределяется формулой

^ %4±z £ i Y . (25)
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В. А. САДЫКОВ

РАСЧЕТ ПОТЕРЬ НА ТРЕНИЕ
В ПОДШИПНИКАХ СКОЛЬЖЕНИЯ РЕДУКТОРОВ
ПО УПРОЩЕННЫМ ЗАВИСИМОСТЯМ

Величина мощности, затраченная на преодоление трения 
в узлах мощных быстроходных редукторов, складывается из по
терь на трение в опорных и упорных подшипниках скольже
ния, в зацеплении, а такж е потерь на разбрызгивание и барбо- 
таж .

При окружных скоростях ^ 1 0  м/сек  для редукторов при
меняется в основном циркуляционная система смазки, которая 
обеспечивает наиболее рациональное и эффективное охлажде
ние и смазку зубчатых колес и подшипников. Потери на трение 
у  таких редукторов растут почти пропорционально квадрату 
оборотов [1 ]. Полные потери редуктора достаточно точно мо
гут быть определены экспериментальным путем, однако при 
проектировании необходимо сделать оценку их.

Для зубчатых передач имеются зависимости, позволяющие 
рассчитать потери в зацеплении. В то же время для подшипни
ков скольжения, потери которых в большинстве случаев состав
ляют не менее половины потерянной мощности в редукторе, нет 
методов расчета полных потерь на трение. Гидродинамический 
расчет подшипника [ 2 ] позволяет определить трение только в 
рабочей зоне подшипника при наличии нагрузки и не учитывает 
потерь в нерабочей зоне, которые могут составлять основную 
часть.

Проведенный нами анализ экспериментальных данных 
ЦНИИТМАШа и Ленинградского Кировского зав|ода позво

лил получить эмпирические зависимости, дающие возможность 
быстро сделать оценку общих потерь мощности в подшипниках 
скольжения редуктора.

Затраты мощности на трение в подшипнике, по аналогии с 
редуктором [ 1 ] ,  на любом режиме работы удобно представить 
как  сумму потерь от вращения без нагрузки А АД и от увеличе
ния крутящего момента ANP, т. е.

A N  п —  Д Л Д -f- A N  р. О)
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