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КОНТАКТНО-ГИДРОДИНАМ ИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ СМ АЗКИ
ДЛЯ ЖИДКОСТИ, НАХОДЯЩЕЙСЯ
В НЕНЬЮТОНОВСКОМ СОСТОЯНИИ

Как известно, тенденцией современного машиностроения яв л я ­
ется рост скоростей и напряжений в зонах контактов трущихся 
тел.

С ростом скоростей движения резко уменьшается время про­
хождения частицы масла через область трения (для подшипников 
качения это время измеряется 10~6 сек).  При увеличении давления 
экспоненциально растет вязкость и время релаксации (время ре­
лаксации растет с 10-9 до 10-4 сек при высоких давлениях). Таким 
образом, время релаксации становится соизмеримым, а иногда и 
больше времени прохождения смазки через зону контакта, в свя­
зи с чем жидкость приобретает вязко-упругие свойства, наруш ает­
ся линейная зависимость между касательным напряжением и гр а ­
диентом скорости.

При переходе на новые синтетические смазочные материалы 
указанное встречается все чаще.

Поэтому назрела настоятельная потребность в разработке кон­
тактно-гидродинамической теории смазки для неньютоновских в яз ­
ко-упругих жидкостей. Однако до сих пор еще не опубликовано ни 
одной теоретически рассчитанной эпюры давления совместно с со­
ответствующей формой зазора для контактно-гидродинамической 
задачи при смазке вязко-упругими жидкостями.

Имеющиеся в настоящее время работы показывают, что наибо­
лее вероятной моделью для неньютоновской жидкости является мо­
дель Ри-Эйринга, которая дает выражение для сил трения, хорошо 
подтверждаемое экспериментально.

В работе [1]для этой модели уж е сделана попытка решения 
контактно-гидродинамической задачи, однако ее автор И. Белл 
после вывода уравнения Рейнольдса вернулся фактически к извест­
ному решению Эртеля-Грубина, введя туда некоторые поправки.

Считаем, что в этом возвращении нет нужды и можно легко по­
лучить решение плоской изотермической, стационарной прибли­
женной контактно-гидродинамической задачи для вязко-упругой 
Ри-Эйринговской жидкости.

И зобразим на рис. 1 связь между касательным напряжением и 
градиентом скорости для Ри-Эйринговской жидкости.

T =  * .A r s h [ ) g - ] ,  (1)

где X  =  X 0 ey' k°; p =  p0eY’\
Ti и Тг — пьезокоэффициенты вязкости; Х 0 и Р0 — параметры вяз­

кости, соответствующие атмосферному давлению; k0 и т — местное
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Рис. 1- Связь между касательным напряжением и гра­
диентом скорости для Ри-Эйринговской жидкости

дагидродинамическое давление и касательное напряжение; ^ градиент
скорости поперек смазочного слоя.

Легко показать, как это сделано в работе [1], что уравнение 
Рейнольдса для Ри-Эйринговской жидкости имеет вид

d k о _  2А'ое <1 
dx  h M U a  +  U b) e 2k,>-̂  . (2)

При этом Ф  определяется из уравнения
n / п  , — h Ф ch Ф sh Ф ^
Ро { U a + U b ) e  - £ -  = --------^ --------  (3)

Здесь х  — координата в направлении, обратном движению; h и h0— 
толщина смазочного слоя в данной точке и толщина слоя в точке 
экстремума давления; U a + U b ~  сумма скоростей движения трущихся 
поверхностей.

Вторым уравнением контактно-гидродинамической теории см аз­
ки будет [2]

А - Д . . - А  + **<1» ± > » ) +  (4)
2 Е

Здесь hm\ — наименьшая толщина смазочного слоя до деформации;
±  — приведенная кривизна трущихся поверхностей до деформа­

ции; Е  — приведенный модуль упругости трущихся поверхностей; 
А  — коэффициент пропорциональности между деформациями поверх­
ностей и давлением, действующим на них; Д — величина сближения 
поверхностей при мысленном переходе от жестких к упругим поверх­
ностям.



Переходя к безразмерным параметрам с помощью размерных 
величин В, Bi и h0,
x  = B 1-z\ h = h0-H\ k0 =  B k  — получим

dk
d z

2B\ A'q 
Bha

„Y,

H
Ф H

H 2

H  = \ — a- -r z 2 -г Ck
(5)

П араметр В выбираем таким образом, чтобы упростить урав­
нения и получить удобный переход от приближенного решения кон­
тактно-гидродинамической задачи для ньютоновской жидкости к 
соответствующей задаче для неньютоновской жидкости.

Обратим внимание на то, что при малых значениях аргумента
Ро (Ва '' В/Л(Ьг) — h) у ь—— -------------   е 2 ° — функция Ф  равна утроенному значению
аргумента, и уравнение (2) превращается в обычное уравнение Рей­
нольдса (б)

d k () ПО V" i Т Т I Т Т \  ^ /,(Yi +  Y2)^ i—— — Ьр0Л 0 {U а +  U ь) ——— в 
dx Л3

В этом случае находим связь между параметрами ньютоновской 
ЖИДКОСТИ — Ро и п И НЬЮТОНОВСКИМИ [30, Xq,  T l И 72-

Ро =  IV ^ o  И п =  Y, +  Т2-

Примем
„ _  бРойГ0(£/0 + Ub)B i  ^  а ' в

_  ’
Ро (Ва 4- Uь)

(7)

h о

Используя эти параметры, получим

dk
dF

1
3 C i/ /

exp

H  =  1 -  a 2

Ф  | C j  -— —  e x p  
I Я 2

г 2 +  C k .

Bn —  k
71

1 + 71

(8)

( 9)

Таким образом, приближенная стационарная изотермическая 
контактно-гидродинамическая задача в общем случае при ж идко­
сти, находящейся в ньютоновском или неньютоновском Ри-Эйрин- 
говском состоянии, сводится к совместному решению системы (8) — 
(9), при функции Ф, определяемому из уравнения

^  1 — Н C j  exp
н 2

В п —  k 7i

1 +

Ф ch Ф — sh Ф
ф  2



Здесь имеется один аргумент г, две неизвестные функции k( z)  
и Н  (г), четыре безразмерных параметра С, Bn,  С,, —  и один пара­
метр а,  определяемый из условия получения k(b) — 0.

Решение системы (8) — (9) при условии (10) производится с 
помощью ЭВМ методом Рунге-Кутта.

Несущая способность определяется в виде

К а=  X М* -  где К  -  S k d z .
* я ° (  а  — ь )  а

Н а рис. 2 —3 изображены примеры эпюр давления и форм зазо ­
ров для Ри-Эйринговской жидкости, а на рис. 4 — несущая спо­
собность и отношение минимальной толщины смазочного слоя к
толщине слоя в месте экстремума давления — Н т= ^ ~ .  В табли­
це 1 приведены результаты расчетов. Н есущая способность при 
возникновении неныотоновских свойств жидкости снижается иног­
да в несколько раз. Эпюра давления имеет необычный вид и напо­
минает как бы «полуэллипс со стесанным боком» на выходной ча­
сти контакта. Причем этот срез может доходить почти до вершины 
полуэллипса. Подобную «стесанную» эпюру давления получили эк ­
спериментально Белл и Кеннел для полифенилэфира, причем в 
конце 1971 г. они опубликовали [3], что время релаксации этой 
жидкости при атмосферном давлении и температуре 82° на два и 
три порядка (в сто и тысячу раз) превышает время релаксации 
других масел. Таким образом, имеется качественное эксперимен­
тальное подтверждение разработанной теории.

Отношение же Н т =  —г —  для неньютоновских жидкостейПо
обычно значительно меньше, чем для ньютоновских.

Ри-Эйринговская зависимость между касательным напряжени­
ем и градиентом скорости является частным видом нелинейной з а ­
висимости между этими параметрами.

П окажем и другой нелинейный вид зависимости касательного 
напряжения и градиента скорости. Д л я  иллюстрации этого поло­
жения разложим Ри-Эйринговское соотношение (1) в степенной 
ряд. Как известно, гиперболический синус раскладывается в ряд 
при любом значении аргумента .(радиус сходимости равен беско­
нечности). При этом получим

ди
ду X, ,Y i т Ш 120 Х\ >Yi&o (П)

Откуда
да
dv

+  120

_ Ро 2f0 e<v,+Y2) К

•(SV Y2*°)

(Ро*

3g2f0 e(v‘+Y2)*”





Рис. 3. Эпюры давления и формы зазора

да  _  х , 1  т3 [  1 "\2

^7 ~  p0Xoe(Tl+Y2) Т  Ро^о е(^+^)*о U 0e^*» ) +

J ___________ т 3 /  1 \ 4

120 Ро Л о e (Yl+Y2) ( л „  eY> *» )

, (Y l+Y a)ft„ „  „  _  „  ЛЛЙ.

+  ...

Переходя от р0^ о е Yz к у =  а0 е" 0, можно написать два ря-
дида, связывающие т с

w = T  + A' ^  +  +■•• (12>
& - Т  +  ^ Т  +  ^ Т + ~  (13)

Принятые здесь параметры Л ь Л 2 и т. д. могут быть определе­
ны при физико-механических испытаниях смазочных материалов 
путем определения ньютоновской вязкости и времени релаксации.
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Рис. 4а. Относительная несущая способность при 
смазке Ри-Эйринговской жидкостью

№ кривой 1 2 2 2 3 4 5 5 5 6 7 8 9 10 11

С 1 0,5 1 0,5 1 1 0,5 0,5 3 3 1 1 0 ,5 0 ,5 0,2

В п 12 12 12 12 9 9 9 9 9 6 6 6 6 6 6

Ч« 
Ч1

10 10 50 50 10 50 10 50 10 10 10 50 10 50 10

При определении реологических характеристик смазочных 
масел с использованием крутильно-колеблющегося цилиндра все 
пересчеты производятся в предположении, что жидкость максвел­
ловская. К ак известно при этом

Рэф — о / д и  \ 2

Здесь t p — время релаксации и рЭф =  gg-

W
Подставляя изф в (14), получим 
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№
кривой

1 2 3 4 5 6 6 7 8

С 0 ,2 0,5 1 3 1 1 0 ,5 0,5 0 ,2

В п 6 6 6 6 9 12 9 12 12

1l
Yi

10 10 10 10 10 10 10 10 10

ди Г , , ,2 [ да  \ 2]
:л а7 = Ч 1 + ^ W .

(15)

д иРешая это уравнение относительно -щ-, получим

д и

ду 2-Л рел

' / 4х2 ti „
I 1 -  1

/ Y рел
(J.2

Раскладывая выражение под квадратным корнем в степенной ряд 
получим

ди т , х3 ,2 , х5 Cj4и и  х х -  Q л
-5—  7   т ------- 4рел  Л Т Т - ^ р е л . . .JJL [X3 r  [X

(16)

о 2 4Сопоставляя это выражение с (12), найдем А г — р̂ел; А 2 — t ven и т. д



Некоторые авторы уж е пытаются решать гидродинамические зада­
чи при частных значениях зависимостей по типу (13). Например, Хсу
г л ] &U т I л т3[4] принимал 5 7  =  —  +  ^ 1 —  -

Рассмотрим вывод основных уравнений контактно-гидродина­
мической теории смазки для неньютоновских нелинейных жидкос­
тей типа (12) и (13). Д л я  этого произведем двойное интегрирова­
ние уравнений (12) и (13) по у, причем первый раз проинтегриру­
ем от 0 до у, второй — от 0 до h.

В результате получим

-  £  н. л ; ( £ ”)“ + л ; (£•)’ + .... (и ,
где при использовании уравнения (12)

л '  Л ЗЛ2 л '  Л ЗА4 •А = А 77— » А = А '
20[х2 112Д

В случае использования уравнения (13)
.- . зЛ2 . т

А  =  А ~ ;  А 2 =  А 2— ; ...

Переходя, как и ранее, к безразмерным параметрам, получим в 
качестве первого уравнения контактно-гидродинамической задачи для 
нелинейной жидкости

=  ^ _  +  Л 4 - +  л 24  + ...ду (д. 1 [д3 (д5

"  +  С , №  ( £ ) *  +  С.. W  « - “ ■* g - f  +  ... - * " ■ *  , (18)

„  5 , ц и а + и „ у  „  3M ( U a + U„Y л _
где Ci   -о А> С2 = ----------4 А> •••

ло "о

Для нелинейной жидкости
()и т 1гЗ г-5
Р -  =  —  +  А —  +  л 2—  +  . . .

[д 1 [д и

d k  , r , r , / d k \ з , ^  T r i / d k \ 5 , 1 — Н  „впк
d z

где

^ , Я ’ ( £ ) Ч с 2* 4 ( £ ) Ч . . . - ! ^ “ \  (19)

, , ,  5 ,1 7 ,7 /,, +  ,
C i — ----------“j  А ,  С 2 — Л  2*

п о “ о

В обоих вариантах вторым уравнением контактно-гидродинами­
ческой задачи является выражение (9).

Значительно упрощается решение, если ограничиться лишь пер­
выми двумя членами в уравнениях (12) и (13) (Л2= 0  и т. д.).
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Тогда, реш ая уравнения (18) и (19) относительно , полу­
чим

dk з /
7 — Я +  VЯ2 +  Р3 +  V — я — VЯ2 +  Р3 - (20)

3 С ,№ ’ 4  2CiH*

e2Bnk . _  (1 —Я) eZBnhg 2Bnk

для 2 варианта (21)

3 C itf2’ q

Уравнения (20) и (9) при условии (21) решаем методом Рун- 
ге-Кутта на ЭВМ.

В 1971 г. опубликовано [3] сравнение теоретических и экспери­
ментальных результатов по измерению толщины смазочного слоя 
рентгеновским методом. При этом получено плохое соответствие с 
теоретическими результатами не только для ньютоновской ж и д ­
кости, но и для Ри-Эйринговской. В связи с этим авторы работы 
[3] выдвинули гипотезу о необходимости рассматривать модель з а ­
паздывающей жидкости (при быстром росте давления вязкость 
возрастает, но со значительным отставанием по сравнению со ста­
тическими характеристиками). При бесконечном запаздывании они 
получили хорошее соответствие. В связи с этим заметим, что, как 
показано в работе [5], если течение произвольной жидкости мо­
ж ет быть представлено одной какой-либо моделью, то это означа­
ет, что оно может быть представлено такж е любой другой мо­
делью при соответствующем изменении численных параметров мо­
дели.

Действительно, в теории запаздывания Белл и Кеннел исходили 
из уравнения

=  р . — вязкость при атмосферном давлении; — ньютоновская

вязкость при термодинамически равновесном состоянии и данном дав­
лении; ta — время запаздывания — ретардации; t  — время.

Подставляя в (22) соответствующие выражения для ?, ;лэф и,
пренебрегая -^- по сравнению с (что представляет собой ус­
реднение неньютоновских эффектов поперек сечения), получим

(22)

[Х„ 1 [Д

где <оа =  — и ср =  — . Здесь рэф —- эффективная вязкость рэф =

ду
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К ак  известно, для максвелловской жидкости
, , дх ди  ,0 . ч

x +  =  у  W

Если принять численно совпадающие значения id и tp, то полу­
чим аналогичные выражения и возможность формального перехода 
от максвелловской модели к запаздывающей.

Как мы указывали в [6], неньютоновское поведение жидкости, 
определяемое временем релаксации, включает в себя как собст­
венно релаксационные явления для касательных напряжений, так 
и запаздывание вязкости при быстром росте давления. Поэтому нет 
особой нужды в разработке новой запаздывающей модели для 
жидкости. Анализируя работу [3], заметим, что несоответствие 
между экспериментальными результатами и их теоретическим рас ­
четом при Ри-Зйринговском поведении жидкости можно объяснить 
двумя причинами.

П режде всего очевидна весьма ориентировочная оценка вели­
чин времени релаксации, произведенная Беллом и Кеннелом, и 
значительное занижение возможного неньютоновского эффекта, 
особенно при больших нагрузках. Фактически они приняли, что 
время релаксации у них не зависит от давления. Таким образом, 
при более корректном учете неньютоновских свойств толщина слоя 
сильно снизится при больших давлениях и мало изменится при 
малых. Отсюда и получится более резкая теоретическая зависи­
мость между толщиной слоя и нагрузкой.

Вторым, более важным фактором, является то, что Белл и Кен- 
нел, по-видимому, не строили эпюры давления и формы зазоров 
д ля  Ри-Эйринговской жидкости и поэтому по аналогии с ньюто­
новской жидкостью предположим, что и для Ри-Эйринговской жид-

flm
кости H m =  -jt— близко к 0,8 (или 0,7).

Д л я  ньютоновских жидкостей это справедливо с точностью 
± 1 0 — 15%. Однако, как  мы показали (см. таблицу и рис. 2-3), 
д л я  Ри-Эйринговской жидкости это отношение часто снижается до 
0,1 и д аж е  0,07. Таким образом, оно может быть на порядок мень­
ше. Следовательно, при сравнении экспериментальных результатов, 
полученных для неньютоновских жидкостей рентгеновским мето­
дом, с теоретическими (полученными для ньютоновских жидкостей 
или для неньютоновских, но без учета указанного явления), даж е  
если толщина слоя смазки в точках экстремума давления /г0 сов­
ладает , то наименьш ая толщина слоя йпъ экспериментально зам е­
ренная, может быть даж е  в 7— 10 раз меньше теоретически рас ­
считанной. С ростом давления резко растет время релаксации и 
эффект запаздывания вязкости, поэтому происходит относитель­
ное уменьшение /гт .

В работе [7] такж е экспериментально найдено, что для ненью­
тоновских жидкостей Я т  — -тг~ может снизиться до 0,12.



Таким образом, имеется качественное и количественное экспе­
риментальное подтверждение приведенных в данном докладе тео­
ретических расчетов. Д ля  получения количественного сравнения 
необходимо знать действительное время релаксации американских 
масел.

В данной работе предложена приближенная контактно-гидроди­
намическая теория смазки для жидкостей, находящихся в ненью­
тоновском состоянии, предложены алгоритмы решения, приведены 
результаты численных расчетов и показано качественное соответ­
ствие экспериментальных и теоретических результатов. /

Л И Т Е Р А Т У Р А

1. B e l l  I. С. Lubrication of Rolling Surfaces by a Ree-Eyring F luid. ASLE  
Transactions, v. 5, 1962.

2. К о д н и р  Д. С. Контактная гидродинамика деталей машин. Куйбышев­
ский авиационный институт, 1970.

3. Б е л л  И. Ц.  К е н е л л  И. В. Интерпретация данных о толщине мас­
ляной пленки при качении. Ч. II. Влияние реологических факторов. Проблемы 
трения и смазки, № 4, 1971.

4. H s u  I. С. Non-Newtonian Flow in Infinite-Length Full journal Bearing. 
Journal of Lubrication Technology, N 3, 1967.

5. K u h n  W. Relaxationszeitspektrum bei systemen, mit belieb ig Vielen, teils 
in Serle, teils parallel wirkenden, mit Reibung belasteten elastischen zusammen- 
haltsmechanlsmen. Helvetica Chimia Acta, 1947, v. 30, N 2.

6. К о д н и р  Д. С. Современное состояние контактно-гидродинамической те­
ории смазки и краткий обзор работ Куйбышевского авиационного института 
им. С. П. Королева по этой проблеме. Настоящий сборник докладов.

7. С э н б о р н  Д.  М., В и н е р  В. О. Влияние реологических свойств жид­
кости на упругогидродинамический точечный контакт при скольжении в условиях 
переменной нагрузки. Проблемы трения и смазки, № 2, 1971.

Д. С. КОДНИР

НЕИЗОТЕРМИЧЕСКАЯ СТАЦИОНАРНАЯ ЗАДАЧА  
ДЛЯ НЕНЬЮТОНОВСКОЙ ЖИДКОСТИ

Выполненные расчеты показывают, что для определения коэф­
фициента трения необходимо учитывать неньютоновское поведение 
смазки, возникающее на всей или на части зоны контакта.

В настоящем докладе приведено решение приближенной не­
изотермической стационарной контактно-гидродинамической задачи 
для  вязко-упругой неньютоновской смазки, когда градиент скоро­
сти является произвольной нелинейной функцией касательного на­
пряжения. Одним из частных случаев полученного общего решения 
является максвелловское поведение жидкости, другим — ньютонов­
ское поведение.

При решении неизотермической задачи следует учесть наличие 
двух тепловых потоков — конвективного в направлении движения 
и теплопроводности поперек смазочного слоя (в направлении, пер-
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