
Обозначив параметры подшипника В32109Б индексом «м», 
(модельный), а интересующего нас — индексом «и» (натур­

ный), можно записать, что если

8,м
(9)

ч  н  ч,м  . (Ю)

(11)

то справедливо равенство

(12)
Для обеспечения равенств (9), (10) и (11) необходимо, что­

бы бм =  0,429бн и цм=2,329 рп. Подставив значения параметров 
с индексом «м» в уравнение регрессии (1), можно рассчитать
Р° gм эквивалентного режима, для которого справедливо равен­
ство (12), отсюда можно найти Р° gH.

Применение теории подобия в данном случае позволяет зна­
чительно упростить экспериментальные исследования и приме­
нять формулу (1) для подобных подшипниковых узлов.
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Н. В. ФРОЛОВ, Б. С. ЦФАС

ДАВЛЕНИЯ И ТРЕНИЕ
В ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ВРАЩАТЕЛЬНОЙ ПАРЕ,
РАВНОМЕРНО НАГРУЖЕННОЙ ПО ДЛИНЕ

Строгие решения задачи о давлениях и трении во вращатель­
ной цилиндрической паре с малым зазором, нагруженной рав­
номерно по всей длине, осуществляются с помощью теории, раз­
работанной И. Я- Штаерманом [1, 2] . Характеризуются они зна­
чительной сложностью и трудоемкостью. В работах [3, 4, 5]
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приводятся приближенные, 
менее точные, но более про­
стые решения.

Однако все такие реше­
ния, строгие и приближен­
ные, исходят из неправиль­
ной предпосылки, заключа­
ющейся в принятии симмет­
ричной эпюры нормальных 
давлений в поперечном се­
чении работающей пары, 
одинаковой для неподвиж­
ного и вращающегося шипа 
(рис. 1 ),

В действительности во 
время работы вращатель­
ной пары эпюра нормаль­
ных давлений в ее поперечном сечении несимметрична. Учитывая 
столь существенное обстоятельство и исходя из простейших 
допущений, найдем приближенное, несложное, но достаточное 
по точности для многих практических расчетов, решение задачи 
о нормальных давлениях и трении в работающей вращательной 
цилиндрической паре, несущей поперечную нагрузку, равно­
мерно распределенную по длине пары. За исходное для такой 
неподвижной пары примем простейшее решение [4, 5 ] ) ,  соглас­
но которому радиальная нагрузка вызывает в поперечном сече­
нии пары симметрично распределенные нормальные давления 
зф и нормальные контактные деформации ЯФ, распределенные 
по законам (рис. 1 ) :

зф =  о-cos тсср  

2 ?  о

л , ,=  X .c o s ^

(1)

(2)
причем связь между зф и для точки контакта при текущей ко­
ординате 9  выражается по Винклеру,

Зф :---  К у  , (3)
где 9 о — половина угла контакта пары, шипа и подшипника; 
з и А — максимальные значения зф и АФ при 9  =  0 ;

кх —  коэффициент жесткости контакта пары, шипа и подшип­
ника, в к Г  /мм3.

Кроме того, на рис. 1 обозначены:
R — полная радиальная нагрузка в паре, 

г п и гш — радиусы элементов пары, отверстия подшипника и рабо­
чей поверхности шипа.

Во время вращения шипа в подшипнике, пусть такое вра­
щение направлено в сторону вращения часовой стрелки, кон- 
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такт шипа и подшипника можно разделить на два разных по 
характеру работы участка. На первом из них, входном, контакт­
ные деформации в точках поверхности шипа увеличиваются. На 
втором, выходном, такие деформации убывают. Оба явления 
носят динамический характер.

Динамичность роста деформаций h? на входном участке при* 
водит также к динамическим, увеличенным давлениям а Ф в 
точках этого участка. Напротив, динамическое уменьшение де­
формаций на выходном участке сопровождается запаздыва­
нием восстановления здесь начальной, цилиндрической формы 
шипа и приводит к понижению давлений а Ф, так учитывая в 
общих чертах динамические нагружение и разгрузку материала 
шипа во время его вращения в подшипнике, можно представить 
работу вращательной пары.

Основываясь на этом, базирующемся на реальности, пред­
ставлении, следует для случая вращения шипа признать не­
действительными предыдущие уравнения (1), (2) и (3). Вместо 
них должны быть приняты новые зависимости, соответствующие 
такому представлению, например, следующие:

для входного участка

— скорость изменения контактной деформации (когда такая 
скорость равна нулю, при неподвижном шипе, 4-е и 5-е 
уравнения трансформируются в предыдущее уравнение (3) 
Винклера);

ш — угловая скорость шипа;
к 2 — коэффициент динамического роста давлений (напряжений) 

сц на входном участке контакта, к Г - с е к /мм3;
д3 — коэффициент динамического снижения давлений аф на выход­

ном участке, к  Г  - с е к  / мм3.
Как и в работах [4, 5], в первом приближении можно для обоих 

участков контакта принять за исходное предыдущее выражение (2). 
Тогда, уравнения (4) и (5) перепишутся так:

Оф   л у  Л ф + К 2 —JJ (4)

для выходного —

(5)

где

dt (6)

(4ф

(50
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При u) =  0 уравнения (4') и (5') дают одинаковый результат 
аф =  к у Х -cos~2 ~> соответствующий выражениям (1)-=-(3).

При 9  =  0, то есть на границе входного и выходного участков, 
уравнения (4') и (5') тоже дают одинаковый результат аф = 0 =  а =  
=  /cr A, соответствуют,ий выражениям (1)=(3).

Чтобы воспользоваться уравнениями (4') и (5') для определения 
числовых значений аф> в таких уравнениях должны быть известны 
к ъ  к 2, к 3, % и А. Величины ku k2 и k3 могут быть установлены 
в результате соответствующих экспериментов, поэтому далее бу­
дем считать их известными. Величины 9 0 и А определим по при­
ближенным зависимостям, установленным в работе [5],

V = V • ( ] .2! -  0,26 • У ) ; (7)

К К\ I  - Г ш ‘ К \  4-TC-90-COS ср0

где, кроме вышеназванных, / — длина подшипника,
 ̂  Г*п ш.

(8)

(9)

При использовании таких зависимостей для случая вращающе­
гося шипа следует считаться с величиной трения скольжения в па­
ре. Если оно незначительно, то корректив зависимостей (7) и (8 ) 
не требуется. Если же оно существенно, то в них вместо R  сле­
дует (согласно рис. 2) ввести нормальную реакцию N,  причем 
N  =  R - c o s p ,  р — приведенный угол трения скольжения в паре, 
tg р =  /,,р — приведенный коэффициент трения скольжения в паре. 
Однако и при высоких значениях / пр, например, таких как 0,3, cos р 
мало отличается от 1 , и можно с достаточной для практических 
расчетов точностью принимать N  =  R.

Итак, все величины, входящие в правые части уравнений (4') 
и (5'), теперь можем считать известными, а сами уравнения разре­
шимыми относительно с ., .

Продолжая анализ этих уравнений, 
найдем:

при 9  =  9 о по уравнению (4')

_ У 71(0 ■4=  2̂ * * 2<ро ’ (Ю)

то есть, в начальной точке входного 
участка контакта пары нормальное дав­
ление равно нулю при ш =  0  и оно 
тем выше, чем больше ш;

при 9  =  9 о по уравнению (5') аф =

со

Ош

Х\—-
ш

R U r

//77/77
р Ш Г/

Кз.Х .2 2 _, то есть требуется устано-
2сро’ Рис. 2
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вить границы значений ср, в которых это уравнение дает реальные 
результаты.

Для установления таких границ рассмотрим уравнение (5') при 
ср =  ср2, когда аф обращается в нуль. Получим

, ЛШ 2 2 - Kl -cp o  ^
t£fT- =  -------  * (Р2<?0>& 2<р0 71'К3'Ц> TZ т и (П)

откуда следует, что для уравнения (5') 0 ^ с р ^ с р 2 и что с ростом 
ш ср2 убывает.

Продолжая анализ, выясним, имеется ли максимум <зф на вход­
ном участке контакта. Для этого возьмем производную по ср от 
уравнения (4') и приравняем ее нулю. Получим

tg —  =ё 2?0
тс • Къ  • о)

2-Ki-tfo (12)

где ср1к —  значение ср, при котором на входном участке имеется 
максимум оф, (чем выше ш, тем больше ср1к).

Таким образом, уравнения (4') и (5') отвечают установленному 
в работе [6] сложному характеру относительного движения шипа 
в подшипнике при стационарном режиме их работы, то есть каче­
нию со скольжением.

Имея теперь приближенную теорию, освещающую распреде­
ление нормальных давлений в работающей вращательной цилин­
дрической паре, и будучи стесненными объемом настоящей ста­
тьи, не позволяющим привести в ней подробные численные при­
меры, ограничимся показом характерного вида эпюры таких дав ­
лений (рис. 3), базируясь только на данных одного численного 
примера из работы [5]. Там имелись или были определены: под­
шипник с бронзовым вкладышем 2гш= 6 0  мм, 6 — 0,3 мм, R =

= 3840 кГ,  шип стальной и шли­
фованный, вкладыш шабрен­
ный, Ki =  400 кГ/мм3, ф0 =  32п, 
а = 2 ,4  кГ1мм2: Теперь опреде­
лим по формуле (3) А= 
=  0,006 мм. Для продолжения 
решения необходимо знать
числовые значения к2, к3 и со.
Положим, что со =  62,8 —  , ’ . . ’ с е к

. к Г  ■ с е к  . к  Г  ■ с е к  _
К2=1~ ^ ’ К з= 1 ПсДГ-Тогда
по формуле (11) ф2 =  24°, по 
формуле (10), зФо =  1,1 кГ1мм2, 
по формуле (12) с?]к =8°30', по 
формуле (4'). аср1к = 2 ,6  кПмм2.

По таким оФо, аФ[к а и аф2= 0  
на рис. 3 построена эпюра аф.
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На этом же рисунке пунктирной линией показана эпюра оф для 
неподвижного шипа, построенная по данным вышеуказанного при­
мера из работы [5].

Сопоставляя вышеприведенные теорию ^результаты  еурабо- 
тами [1, 2, 3, 4, 5 ] , можно уверенно заключить, что такие теория 
и результаты гораздо более соответствуют фактической работе 
вращательной пары.

Получив возможность вычислять по уравнениям (4) и (5) 
давления в работающей паре, определим момент сил трения 
скольжения в ней — Л4Т, приведенный угол трения скольжения 
в паре — р.,- приведенный коэффициент трения скольжения па­
ры — /Пр*: радиус круга трения скольжения пары — г, коэффи­
циент трения качения пары-— к, полный приведенный коэффи­
циент трения пары — ср,ф и радиус круга трений скольжения 
н качения,пары — гс_к.

(
То "2
J сц • dz> + J а**-й?ср j  , (13)

где f  — коэффициент трения скольжения в текущей точке 
контакта шйпа и подшипника;

°ф й СТФ — давления оФ соответственно по. уравнениям (4') и (5'); 
г ш, /, 9 0 и у2— названы выше.

Решив уравнение (13), найдем

М т=  f - r l i  ■ l-'f- ■ |-д--л?г®о’ 1̂ +sin ” -2') + (|) к 2 —
(130

Рассмотрим уравнение (130 при ш =  0. В этом случае ©2=  ср0;
/ = / н ,

Мт=  — • /-з- 9 о, (14)

где /н — коэффициент трения скольжения перед началом от- 
: -носительного движения в паре, тогда как  в уравнении

f  — кинематический коэффициент трения скольжения в 
паре при данной скорости скольжения Р=со - гщ. 

Также можем записать
44т =  / пр - R -Гш, (15)

тогда, определив М т из уравнения (130, найдем

(150
ш

а далее, зная, что / np =  tgp, определим р,

р== arctg /„р. (16)
6* 135'



Рис.  4.

и, пользуясь рис. 2, уста­
новим величину г:

г =  Гщ-sin р. (17)
Чтобы определить 

величину коэффициен­
та к, предварительно 
необходимо найти 
центр давления преды­
дущей эпюры , точ­
ку Аь на рис. 4, коор­
дината которой равна 
ф. Для этого следует 
рассмотреть алгебраи­
ческую сумму стати­
ческих моментов всех 
аф относительно точки 
Ль приравняв такую 
сумму нулю. Соот­
ветствующее уравне­
ние принимает вид 
(рис. 4):

f а** • sin 0** • d S  + f аф • sin 0** • d S

J  аф • s in 0 *  • fif0 =  0, (18)

где в 1-м интеграле имеется связь 0** =  9 + ®, во 2-м 0**=ф —о, 
в 3-м 0* =  ср — ф.

Учитывая последнее и заменяя а** его выражением (5'), а с! — 
выражением (4'), перепишем уравнение (18):

Ф+Ч>2

5 Кф
ф

И -

cos ~ (в  — 4)
2сро 

7с(ф — 0)

7СОО . 77 (0 --  9)к о-s— • sin -Цг— —6 2а0 2а0 • sin 0 • d S  +

я (ф — 0)
+ М * 1  • cos 9," + К3 • 2^  • sm 2(f

Фо—Ф

- И 'n L
к х • cos

2т о

7 1 ( 0 + 9 )

2'f о

]■ sin0-rf0 —

тго) . т:(0 + ̂ )+ л*2 • Т)—■ * sin ~ —2ср0 2ср о sin 0  • d S  = 0 (18')

или, после приведения каждого из интегралов к стандартной форме, 
взятия интегралов, разложения sin ф, s in ^ - ,  соэф в ряды Мак-
лорена, сохранения первых двух членов таких рядов и простейших 
преобразований,
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где

W - ( b + г—з*с) + f ~ - 3 - D - ' b . 6 - ( B  + — . c ) - 6 - D = 0 ,  (18")
V. 8-tp0 / V 2cp0 /

_ им / 1 — cos ao  2 1 — cos 6tp2 \ им / 1  1 \
5  =  2f 0' M  a----------------------- b--------- ) + W a' K r ^  +  T r S m '?°~

"  / s i n a ?2 +  co s9 o , sin  Acp2 +  cos tfo \ /1fl4
а  +  b---------11У)

C =  ~  W ' ^ 2 ' ( з Г  + “S’ ) ’ (20)

°= -  «•*. ■ p p  -  *¥*) (4- +4 -H  * -
/cos a(p2'— sin 90 , ;,cos 692 — sin  90 \ . , 014

— ^ 4 -----------5------------+ ------------b-----------) '  (2 1 )

a = 1 + W0 (22)’ (23)
Определив из уравнения (18") величину <Ь, а из уравнения (16) 

величину р, можно найти величину к:
к •(<!> — р), (24)

а затем, согласно работе [6], вычислить <рпр:

?пр =  /пр  +  f -  ( 2 5 )
и определить радиус круга трения скольжения и качения г с_к:

г  =  / Пр ' Г щ  +  к (26)
+  / п р

или при / п р ^ 0 ,3  Г с—к —  f n p - Гш + К .  (26')
Продолжив рассмотренный численный пример, получим: по 

формуле (13') при /=0,2, /=80 мм, /Иг=25850 кГ/мм, по фор­
муле (15') /Пр=0,224, по формуле (16) р=12°30, по формуле 
(18"), применив формулу Кардано, ф=14°, по формуле (24) 
к —0,8 мм, по формуле (25) фпр=0,251.

В заключение следует еще раз подчеркнуть, что рассмотрен­
ная теория, являясь приближенной, тем не менее гораздо точ­
нее и полнее отражает работу шипа в подшипнике, чем назван­
ные выше работы, посвященные этому вопросу. Будучи приме­
нимой для подшипников сухого и полусухого трения, она 
может оказаться полезной и при решении контактно-гидродина­
мических задач для подшипников полужидкого трения и с гид­
родинамическим трением
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Д. С. КОДНИР

НЕКОТОРЫЕ НОВЫЕ РЕШЕНИЯ СТАЦИОНАРНЫХ
КОНТАКТНО-ГИДРОДИНАМИЧЕСКИХ ЗАДАЧ
1. Соображения о контактной гидродинамике
шероховатых поверхностей

До настоящего времени еще не опубликовано ни одного 
решения контактно-гидродинамической задачи для шерохова­
тых поверхностей. Имеются лишь замечания о важности этого 
вопроса п решения гидродинамических задач для педеформи- 
руемых поверхностей [1, 2]. Приведем статистически-стохасти- 
ческос рассмотрение влияния шероховатости на контактную 
гидродинамику по аналогии с работой Кристенсена [1 ] , выпол­
ненной ранее для жестких поверхностей.

Будем определять толщину смазочного слоя, как сумму но­
минальной толщины (соответствующей средней гладкой поверх­
ности) и случайной переменной величины (рис. 1) h (x )  =  h ( x ) Jr  
+ (е) Здесь h (х )—суммарная толщина пленки — случайная ве­
личина; h (х)  — детерминированная составляющая толщины 
пленки, ее номинальная величина; е — случайная переменная 
величина — приведенная величина выступа неровностей обеих 
поверхностей от средней линии.

Предполагается, что 1г(х) имеет такой вид, при котором 
допустимо использование уравнения Рейнольдса.

Функцию плотности вероятности высоты шероховатости оп­
ределим, как Кристенсен и Тондер, с помощью полиноминаль- 
ной аппроксимации закона Гаусса (рис. 2);

35 Г1 -  при К К щ .32ci L \ ci

Если же | е |>ц, то / 1 е |= 0. Здесь с х — 
половина интервала значения случайной пе-

, „ ременной толщины слоя.Рис.  1. Определение ста- г  л
тистической толщины Д ля плоской гидродинамической з а ­
слон смазки дачи при однородной изотропной шерохо-
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