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А. В. КАМСКИЙ, М. Е. ПОДОЛЬСКИЙ

ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ РЕЙНОЛЬДСА 
ПРИ НАЛИЧИИ КАВИТАЦИИ В МАСЛЯНОЙ ПЛЕНКЕ

Рассматривается задача о расчете смазочной пленки с учетом 
ее возможного обрыва в диффузорной части зазора. Определение 
границы обрыва слоя обычно проводится по методу последователь
ных приближений (см., например, [1 ]) ,  что связано с большими 
затратами машинного времени. Ниже предлагается безытеративный 
способ решения задачи, относительно просто реализуемый на ЭВМ.

Вводя безразмерные переменные (ро — характерная вязкость, 
h0 — характерная толщина пленки; остальные обозначения см. на 
рис. 1 и 2)

х* г* , h* [х* Р* hо , , ,
х  =  —  , г  =  — , Л =  —  , ( * = — , р =  —— . (1)

L В п о Но [хооь
и предполагая, что движение подвижной поверхности происходит в 
направлении положительных значений х, уравнение для определе
ния безразмерного давления можно записать в виде [2]

й - ( + £ )  + 1’ и - ( ♦ £ ) - / •  <*>
Здесь

х = ± ,  / - ± № .  s . - i - a p S L . (3)
В  \  S o  /  дх \  S o  ' J  и  С * ,  У)



В частности, при постоянной вязкости (а =  1)
, h3 1 д/г .Ф =  — , /  =  —-  —  . (За)

12 2 дх  v ’

Решение уравнения (2) будем искать в области Q, ограниченной
прямыми х — 0, z = 0 ,  2 = 1  и кривой Г, которая представляет собой
границу несущей части слоя. Г, очевидно, лежит в прямоугольнике 
0 ^ д : < 1 ,  0 ^ 2 ^ 1  и, в частности, может совпадать с его границей 
х  ='1.  Граничные условия примем в виде

р  U=o =  р  |z=o =  р  U=i =  Р  |г =  0 . (4 )

Для определения Г служат условия [4]
др_ 
дГ

=  0 , др =  0 . (о)
г д г

Заметим, что при р\т =  const достаточно потребовать выполнения 
лишь первого из условий (5). Действительно, вычисляя производную

д'р д р  , др= г  =  cos i y -  +  s 1,ч я -5— ,01 дх дг

получаем, что условие f j - |г =  0 есть следствие условии p\v  =  const

и ^ - 1 = 0  (если только я Ф  0).
Рассмотрим сначала плоскую задачу. В этом случае X =  0, и урав

нение (2) принимает вид

« = - ( ♦ & ) - / -  *6> 

Введем сетку x t = i \ x  (i =  0, 1, 2 , . . . ,  m; \ х  = и пост
роим разностную аппроксимацию уравнения (6):

Ф/+-Л ( P i + 1 —  Р д  — Фi - ' i A P i  — P i - 1) =  f  t -X*2> 
что можно еще записать так

Ас Pi+i —  Bi рь + С i p i - i  =  —  F  i, ( 1 < / < и  -  1 ) ,  (7)
где

A i  — фг+'/2, C l  =  ф/ — , Bi  =  Л ; +  C j , Z7(• =  ■ -  f  i A.v-. (8 )

Граничные условия (4) применительно к рассматриваемой задаче будут
р 0 = р (0) =  0, pi  =  р ( 1 \ х )  =  0, (9)

а условие для определения точки обрыва слоя запишется прибли
женно в виде

P i - Р1-Х „-------------   =  0, или pi-x  = p,.
\ х

Д ля решения системы уравнений (7) воспользуемся методом про
гонки [3]. Отыскивая р{  в виде

Pi —  X  l + x Р,'+х  +  Y  1+\ ( 1 1 )



из (7) получим рекуррентные соотношения для определения X t и Y

, у г+1 =  d i  , Y i+l ----- . (12)
B i — C i X t  ( В i — Ci  X i )  v ’

Пользуясь первым из условий (9) и формулой (11), находим
Х х =  О, Y x =  0, (13)

после чего, с помощью (10), определяем последовательно все коэф
фициенты X i, Y [ ( i >  1) Из (10) и (11) получаем, что если узел 
i = I — 1 соответствует точке обрыва слоя, то

Уi
Р' Р ‘-  1 ( 1 _ л г г > -

Второе из условий (9) показывает, что в этом случае должно 
быть y i= 0 .

Заметим, что величина л< может обратиться в нуль или стать от
рицательной только в диффузорной части слоя. Это следует из таких 
соображений. Коэффициенты Л,-, Bi  и С,- положительны. Кроме того, 
В i — С i X i > 0  [3]. Поэтому, как ясно из (13) и (12), все К /+1 >  0, 
если Fi  >  0. Предполагая вязкость постоянной и принимая во внима
ние (За) и формулу из (8) для F  -п убеждаемся, что F i  >  0, если
'<7Г <  0 (конфузор) и Fi  <  0 при ^ ~ > 0  (диффузор), т. е. неравен

ство С i Y j  -г F i ^ O ,  действительно возможно, лишь если ^  >  0.
В дальнейшем будем предполагать, что зазор имеет не более од

ной конфузорной области. В этом случае, обозначив через 1* то 
значение г, при котором функция Ft  =  Fi* <  0, получаем, что при 
всех i > i *  будет Fi  <  0. Поэтому, в частности, если К ; ^ 0 ,  то, 
как ясно из формулы (12) для Г,-+1, при г >  I Есе К,- <  0.

Теперь алгоритм расчета давлений в слое можно представить 
в следующем виде. Сначала, по формулам (10) с учетом (13) вычис
ляются коэффициенты X i  и с одновременным контролем знака К,-. 
Вычисления продолжаются вплоть до узла i = l ,  где величина У г 
первый раз становится отрицательной (или равной нулю). Если ока
жется, что при всех i <  т коэффициенты Y  ,■ >  0, то вычисления 
заканчиваются в точке i = I = т. Затем, полагая, в соответствии 
с условием (9), во всех случаях pi = р т =  0, по формулам (11) ведем 
счет в обратном направлении, определяя последовательно p i - v pi~i---

Помимо рассмотренного сейчас способа, можно также, вне зави
симости от существования кавитационной зоны, находить прогоночные 
коэффициенты X / и К/ для всего промежутка значений l ^ K m .  
В этом случае для определения точки обрыва слоя нужно осущест
вить последовательный перебор значений Y  t (начиная с Y m) до тех 
пор, пока не будет Y t =  Y 1 - 2  >  0. Практически это удобнее сделать, 
вычисляя давление p t по формуле (11) (первым подсчитывается р т- \  =  
— Хт Рт  +  Y т — Ут) и полагая pi  =  0, если по результатам расче
тов окажется p i <  0. Узел 1 =  1 — 1, в котором в последний раз



величина рг — 0, принимается приближенно за точку обрыва слоя. Оче
видно, что расчеты, выполняемые по указанной сейчас схеме, вполне 
аналогичны описанным выше.

Заметим, что предлагаемый алгоритм позволяет выполнить 
весь расчет слоя, включая определение точки обрыва, за одно 
приближение и не приводит к ощутимому увеличению объема вы
числительной работы по сравнению с «безотрывным» случаем фик
сированной границы.

Перейдем теперь к слою конечных размеров. Образуя сетку x L =
=  i - \ x [ i  =  0, 1, 2 , . . . ,  гаг; tbx =  z K = k - \ z  (k  =  0, 1, 2, . . . ,  га;

Дг =  - i - j  и аппроксимируя дифференциальное уравнение (2) системой 
разностных уравнений, подобно системе (7) получим

О г+м  Pi+1.» — {— bi,k Pi ,к- 1 +  d i , k Pi ,к — bitk+1 Pi,k+1 ) +
+  a i , k Pi-\ ,k  =  — F i ,k .  (14)

Здесь
\2. Дд-2

a i,4 — ^ i > bi ,k-42 — ■■ Фг,*-</г ,Дг2
d i , к = 0-i+\,k +  #i +  bi,k+1 +  bi,k , Я  / =  — f  i,k' &X2. 

Систему [14] с учетом условий (см. (4)) Я | г=о =  Яг,о =  0 и P | z=i =  
=  Pi.n =  0 запишем в матричной форме в следующем виде

Лг/Гг-н — Bi 'p i  +  Ci~pi-X=  — F t .  (15)

Здесь Ai , Bi ,  С /—квадратные матрицы порядка га— 1; р г, F  i— век
торы (матрицы-столбцы). Они определяются формулами

Яг+ 1,1 о о . 0

Лг =
0 йг+ 1,2 0 . . 0

0 0 0 . . • a i +1, л-1

di ,  i — bi, 2 0 0 Я/ ,i Z7;,!

Bi  =
— bit 2 di ,  2 —#г,з • . . 0

> Pi = Pi, 2 . Л  =
Z^,2

0 0 0 . • d i f л—i Pi. n — 1 F  i,n~\

Систему уравнений (16) будем решать методом матричной про-
—►

гонки [3]. По аналогии с (11) ищем вектор pi в виде

Pi — X i+\ pi+\  +  У i+i (16)

где матрицы и векторы yi находятся по рекуррентным формулам



Начальные данные для расчетов по формулам (17), как и выше, 
находятся с помощью первого из граничных условий (4):

Х х =  О, УГ =  О

Определяя матрицы X i  и векторы К,- для всех 1 < i < m ,  получаем
возможность по формулам (16) найти векторы p L. Порядок расчетов 
аналогичен здесь рассмотренному выше одномерному случаю. Сначала
определяется вектор р т- \ .  Если какой-либо из элементов вектора
р т- \  отрицателен, то соответствующее значение р т- \ ,  к принимается
равным нулю. Найденный таким образом вектор р т~\ используется для
определения вектора р т _ 2 и т. д. Граница несущей части слоя, как 
и выше, определяется теми узлами, в которых значения р ^ к послед
ний раз обращаются в нуль.

После того как поле давлений определено, находятся интеграль
ные характеристики слоя.

Гидродинамическая реакция
h iр  = ы ш в _ ф

Л„,1п
ф р  =

mln J p d x d z .

Координаты центра давления

х с =  x cL, х с =
J х p dx dz  

_п_______
J pdxdz  
а

J zp d x d z
2 С =  ZCB ,  2 С=  -г

j p d x d z  
a

Расход смазки на входе в слой 

С \  — B U h щin g i ,  g i  = - ] (  in «) V
/г3 др  \ 

И  дх ) х-—о

Расход смазки на выходе из слоя

о

G 2 — B U h m m g i ,  £2 =  т г Ч ( Ч г"mlri ,Н  2
Л3 др  

12 дх
d z

х = \

или

g  2 = dz.
Х — Х I

Расход смазки в виде боковых утечек, соответственно на гра
нях 2  =  0 и 2 =  1

G з — B U h m\n g 3, G 4 — B U h m \n  g ^



Рис. 1.

g  з
h3 др 
12 dz z= 0

dx ,  g 4 — с
 ̂in in J

Л3 (5/?
I 2" aT

dx.
z—l

Рассмотренный алгоритм реализован в виде программы на язы 
ке АЛ Г О Л -60 применительно к транслятору ТА-1М для машины 
типа М-20. Обращение матриц осуществлялось при помощи стан
дартной программы по методу Ж ордана с выбором главного эле
мента.



-  Схема рис. 2

Рис. 3.

В качестве примера для случая ц = 1  было рассмотрено движ е
ние смазки в зазоре по схеме на рис. 1 с законом изменения тол
щины слоя

А =  1 +  (/С — 1)(1 — х)  +  - ^ ( 1  - 2  x f  + — z 2
А о Ло

и по схеме на рис. 2 с законом изменения толщины слоя

h =  1 +  (AT — 1)(1 — jc) -Ь —  ( 1 - 2 х ) ' -  + ^ ( 1 - 2 г ) 2.
ha ha

П араметр k  принимался равным 2, параметр Л,= 1. Результаты вы
числений представлены в таблице 1. Границы зоны отрыва пока
заны на рис. 3. Число узлов сетки применительно к задаче по рис. 1 
было т =  40, п = 1 0 ,  для схемы по рис. 2 т — 32, п — 16 (с учетом 
симметрии задачи).

В таблице 1 приведены кроме того данные для хорошо исследо
ванного случая недеформированных поверхностей трения Si =  0, 
62— 0 (т —  40, п = 1 0 ) .  Д ля  сравнения в таблицу 1 помещены 
также данные из работ [5] и [6] (знаменатель).



S,
h.

Ъ.
Ло ф р дгс гс 2g, 2g, 2g3 2g< Примечания

0 0 0,0691 0,582 0,500 1,692 1,182 0,246 0,246 H едеформирован ные 
поверхности трения

0 0 0,0689 0,582 0,500 1,694 — 0,246 0,246 То же по данным [5]

1 0 0,0569 0,377 0,500 1,427 1,079 0,164 0,164 Схема по рис. 2
1 0 0,06 0,4 0 ,5 — — — — То же по данным [6]
1 1 0,0371 0,370 0,444 1,690 1,290 0,148 0,198 Схема по рис. 1
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К. И. ЗАБЛОНСКИЙ, С . И. ФИЛИПОВИЧ, Ю . А. КОТОВ, М. М. МУХА

ИССЛЕДОВАНИЕ НЕСУЩЕЙ СПОСОБНОСТИ  
СМ АЗОЧНОГО СЛОЯ НА УЧАСТКАХ КОНТАКТНЫХ ЛИНИЙ 
В ЗУБЧАТЫХ ПЕРЕДАЧАХ

Работоспособность зубчатых передач существенно зависит от 
состояния смазочного слоя между зубьями, так  как  разрушение 
этого слоя обычно приводит к усиленному износу или заеданию р а 
бочих поверхностей. Ввиду неодинаковых условий для образования 
масляного слоя вдоль контактных линий целесообразно исследо
вать его несущую способность на характерных участках. Вид трения 
на участках зависит от высоты микронеровностей поверхностей, 
толщины масляного слоя и его несущей способности. Можно пола
гать, что жидкостное трение имеет место при толщине слоя h, 
большем средней высоты неровностей сопряженных поверхно
стей [8]
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