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РАСЧЕТ НА ИЗЛОМНУЮ ПРОЧНОСТЬ 
БОЧКООБРАЗНЫХ ЗУБЬЕВ ЗУБЧАТЫХ МУФТ

Существующая практика выбора размеров зубчатых сое­
динений с бочкообразными зубьями, работающих при переко­
шенных осях сопряженных полумуфт, по контактным напря­
жениям не отраж ает физики явлений, так как разрушение 
зубьев вследствие контактной усталости наблюдается сравни­
тельно редко. Основные причины выхода из строя зубчатых 
муфт, как следует из [4; 7], — износы рабочих поверхностей и 
усталостные явления, обусловленные пульсирующим характе­
ром нагружения перекошенных зубьев.

Одна из первых попыток теоретического подхода к оценке 
влияния смазки на износостойкость и работоспособность зуб­
чатых муфт рассмотрена в работе [6], где установлена зави­
симость толщины масляного слоя между зубьями от нагрузки, 
размеров муфт и характеристик масла. Полученные при этом 
зависимости позволяют проектировать муфты, зубья которых 
работают в режимах полу- или жидкостного трения. Данные по 
расчетам на усталость зубьев зубчатых муфт являются при­
ближенными и не учитывают характера нагрузки и ее действи­
тельного распределения между зубьями.

В работе [1] для пластины трапецеидального сечения, кото­
рое условно заменяет сечение зуба, при профильном угле 
а ^ З О 0 для отыскания напряжений в опасной точке использу­
ется выражение изгибающего момента, полученное для прямо­
угольной пластины постоянной толщины под действием сосре­
доточенной нагрузки [10]. Поскольку зависимости для опреде­
ления изгибающих моментов и прогибов получены в форме 
несобственных интегралов [ 10], которые не выражаю тся в 
элементарных функциях, то для их вычисления необходимо 
численное интегрирование, что очень затруднительно. По этой 
причине автор [ 10] вынужден был обратиться к замене несоб­
ственных интегралов криволинейными для получения рядов их 
разложения, рассматриваемых в форме вычетов, как  разности 
соответствующих подинтегральных выражений. Однако и при 
этом использование полученных решений оказалось настолько 
громоздким и сложным, что авторы [ 1] при определении 
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максимальных напряжений в точке галтели зуба, находящейся 
на некотором расстоянии от заделки [2 ], в выражение для мак 
симального изгибающего момента, полученное в [ 10] в числен­
ном виде, вынуждены были вводить некоторую поправку.

Учитывая необходимость в отыскании изгибающих момен­
тов и прогибов в любой точке пластины не только под действи­
ем сосредоточенной, но и распределенной по линии нагрузки, 
рассмотрим решение данной задачи. Как следует из [10] и 
проведенных нами теоретических исследований величина изги­
бающего момента в точке, отстоящей от нагрузки на расстоя­
нии, примерно, трех вылетов пластины, практически, равна ну­
лю. Поэтому данное решение распространяется на пластины, 
у которых расстояние от торца до нагрузки ^  3Ь, где Ь 
вылет пластины. Определение изгибающих моментов и проги­
бов в пластинах длиной / < 3 6  при симметрично действующей 
или смещенной к торцам нагрузке возможно с использованием 
метода отображаемых моментов [9].

Итак, рассмотрим пластину в виде конечной полосы шири­
ной b  и толщиной бъ которая защ емлена вдоль одной из своих 
параллельных сторон (другая сторона является свободной). 
Пластина подвержена воздействию сосредоточенной Р или

Р
распределенной по линии нагрузки qo =  2У  ’ пРиложеннои ПР° '
извольно относительно линии защемления (рис. 1, а). Р а зд е ­
лим пластину на две области плоскостью, параллельной сто­
роне защемления, и проходящей по линии действия нагрузки. 
Значения функций в этих областях обозначим индексами 1 и 2.

Запишем уравнения, выражающ ие граничные условия 
пластины:

у = 0; Г ,  = 0; W i <„>
(Р UT 2 ,

А 1 ,у  =  о  И Л И

_ dW _,

д2 UT 2

0 ;

Q  :y =  о  И Л И

д у 2 

W2
д х

У — с д2 иг 2 
д у 2

д у

=  W 2; 
d W , _  dWj .

д у д у

М 2У =  Miy  и л и

д2 Wz

(2 -  v)  £ * £  =  0 ;
д х 2 д у

д х 2

d 2 W i  д 2 W i  ---------- (- v ------- L
д у 2 д х 2

Q i y  = Q i y  ~  Q И Л И

d 3 W 2 _ р з  w 2 d 3 W  1 а з  и г ,  Q t x )

1 д х 2 д у ду3 д х 2  д у д у 2 D
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где Q ly, Q 2y — перерезывающие силы; W lt W 2 ~  прогибы в первой 
и второй областях пластины; М 1У, М 2У — изгибающие моменты;

Et\
Q (x) -  функция изменения нагрузки по оси ox; D =  12 ц_1У2)~ ци~
линдрическая - жесткость пластины; Е  —- модуль упругости материа­
л а ^  — коэффициент Пуассона.

Выражение для прогибов пластины будем искать в виде 
суммы тригонометрических рядов

' С°
W i ,2 = ' ^ d ym,2 S i n ~  х ,

П—1

где у,(1,2 =  Ля1,2 ch ky  +  Bni ,2 ky  sh ky  +
+  C„i,2 sh ky  +  Dm ,2 kV chky;  (8 )
Ttfl < 1 О
—  =  k; n  =  1 ; 3 ;  o ;  . . . ;  o o ;

Лл1,2 , Bn 1,2 , Cm,2 , A n ,2 — коэффициенты уравнений. После подста­
новки в (8) граничных условий, соответствующих у  =  0 , найдем 
А п 1 =  0, а С п\ =  — D n\- Тогда окончательные выражения для у пх 
И у ко примут вид

Уя1 =  5«1 ky  sh ky  +  Cni (sh ky  — ky  sh ky); (9)
y,(2 =  An2 ch ky + B ,12 ky  sh ky + СП2 sh ky  +  D n2 k y c h k y .  ( 10)

Взяв производные по x  и у  выражений (9) и (10) и подста­
вив их в (2) — , (7), получим зависимости для гранйчных ус­
ловий пластины при у — с и у — Ъ в следующем виде

(1 — ̂ )Д „ 2сЬср +  Вп2 [(1 — v)cpshср +  2 c h ср] +  С„2(1 — v )x
X  s h  tf  D n 2 [ ( 1  —  v )  cp ch cp +  2 sh cp] =  0 . (11)

' А п ф  — l)shcp +  S „2 [(l +  v) sh cp — (1 — v) p ch cp] +
+  Cn2(v -  l ) c h ? +  D„2 [(l +  v) ch cp (1 -  v)cpsh?] =  0 ; ( 12)

(Bn2 -  Вт) P sh p +  (Cn2 -  Cm) sh p +  A n2 ch p +
+  (Dn2 +  Cm) P ch p =  0; (13)

Am  sh P +  (B n , — Вт) (sh P +  P ch p) +  (C„2 — Cm) ch P +
. +  (О д +  C « )(c h p  +  P sh p) =  0 ; (14)

A nl (1 — v) ch p 4- ( B n2 — В т ) [2 ch p + (1 — v)pshp] +
— Сщ)(1 —v) sh Р+(Пя2 +  Сщ) [2 sh p +  (1 v) p ch p] =  0 , (15)

где „ =  p =  kc ; с — расстояние от линии защемления пластины
до нагрузки.
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Характер изменения нагрузки по оси ох запишем в виде
оо

Q(x) =  2 Ь„sin kx,
п=1

где Ьп — некоторая постоянная, зависящая от характера нагрузки 
размеров пластины и определяемая из выражения [8 ]

°,51+Ь. . г.П2 С 1-1
bn =  —  \  qQs ' m k x d x  = -----^ — sin££>0 =  (— 1) 2 s i n kb0 .

о, 5/-f t ,

При 2Ь0-+ 0  получим зависимость для Ьп при действии сосредото­
ченной нагрузки

—  2  Р
Ьп =  ( - I ) 2- .

Обозначим правую часть (7), перенеся из левой к3 в з н а ­
менатель, через

q  _ Q ( x = 0 , 5 I )  _  Ьп
k*D ~  & D '

Тогда в окончательном виде уравнение (7) запишется следую­
щим образом

(Bn*. 5 n])sh ,3 - j-  (D nn +  Сп\) ch р =  0,5Go. (16)

Решив систему шести уравнений (1 1 )— (16) с шестью неиз­
вестными, сведем рассмотрение задачи к выражениям для ко­
эффициентов

А п  = 0; Л„2 =  0,5G0 (sh р -  Р ch р); В п2 - В п  =  -  0 ,5G0 sh р; 
Сщ — Dn\, С  п-2 — С п\ +  0,5G0(P sh р ch Р);

Dn-2 =  — Сщ +  0,5Go sh р Вт — — ; Оп2 — —  >
д А

Д =  (1 +  v)2sh2o — (1 — v)2cp2 — 4 ch2 cp;
Aj =  0,5G0(1 — v)(4psh  p — BC);

A  = (3 +  v)shcpchcp +  (1 — v)cp; В  =  pch p — sh p;

С =  2 ch 2a +  (1 +  v)sh2tp;

Д2 =  0 ,5G0(1 -  v)(AS — Cpshp).

Изгибающие моменты
ОО

M\?y — — D
п=1

132

' d2W1,-’ (А',.V)
д у 2

d2W 1,2 (x, y)
дх2 (17)



п .  X  О «Д 1.0 15 2.0 2.5 3.0 n z f
Я- f  ДО 2,5 2.0 1.5 Ю 0.5 0 * *

Рис. 2. Кривые прогибов

Зависимости для изгибающих моментов в указанных областях  
пластины

оо

М 1У =  ~ k 2D  2  I Вщ [ 2 ch ky +  (1 -  v)*y sh ky]  -
П=1

— 2C m sh£y) s in £ x ;  (18)
oo

M :y =  — k?D У; ((1 — v)(^„2ch£y  +  C„2s h 6y) +  5 „ 2 [2 c h £ y  +
П=1

+  ( 1— v)ky  sh£y] +  Dm [2 sh ky  +  ( 1— v ) £ y  ch&y] j sin&,v. (19)
П одставив в (18) значение y =  0, получим выражение для мо­
мента в заделке пластины

СО

м 1у =  уИтах =  - 2k2D  2  Вт  sin kx .  (20)
п=1

На данную задачу была составлена программа решения на 
ЭЦВМ . При значениях п —  1; 3; 5;...; 13 сходимость рядов о ка­
залась  достаточной при определении прогибов и изгибающих 
моментов. На рис. 1 — 2 показаны кривые прогибов в разных
точках пластины при различном положении сосредоточенной 
нагрузки, которые могут быть найдены из выражения

Ph2
W  =  k , ~ , (2 1 )

гд е  ki  — коэффициент прогиба пластины в i -ой точке при v =  0 ,3 .
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Рис. 3. Кривые изгибающих моментов (а) и концентрации 
напряжений в галтелях  зубьев (б)

Аналогично могут быть получены прогибы при действии распре­
деленных по линии или по площади* нагрузок.
Н а рис, 3. а нанесены кривые изгибающих моментов. Кривая 2

М х  .  ,для •— практически, совпала с кривой 1, построенной по дан-
М  V

ным [10], при у —  0 с/Ь — 0,588. Кривые 3, 4, 5 для — - по-
Чо

строены соответственно при у —  0; 0,155 Ь\ 0,310 b и —— =0,15; 

- ^ - =  0,588.
Как видно из рис. 3, а (кривая 3) нагрузка, распределенная 

на длине 0,15 примерно на 12% снижает максимальное зн а ­
чение изгибающего момента по сравнению с сосредоточенной 
нагрузкой (кривая 2 ).

Анализ полученных зависимостей показал, что различия 
между изгибающими моментами и прогибами в пластине, к о ­
торая условно заменяет зуб, при действии сосредоточенной на­
грузки, приложенной на расстоянии С0+0,56,, от заделки, или
распределенной по рабочей высоте зуба > не превышают

* При определении прогибов и изгибающих моментов от нагрузки, дейст­
вующей на площади, необходимо ее представить в виде нескольких нагрузок, 
распределенных по линиям, и просуммировать составляющие прогибов и и з ­
гибающих моментов, найденные по приведенным формулам для к аж дой  по­
лоски.
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2— 3%, где bp — рабочая высота зуба; Со — величина ради­
ального зазора между зубьями муфт. С другой стороны, рас­
пределенная по площади пятна контакта средняя нагрузка
P CV= J L ’ практически, при определении изгибающих моментов 

О Р
и прогибов может быть заменена нагрузкой, распределенной по 
линии и находящейся от заделки такж е на расстоянии

C0+ 0 , 5 V
Таким образом, при определении прогибов и изгибающих мо­

ментов в бочкообразных зубьях нагрузку следует считать при­
ложенной в середине рабочей высоты зуба и распределенной по 
линии, длина которой определяется из выражения [5]

где R  — радиус бочкообразное™.
Под сосредоточенной силой Р  в приведенных выражениях 

применительно к зубчатым муфтам следует понимать макси­
мальную нагрузку, действующую на наиболее перекошенную 
сопряженную пару зубьев.

В работе [7] получен закон распределения нагрузки между 
перекошенными бочкообразными зубьями, который с достаточ­
ной точностью подтвердится экспериментальной проверкой.

Д ля  определения местных напряжений изгиба в опасной 
точке галтели зуба воспользуемся зависимостью [2], вводя в 
нее поправку ( 1—v2), которая учитывает сложнонапряженное 
состояние нагруженных зубьев

где /см — коэффициент изгибающего момента, учитывающий 
конечные размеры пластины и смещение нагрузки к торцу; оп­
ределяется методом отображаемых моментов;
М \у — изгибающий момент в точке действия опасных н апря­
жений, определяемый по формуле (18);
N  — коэффициент концентраций напряжений в галтели зуба, 
определяемый по кривым (рис. 3, б) при известном значении 
угла ctj, заключенного между касательной к галтели в точке 
нахождения напряжений и осыо симметрии сечения зуба [2 ]; 

t — полутолщина зуба в опасном сечении.
Коэффициент запаса по пределу выносливости материала 

зубьев, учитывая пульсирующий характер их нагружения, на­
ходится из выражения [3; 5].

где а0 — предел выносливости круглого лабораторного образца при



пульсирующем нагружении; ои — максимальные напряжения изгиба; 
(/(в)о — коэффициент выносливости, характеризующий чувст­
вительность материала к виду нагружения зубьев и их поверх­
ностному упрочнению. Н а основании данных [3; 5] и многочис­
ленных экспериментов по зубчатым передачам рекомендуется 
при 20° зацеплении для термоулучшенных зубьев ( / С в ) о  =  1,7. 
для азотированны х— (/Св) 0 =  1,5 и для цементированных — 
(Кв)  о —1,25. При наличии у зубьев специальной подвиутрен- 
ной выкружки принимать для термоулучшенных зубьев 
( 7 С в ) о =  1,45, для азотированны х— ( / С в ) о == 1,25 и для цементи­
рован ны х— (/Св)о =  0,95. В качестве допустимого коэффициен­
та запаса по пределу выносливости по данным работоспособ­
ности зубчатых муфт необходимо принимать.
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