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Известный метод рассмотрения дифференциальных уравне­
ний с запаздыванием времени, предложенный Н. Н. Красов- 
ским, допускает наглядное геометрическое толкование.

Согласно этому методу в качестве элемента траектории си­
стемы с запаздыванием

-уу =  X i ( х г (/ +  т)), ... , х п {t +  ■&), t) (i =  1, . . .  , ti), ( 1)

где X i  (х Д /  +  0-),... , x n (t + %), Д — функциональны, определенные 
на любых кусочно-непрерывных (с разрывами первого рода) функ­
циях Xi (я>) при — X  i (0 , . . . ,  0 , t) — 0 , принимают на
вектор-функцию (х (Д  =  [х,- (х0(-Э-0), t),  а вектор-отрезок х Д  +  $) =  
=  {хг(х0(&0), * +  &}. (—т<^><0). Другими словами, вместе с точ­
кой траектории x ( t )  рассматривается и предшествующий отрезок 
траектории x t ( t t )= x{ t  + -й), (—т < 0), соответствующий интер­
валу запаздывания т (рис. 1)

При этом решение естественно рассматривать как траекто­
рию в функциональном пространстве, например в пространст­
ве С, а вектор-отрезок хДй) и начальную функцию хо ("0о). 
(—т£Сйо=Д0), как  элементы пространства С [—т, 0].
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Рис. 2.

т р а е к т о р и я  X ( i )

Пусть решение (1) продолжимо на все значения t ^ O .
Рассмотрим плоскость

Z =  Xt (&) =  x ( t  +  я>)
(  — +  4> <  О С ,  —  x s s  a - ^ o ) ^

в пространстве (/, г) (рис. 2).
Поверхность (2) является линейчатой, так как в точках (t, &, 0), 

лежащих на прямой t +  =  с (с =  const, — т < с « Р о о )  величина г
принимает одно и то же значение z  — x( c) .

Поэтому профиль поверхности (2) на отрезке 1 (рис. 1, 
рис. 2 ), т. е. элемент а  (О) совпадает с профилем той же по­
верхности на отрезке 2 (рис. 2). Этот последний можно при­
нять в качестве элемента лд(й').

Таким образом, вместе с движением изображающей точки 
М  по траектории системы рассматривается и движение сече­
ния поверхности (2) плоскостью, проходящей через точку М  
ортогонально оси t.

Геометрически наглядно толкуется и постановка задачи 
устойчивости для уравнений с последействием по Н. Н. Кра- 
совскому.

Решение х =  0 уравнения (1) называется устойчивым, если 
для любого в> 0  можно указать число 6 > 0  такое, что выпол­
няется неравенство

II л-(л-0)(Й0), t) II <  S при / >  О, (3)

если только выполняется неравенство
II \  h(*) s / л \
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Рас. 3.

II A (x0(D-0), t) II =  sup ( I Xi (x0 (&0)> 01 при t >  0. i =  b - - ,  ") 

Условие (3) для t >  т можно записать в виде

Геометрический смысл условий (3) — (5) показан на рис. 3. 
Л ем м а (27.1) [1], согласно которой

[|(т>«S/ToexpLt  при t > 0 ,

геометрически поясняется рисунком 4.
Приведенные геометрические построения могут быть ис­

пользованы и для пояснения некоторых других вопросов, воз­
никающих при рассмотрении дифференциальных уравнений с 
запаздыванием времени, например для  пояснения задачи о 
расщеплении функционального пространства.

Н а  рис. 1 и 2 графически изображено решение уравнения

(ах т — положительные постоянные) с начальной функцией

II *«(») | Р ’ <  - (5)

где
А-о (*>■<,) — { Aio(^o) } I

■ * S (» o )=  { П о д ­

начальные функции, удовлетворяющие условиям,

IUo(^o)H(T) < И ,  11^(Ио)Ц(т) < Н

\ \ х 0{Ь0) - х * о ( Ь 0) ||(т) =  Н 0

(6 )

А о О > о ) =  1 ,  - * < « ■ „ < ( ) .

14



X t f a t f ' ) ,  t i )  - i f )
Ho exp ( i i )

Puc. 4.

Известно [2], что уравнению (6) соответствует операторное 
уравнение

dx.  (»)
- & -  =  A x t { b ) ,  

в котором оператор А определяется следующим образом

dxt (•&) 
I tA x t (b) = \ Ul ' (7)
a x ( t - r ) ,  %• =  0 .

В силу условия а - е ф — 1 все корни Ху (у =  1, 2 , . . . )  характе­
ристического уравнения

Д (X) =  X =  0

простые. Расположим их в порядке убывания действительных

частей Re X, >  Re Х2 >  ... , обозначим

= 7 =  1 , 2 , . . .  .
а  ( i.j )

собственные функции оператора (7), и элемент лц(д) предста­
вим в виде ряда

СО

* / ( « ■ ) = (8 )  у= 1
След (8) на плоскости (X, z)  (Я =  0, рис. 2) определяет траек­

торию

x ( t )  =  X/ (0 ) =  2  у } (t) х j (0).
у = 1

(9)
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Видим, что задача определения траектории x ( t )  (9) на полубес- 
конечном интервале 0 «£ t  <  °о приводится к задаче о представле­
нии элемента x t (&) рядом (8) на конечном интервале — т < $ • < ( ) .

След (8) на плоскости (&, г) (t =  0, рис. 2) представляет собой 
начальную функцию

со

* o W  =  2  у/ (0)ху (&).
у=1

В соответствии с расщеплением функционального простран­
ства [2] уравнению (6) эквивалентна система уравнений

dl L = \ k y k ( k =  1, 2,..., N ) ,

du , (Д)

N
где u t («■) =  Xt (-S>) — 2  Уi  (t )X j  («■).

j = i

Видим, что задача  о расщеплении функционального про­
странства есть задача о приближенном представлении элемен­
та JCt("Q')ec[—т, 0] путем разложения его в ряд по первым N  
собственным значениям оператора (7).
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