
 

 

 

 
 
 

 

КУЙБЫШЕВСКИЙ АВИАЦИОННЫЙ ИНСТИТУТ
Труды, вып. 44, 1970 г.

Исследования по акустике и радиоэлектронике

Л. П. УСОЛЬЦЕВ

ОБ АСИМПТОТИКЕ В ОДНОМ МЕТРИЧЕСКОМ СООТНОШЕНИИ

Пусть'g‘^2 — фиксированное целое число, f(х) — веществен1-
позначная периодическая с периодом, равным 1, функция, удов
летворяющая наотрезке [0, 1] условию Липшица:

I /(-И — /(-*)  I < А I х'~ А'|а (1)
1 .

с Л, ---> 0. Пусть, далее, J f(x)dx, = 0, а ряд, составленный из коэф

фициентов Фурье hm функции /(х), абсолютно сходится:
00 . .

2 |М='-6<6с. (2)
т=--со • . ' 

1 '. • 00 ’ 1

Пусть с2 = i f2(x)dx + 22 \ f ig1 x)dx Обозначим
о  t=i b

— co

Хорошо известно (см., напр., [ 1 ]), что для любого вещественного;
X при Q оо

Фс(Х)->1-С(л). (3|

Выявлением асимптотики в соотношении (3) -занимались оченм
многие авторы. Упомянем лишь A. I’. Постникова ([2], стр. •77),'
И. А. Ибрагимова (3] и Д. А. Москвина (сообщение на Межву-',
зовс-ком симпозиуме по теории чисел, г. Владимир, 1968). Послед- 1
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нему принадлежит следующий результат, подученный теоретико
вероятностными методами: при 0<X,<QY,
где у < ■£•, выпол оотношение

Ф<э(Х) == [1—G(X)]- 1

с постоянной в символе «О», не зависящей от X и Q. Настоящая
заметка посвящена ^дальнейшему уточнению асимптотики в соот
ношении (3). Именно, используя содержащийся (в § 4 диссертации
[4] комбинированный метод доказательства метрических теорем,
мы получаем следующее утверждение.

Теорема. При l/Q1GsgX^QY, где у < имеем

Фр(Х) = [1 - G(X)]- 1 + О /xin'/sQ + 1VI
I Q116 Л1

с постоянной в символе «О», зависящей лишь от А, В, а и о.
Замечание. С помощью утомительной выкладки можно ограни

чение у< -уд сиять, заменив его ограничением у< -g-.
Доказательство. Через С{, С2, .... мы будем обозначать посто

янные, зависящие лишь от А, В, а и о. Пусть

(4)

Имеем: Z < Q& /2/з Q2/’ii при Q'->oo lev Q« Z’Z’Q’Z», Q — nl </г(г-Т1) sS
< C.Q * In^Q, I S(A-) - да I с -A=(Q -nl)B < ££.';£

o|Q . Qi[D
и, следовательно,

фр (X) = mes E (да > X + ’ (5)

здесь и далее | 9Z | < 1.
Лемма. Пусть тъ т2 ..., т2к—целые числа, отличные от нуля.

Тогда для числа решений АА (тр т2, .... тг<) диофантова уравне
ния

-m2^!'=+---T//.V.-gb2A’=■(> (6)
в целых числах О с у}, у2, ... , y^^.l—X справедлива оценка
AM^i, т2, ... , < (2Z)*  • А!

Доказательство леммы. Можно считать, что в левой части ра
венства (7) найдется k положительных слагаемых (иначе обе ча
сти умножим на —1); остальные /г слагаемых перенесем в правую

9*  131

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 
 



 
 

 
 

 

 

  

часть. Придавая переменным yi все возможные значения, мы полу
чим не более 1Кзначений правой части, для каждого из которых по
лемме I на стр. 78 книги [2] левая часть принимает не более 2^kl
значений. Лемма доказана.

Продолжим доказательство теоремы. Обозначим
1 / , Z-1 . \ш

В силу леммы имеем: 
1—1 1—1 оо оо 1

’»= 7-2-2 2' -■ 2' -s'.
st~Q S2^==0 mi=--со т2й=—оо О

7’(2/)'^!

откуда легко получаем (разлагая подынтегральную функцию в
ряд и интегрируя этот ряд почленно), что для любой Постоянной
а>0 

1 г , i-1 ч
Sехр а brS dx
О L. s=0

каковы бы ни были натуральные числа /ио.
Заметим, что из формул (8) и (12) § 4 диссертации [4] (с очевид

ными изменениями) следует, что

V2 = о2 + О = а2 -I- О

(7)

■ (8)

Представим теперь числа хе [0,1)

л. = М£) + ?ф+ ...
g g2

где О «= ей(х) < g — 1 (6=1,2,...)

= !£_(£) ж ?Н£) •

в виде
®йП')

и определим величину

+ ^ + ... + е>.
/Г Г 0-2 ' “ Г
& S g

Легко показать (см. § 4 [4]), что функции 

>2/:>({?r+/z+^})) (7 = о, 1,2,...),
' s=Q

132

 
 

 
 

 

 

  

 

 

 

 
 

 
 

 

 

  

 

 

 

 
 

 
 

 

 

  

 

 

 

 
 

 
 

 

 

  

 

 

 

 
 

 
 

 

 

  

 

 

 

 
 

 
 

 

 

  

 

 

 

 
 

 
 

 

 

  

 

 

 

 
 

 
 

 

 

  

 

 

 

 
 

 
 

 

 

  

 

 

 

 
 

 
 

 

 

  

 

 

 

 
 

 
 

 

 

  

 

 

 

 
 

 
 

 

 

  

 

 

 
 

 
 

 

 

  

 

 

 
 

 
 

 

 

  

 

 
 

 
 

 

 

  

 

 
 

 
 

 

 

  

 

 
 

 
 

 

 

  

 

 
 

 
 

 

 

  

 

 
 

 
 

 

 

  

 

 
 

 
 

 

 

  

 

 
 

 
 

 

 

  

 

 
 

 
 

 

 

  

 

 
 

 
 

 

 

  

 

 
 

 
 

 

 

  

 

 
 

 
 

 

 

  

 

 
 

 
 

 

 

  

 

 
 

 
 

 

 

  

 

 
 

 
 

 

 

  

 

 
 

 
 

 

 

  

 

 
 

 
 

 

 

  

 

 
 

 
 

 

 

  

 

 
 

 
 

 

 

  

 

 
 

 
 

 

 

  

 

 
 

 
 

 

 

  

 
 

 
 

 

 

  

 
 

 
 

 

 

  

 
 

 
 

 

 

  

 
 

 
 

 

 

  

 
 

 
 

 

 

  

 
 

 
 

 

 

  

 
 

 
 

 

 

  

 
 

 
 

 

 

  

 
 

 
 

 

 

  

 
 

 
 

 

 

  



 

 

 
 

 

 

 

 

1
а значит и функции Г(л) = L(x) — f L(x)tZx статистически независи-

мы в промежутке [0,1]. В силу условий (1),
1 1

[■ /(x)rfx = 0, (4) и 0s£ [g'x] — cpr ({g'Oc}) < — получаем:
0 s

Из (9), (5), неравенства Q — nl sg ln,/sQ, (8), (7) получаем:

Ф<? (M = mes E

q2 = jl)(x)</x = а*+  О (^г)> T3= JX3(x)rfx = 0 (^) >

= \^( i=o('~^r\ exp [« I ^. (x)| ]<ix<oo,
0 ' ' ' 0

где a — любая положительная постоянная. В силу теоремы 6. Bl
(и замечания к ней) на стр. 192 книги [5], при ,где |3<-^~’
имеем:

mes Е
. О^лг-^1

(Н)

Из (10) и (11) вытекает утверждение нашей теоремы.
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