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Запишем известное выражение

117 м -  ' x f ,

J y(t) е st dt 
_0__________

оо

[ x{t) e~st dt
(1)

где s =  с +  /со.
Представим в виде ряда Маклорена

П с
1+ 2  ( —  1)"4 г (Уа,)П-

п =О

Тогда формула (1) запишется так

(2)

1 + S ( - i  )п^ и * ) п
п —О 72'

пп /л
1 + 2  ( - о "  А - (•/'“)"п\л = 0

ж (0  e - c t d t

(3)
y(t) e-ct dt

В формуле (3) возможна перестановка действия интегрирования 
и суммирования, так как ряд

оо оо

2 (4 r  S | х^ е~с11tndt (4)
я=0

сходится абсолютно.
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* результате сходимости ряда (4) формула (3) принимает вид
оо

2  (;■»)" т„
W(c + j w) = n- ^   (5>

2  <*>)л Р»
п =  О

7 л ( « = 0 , 1 , 2 ... °°) и ри выражаются следующими формулами:
оо оо

То =  J' x ( t )e~ctdt\ р0 =  \ y ( t ) e ~ ctdt\
О о

оо оо

7х ”  J  tx(t) e~ctdt\  Pi =  — J' ty( t )e~ct dt;
0 0

oo oo

7 2 =  w ^ x (t)e~ctdf,  $2 = ^ t 2y ( t ) e - c‘ dt; (6 )

7я =  $ tn x{ t )e~ct dt\ ря =  (-= ^  J tny{t)e-«dt.
0 ' 0

еперь легко получить выражение для передаточной функции 
эъекта управления в виде

оо

W ( s ) = \ k  (t) е-*< d t =  -a-n + an~1 snl l  + • ■ ■ + ^*  + , ( 7v
o bn s 4- b n — i s -f- . . .  -j- b\ s + bQ

де s = j ( о.
Коэффициенты \ d i \  с моментами \ y i \  связаны соотноше

ниями:

~  *— To jLj с \Л=1
n

a n- \  =  T i  —  2  k a k c 4 ' 1 ;  ( 8 )k=2

.*-2.V  £(£ — 1)Ял_2 =  T2 — ^  -Jl-o   CLk с
k = 3

a - t  -  У  k ( k ~ \ ) . . . ( k - m  +  \ )  « - m .un—m — |m ^  — Uk С у
k=tn +1

«0 =  Тя
Аналогичным образом связаны коэффициенты ■{ вх }■ с моментами 
•{ Рх ]• . Таков метод определения передаточной функции объектов 
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управления в виде дробно-рационального выражения, причем в 
в этом случае объект принимается как «черный ящик» и принад
лежит к классу стационарных систем. Коэффициенты передаточ
ной функции определяются через моменты входного и выходного' 
сигналов.

Из сказанного ясно, что описанный метод использует разложе
ние функции е г в ряд Маклорена, функцией веса которого яв
ляется дельта-функция и поэтому достаточно точное приближе
ние указанной функции рядом Маклорена достигается лишь на 
небольшом интервале времени. Это приводит к тому, что частот
ные характеристики объекта управления практически без ошиб
ки определяются лишь в узкой полосе частот, далее же ошибки 
растут. Если объект управления является колебательным звеном, 
то с достаточной для практики точностью частотные характери
стики при п = 5-^8 определяются в полосе частот, не превышаю
щей частоту среза.

С целью устранения указанных недостатков функцию целесо
образно аппроксимировать какой-либо ортогональной системой, 
функции которой определены в интервале от нуля до бесконечно
сти. Наиболее рациональными ортогональными системами явля
ются ортогональные функции Лягерра, ортогонализированные! 
экспоненциальные функции, так как они по сравнению с другими 
ортогональными системами обеспечивают одним и тем же числом 
членов разложения приближение функции e~Jat с наименьшей 
среднеквадратической ошибкой в интервале [0 ,оо).

Рассмотрим трансформацию описанного метода, если для 
аппроксимации e~}at используются функции Лягерра.

Представим функцию в виде обобщенного ряда Фурье
по ортогональным функциям Лягерра

е - ы  =  2  /*(«>) Lk {t),п=о
где функции fK (со) вычисляются по формуле

оо

/*(<о) =  J e-i'at Lk (t ) d t .

(9)

(10)

Используя общую формулу для функции Лягерра, легко получить
общую формулу Д Л Я  f n

г м - t P - r h i/со +

+
Л2 (П — I)2 (п

п\

2)!

(  1 ^
л п2 ( п — 1)

( 1 ^
( у + 4 - I ■ ~1! 1( у“ +  ~ г )

П — 1

2 !

Применяя ( 1 1 ), получим: 

/ о Н =  1

>  + _

п —2
+  ... + ( — \ )п п\

+

( П )

/со +
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, у 1___________ 1
( Ш) — . 1 / . 1 \2 ’

+ ТГ ('" + - )

( « ) - -  i  i -  —  i  .2 ~г. г т >  ■ С  2 )
/» + ф  р »  + т ) Р -  + -1 -)

,  . 1 3 , 3  1
3 (и > ) =  - -------------- j -------------— ---------- р - 2

(>+т)* ('“ + хГ  ( * Ч Г
Зведем следующие обозначения:

1т + 2

ОО 1 оо 1

a o =  f y ( O e 2 dt; b0 = \ x { t ) e  2 ‘ dt;
о о
оо 1  ̂ оо 1 ^

*1=1*У(0е 2 dt; {13) ^  =  [ ^ ( Л  <? 2 dt; (14)
о о
оо 1 оо 1

h = U 2y ( t ) e 2 ‘ dt; b , = U 2m e ~ T  dt;

оо 1 оо 1

а7 = 1 7̂У(0 е 2 dt; b7 =  f f  x(t) e 2 ‘ dt.о о
Выражение для передаточной функции при использовании восьми 
членов разложения функции е~*ш по ортогональным функциям Ля- 
херра принимает вид

W (s )  =

C-’j  Cg Сц С i  С о
' + 1 ГТй + • • • + 7 ГТг + f

» + -Ы )  Ы Г Ы Г 1 (~ФГ
Dq D q D§ D\ D o

/ 1 \ » T  / 1 \7  +  / 1 n6 +  • • • +  /  1 \ 2 +  1

(s + i )  (s + i )  (S + T-) (s + i )  s + i

c n

^  In = 0  ( s + J - ^ n+1 
2

Dn

Й К Г

(15)

<c0 — 8a0 28aj +  -gj— <z2  g p  a3 4—p — 0 4 --- gp- £5 +  -gp йб уг

_ _  OQ-  , 1 /ln -  3 2 2 -  , 4 3 4 -  3 6 4 -  , 1 8 8 -  55 — , 7— 28a04- 140ai — -^p a, +  gp£z3 — - p  a 4 +  gp  a 5 — -щ- a6 +  yp Ф

-  _  сгдТГ qoo , 812 -  1 1 6 2 -  , 1 0 1 6 -  5 4 1 -  , 162— 21 ^
2 — 56a0 322ai +  щг cl3 -xo— a3 +  -jj— a 4 — т г  a s +  -дг a 6 — УГ
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Аналогичные уравнения связи можно записать для \ D n  ̂ и
К  }•

Очевидно, от формулы для передаточной функции можно лег
ко перейти к следующему выражению:

I V / En sn +  En—i s n *+ ■ .. + Е 1 s +  Ер П 7 \
( '  ~  F n s n + F n - i s " - 1 + . . .  + F lS + F 0 ’ '

где для п — 7 коэффициенты { Е п \ связаны с коэффициентами, 
-j сп }• формулами:

Е-/ =  Со!

Е& = ~2 со +  сь  (1 8}

Es =  —р- с0 +  3cj 4- с2;

Е 4 =  - р -  с 0Ч— р -  сх+  —  с2 +  с3; 

е 3 =  Со +  - р -  Cj +  - | -  с2 +  2 с3 +  с4;

^2 =  с0 +  Ci +  - р  с2 +  с3 +  ~y  с4 +  с5;

=  6 4  с 0 +  3 2  Ci +  - р  С2 +  - g -  с 3 +  - р  с 4 +  с 5 +  с 6,

=  ~ Ш  с° + Ж С 1 + ~ Ж С2 + ^ б Сз + ^ ~ С4 + ~ ^ С5 + Т Сб+С7'

Аналогичным образом коэффициенты ( Fn] выражаются через-
{Dn \.

Итак, разложение функции е № в ряд по ортогональным функ
циям Лягерра позволяет получить выражения для передаточной
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дии в двух видах— (15) или (17), удобных для практиче- 
использования.

ри использовании данного метода для синтеза аналитиче- 
самонастраивающихся систем автоматического управления 

-1C) передаточные функции вида (15) и (17) легко реализу- 
с помощью пассивных 7)С-цепочек. Один из методов реали- 

и фильтра (17) рассмотрен в работе [1].
'еализация фильтра (15) не имеет принципиальных отличий, 
(ходимо лишь в структуре фильтра вместо интеграторов по
ить апериодические звенья, которые точно реализуются на 
элементах.
3 заключение рассмотрим определение передаточных функций 
же методом, но функция e~itu> разлагается в ряд по экспонен- 

льным функциям, 
ак, если:

То (0 =  е~*;

(t) =  aj е~1+ а |  e~2t ; (19)

<Рз (t) =  ai е~1+ а2 e ~2t+ аз e ~3t ’

сPn(t) =  а»е-< +  <*»«-« +  . . .+  и* e~nt , 

ункцию e~J0>i можно представить в виде
оо

е - ы  =  2 ^ ( (в) т * ( 0 ’
Р— о

де функции (оз) можно вычислить, используя формулу:
оо

Eft(«o) =  k(t )dt]
о

k =  1 , 2 , 3 ..., п.
Очевидно, справедливы равенства:

“ 1£ ( ш) =  . 1 , ;1V ’ У <о + 1 ’

(20)

3 3 ' 3U.-J и. су и. о

Ъ  ( “ ) =  JZ Z —1 +  > 7 + 2  +  > Г Т З  ;

(U)) = +У*со +  1 уо> +  2 +  ... + у'со +  /г



Группируя члены, выражение для e~iu,t можно переписать в виде

где

Г А \ А2 а з Апe —ja>l _   i _  _|_________±___  J _________ f ___  _L . 4.  n___
I j  w -f- 1 -f- 2 j -л -Ь 3 j iо +  л _

+
A*

jco +  1 ^  ju> +  2 ' j i0 -f  3+  7 + +  ... + j-21 +

+
A n

2
+  7

A n
A 3 A*

_ у to +  1 У to -j- 2 у o) +  3 1 1 у to +  я  _

Л/ =  const, функции ajjj, например- 

Л1 =  ( a!)2+  ( a?)2 +  ( a?)2+  ... +  ( a?)2;

. 1 2 2 .  3 3 .  4 4 .  . n n
Л2 =  <*1 a.2 +  ai a2 +  ai a2 +  ... +  a i a2 ;

, 1 3 3 .  4 4 .  5 5 .  , fl n
A3 =  ai a 3 +  3,1 a3 +  a i a3 +  ... +  <*i a 3 ;

. 1 4 4 ,  S 3 .  . n n  .
Л 4  =  a i  a 4  +  a i  3 4  +  ••• +  <*i 3-4 -

(21)

,1 P k . £ + 1 fc-f-1 . . П ПAk  =  a i  a / »  +  o t /г +  . . .  +  a i  a / j  .

Аналогичные соотношения можно найти и для остальных коэф
фициентов. Таким образом, после группировки членов, можно 
записать

Тогда

где

е - м  =  ^ G n(J w)e~nt.
л=0

ф  Us) =
\ y ( t )  е - ы  dt  2  G n U ^ P n

О п =О

[ ж (t) е - Ы  dt  ^  On (/<■>) ['л 
о л=о

V-n =  J У ( ^ ) е - Л'  dt ;

\хп =
О

/г =  1 , 2 , 3...

(22)
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k n

Ф(/ю)  =  -Д+1------------  t l+A---------- t + 1 Ъ  (23)
 ̂1 | -̂2 As _j_ kfi

У'(о+1 у'ш +  3 у (0 +  3 у 'ш + л

коэффициенты с помощью элементарных уравнений
зи выражаются через коэффициенты ц„ }• и Лр.
В работе предложен метод определения передаточных функ- 
й линейных стационарных объектов.
Найденная модель объекта легко реализуется с помощью 

’-элементов.
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ппируя члены в вы раж ении (2 2 ) ,  получим


